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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîÿâëåíèå äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûõ èëè ãèáðèäíûõ ñèñòåì â íàó÷íîé ïðàêòèêå

îáóñëîâëåíî ðàçâèòèåì ìåòîäîâ öèôðîâîãî àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ â íå-

ïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ. Ïîäîáíûå ïðîöåññû îáû÷íî èìåþò íåïðåðûâíóþ è äèñ-

êðåòíóþ (èìïóëüñíóþ) ÷àñòè, êîòîðûå ïðè ñîâìåñòíîì ôóíêöèîíèðîâàíèè

ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ó ñèñòåìû íîâûõ ñâîéñòâ. Ïðèñóòñòâèå ýëåìåíòîâ, ðà-

áîòàþùèõ â èìïóëüñíîì ðåæèìå, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ õà-

ðàêòåðèñòèê ñèñòåìû. Èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, êàê âîçäåéñòâèå, âûçûâàåò

ìãíîâåííîå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðûâ åå òðàåê-

òîðèè êàê ôóíêöèè âðåìåíè. Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ îêàçàëîñü åñòåñòâåí-

íûì çàìåíèòü ýòè áûñòðûå èçìåíåíèÿ ñêà÷êîîáðàçíûìè. Åñòåñòâåííûì ðàñøè-

ðåíèåì ÷èñòî èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ óïðàâëåíèÿ ìåðû [28], è äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìåðàìè [4] ÿâëÿþòñÿ àäåêâàòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

ñðåäñòâîì äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé. Èññëåäîâàíèþ èìïó-

ëüñíûõ ïðîöåññîâ ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû [4–6, 22, 24, 29–31], à ðàç-

ëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ èìïóëüñíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì â äèíàìèêå ïîëåòà,

ýêîíîìè÷åñêîì àíàëèçå, ïðè îáðàáîòêå èíôîðìàöèè, â ñèñòåìàõ ìàññîâîãî

îáñëóæèâàíèÿ è ò.ä. îïèñàíû â îáøèðíîé ëèòåðàòóðå, â ÷àñòíîñòè â [25, 27].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ èãðîâûå çàäà÷è äèíàìèêè

äëÿ ïðîöåññîâ ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè. Â îñíîâó èññëåäîâàíèé ïîëîæåí

ïðèíöèï ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [8–10, 12, 13]. Ýòîò ìåòîä òåñíî ñâÿçàí ñ ôóíêöèîíàëàìè

Ìèíêîâñêîãî [15, 21] è òðåáóåò ââåäåíèÿ îáðàòíûõ ê íèì îòîáðàæåíèé, òàê íà-

çûâàåìûõ îáðàòíûõ ôóíêöèîíàëîâ Ìèíêîâñêîãî [8, 26]. Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â

ïîñòðîåíèè ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ÷èñ-

ëîâûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ óïîìÿíóòûìè ôóíêöèîíàëàìè è èíòåãðàëüíî õàðàê-

òåðèçóþùèõ ñòåïåíü áëèçîñòè òðàåêòîðèè ê òåðìèíàëüíîìó ìíîæåñòâó. Ñëåäóåò

çàìåòèòü, ÷òî â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ èãð ñóùåñòâóåò ðÿä àëüòåðíàòèâíûõ

ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ [1–3, 7, 11, 16–18],

îáëàäàþùèõ øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè.

Ïðèâëåêàòåëüíîé ñòîðîíîé óïîìÿíóòîãî ðàíåå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíê-

öèé [8] ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îí äàåò ïîëíîå îáîñíîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ïðàâè-

ëà ïàðàëëåëüíîãî ñáëèæåíèÿ, à òàêæå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ñîâðå-

ìåííóþ òåõíèêó ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è èõ ñåëåêòîðîâ [14, 15, 20, 21, 23]

â îáîñíîâàíèÿõ èãðîâûõ êîíñòðóêöèé è ïîëó÷åíèè íà èõ îñíîâå ñîäåðæàòåëüíûõ

ðåçóëüòàòîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñëó÷àÿ èìïó-

ëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ, óáåãàþùåãî, à òàêæå îáîèõ èãðîêîâ.
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Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé îäíîãî èç èãðîêîâ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé, â äàííîì ñëó÷àå äåëüòà-ôóíêöèé Äèðàêà, äèñêðåòèçèðóåò êîíôëèê-

òíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ è â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè óïðîùàåò èññëåäîâàíèå.

Â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñáëèæå-

íèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå â [19],

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ [9].

Òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ ñ ó÷å-

òîì ïðîñòîãî äâèæåíèÿ, èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ è ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ

ïðåäïîëîæåíèé, ãäå ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò ïàðàëëåëüíîãî ñáëèæåíèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî

îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

� ,z Az u z R n� � � �� . (1)

Çäåñü A — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, u — ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâà-

òåëÿ, � — ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî. Ñòðóêòóðà óïðàâëåíèé èãðîêîâ è èõ

èíôîðìèðîâàííîñòü áóäåò îãîâîðåíà îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëó÷àÿ. Çàäà÷à ïðåñëåäîâàòåëÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, âûáè-

ðàÿ óïðàâëåíèå u, çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûâåñòè òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (1) íà

öèëèíäðè÷åñêîå òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî

M M M* � �0 , (2)

ãäå M 0 — ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç R n , à M — íåïóñòîé êîìïàêò èç

îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ L ê M 0 â ïðîñòðàíñòâå R n .

Çàäà÷à óáåãàþùåãî ïðîòèâîïîëîæíà — îáåñïå÷èòü óêëîíåíèå îò âñòðå÷è

òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1) ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M * ëèáî ìàêñèìàëüíî

îòòÿíóòü âðåìÿ âñòðå÷è.

ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÎÊÎÍ×ÀÍÈß ÈÃÐÛ
ÏÐÈ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈßÕ ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÒÅËß

Ïóñòü { }� i i �
�

1
, 0 0 1 2� � � �� � � . . . , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè,

êîòîðûå çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è íå èìåþò êîíå÷íûõ ãðàíè÷-

íûõ òî÷åê. Èíûìè ñëîâàìè, êàêîé-ëèáî êîìïàêòíûé îòðåçîê [ , ]a b ,

[ , ] [ , )a b � �0 , ñîäåðæèò â ñåáå êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ò.å. � i 	 � � ïðè i 	 � �.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò âëèÿòü íà ñèñòåìó (1) òîëüêî â ìî-

ìåíòû � i , i N� , è åãî âëèÿíèå â ýòè ìîìåíòû èìååò èìïóëüñíûé õàðàêòåð, ÷òî

âûðàæàåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà [4]

u t u t

i

i i( ) ( )� �
�

�



1

� � .
( )3

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò �0 0� èìïóëüñ ïðåñëåäîâàòåëÿ ðàâåí íóëþ è

ðåàëüíîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì ñ ïîìîùüþ èìïóëüñîâ íà÷èíàåòñÿ ñ ìîìåíòà

�1 0� , ãäå âåêòîðû ñêà÷êîâ ui âûáèðàþòñÿ èç íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà

U U R n, � . Çäåñü è äàëåå � ( )t — äåëüòà-ôóíêöèÿ, à óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî � ( )t

— ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî

êîìïàêòà �, � � R n . Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1) àäèòèâíî âõîäÿò
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îáîáùåííûå ôóíêöèè. Ñîãëàñíî [4, 5] ïðè ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèÿõ èãðîêîâ ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì óñëîâèè

z z0 0� ( ), îíî åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà

èíòåðâàëàõ ( , )� �i i� 1 , i N� , N — ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ðåøåíèå

èìååò âèä

z t e z e u e dAt

t

A t
i

t
A t

i

i( ) ( )

( , ]

( ) ( )� � �
�

� �
 0

0 0�

� � � � �

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã ôîðìóëû Êîøè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.

Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ z t( ) ïðè t i� � òåðïèò ðàçðûâ è îñóùåñòâëÿåò

ñêà÷îê. Â òî÷êàõ ðàçðûâà ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà.

Íàçîâåì ïðåäûñòîðèåé óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî â ìîìåíò t, t � 0, ôóíêöèþ

� � � �t s s s t( ) ( ) : ( ) , [ , ]� � � �{ }0 . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t,

t � 0, ïðåñëåäîâàòåëü èìååò èíôîðìàöèþ î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè z 0 è î ïðåäûñ-

òîðèè óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî � t ( )� [8]. Ïðèìåì ñòîðîíó ïðåñëåäîâàòåëÿ, è áó-

äåì îðèåíòèðîâàòüñÿ íà âûáîð ïðîòèâíèêîì ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî óïðàâ-

ëåíèÿ, êîòîðîå çàðàíåå íàì íåèçâåñòíî. Ïðè ýòîì óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñáëèæåíèÿ çà íåêîòîðîå ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ è

íàéäåì óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ýòîò

ðåçóëüòàò.

Îáîçíà÷èì � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç R n íà L, à eAt —

ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó îäíîðîäíîé ñèñòåìû �z Az� .

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W n e U e di
A An i

i

i

n( , ( )) ( )
( ) ( )� � � � � �� �

�

�
� �� � �� �

�


1

, (4)

W n W n e Ui i
A

i i

n i

i

( ) ( , ( ))
( ) ( , )

( )� � � ��
� �

�

�
�

� � � �

� �

�

�

� �
1

1

i

ne Vd
A


�� �� �( )

,

ãäå i n�1, . . . , , n N� . Çäåñü è äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç � ( , )a b ìíîæåñòâî èç-

ìåðèìûõ íà îòðåçêå [ , ]a b ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà �,

X Y x x Y X� � � �{ }: — ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü Ìèíêîâñêîãî. Èíòåãðàë â

îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ W ni ( ) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê èíòåãðàë Àóìàíà îò ñîîòâå-

òñòâóþùåãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèñêðåòíûé àíàëîã óñëîâèÿ, èçâåñ-

òíîãî â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ èãð êàê óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà [1, 3, 8].

Óñëîâèå 1. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ W ni ( ) ïðèíèìàþò íåïóñòûå çíà÷å-

íèÿ ïðè âñåõ i n�1, . . . , , n N� .

Â ñèëó óñëîâèÿ 1 ñîãëàñíî ñõåìå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé â êàæäîì

ìíîæåñòâå W ni ( ) âûáåðåì è çàôèêñèðóåì îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû � i n( ),

i n�1, . . . , , n N� . Îáîçíà÷èì ýòîò íàáîð ñåëåêòîðîâ ÷åðåç � � �� � �( ) ( )n ni i
n{ }

1
,

n N� , è ïîëîæèì

� � � ��
( , , ) ( )n z e z n

A

i

n

i
n� �

�



1

.
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Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

� �A i i in W n n M n z( , ( )) :[ ( , ( )) ( ) ] [ ( , , )]� 	 � � 	 � �� � � � � � � ��0 (5)

è èõ îïîðíûå ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè �1

	 � 	 	 �i in n i n n N( , ( )) : ( , ( )) , , . . . , ,� � � � � �sup { A } 1 . (6)

Ïîñëåäíèå áóäåì íàçûâàòü ðàçðåøàþùèìè ôóíêöèÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè

� �( , , )n z M� ìíîæåñòâà A i n( , ( ))� � íåîãðàíè÷åíû, à ôóíêöèè 	 �i n( , ( ))� ïðè-

íèìàþò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì

T z n N n

i

n

i
i i

( , ) min : ( , ( ))
( ) ( , )

� 	 �
� � � �

� � � �
�

� � �



�1 1

1inf�
�

��

�
�
�

��
. (7)

Åñëè íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè îäíîì n, òî áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî T z y( , ) � � �.

Îáîçíà÷èì T T z� ( , )0 0� , çàôèêñèðîâàâ z 0 è � 0 .

Óñëîâèå 2. Èìååò ìåñòî ïîòî÷å÷íîå ðàâåíñòâî

A i iT T( , ( )) [ , ( , ( ))]� 	 �� � �0

äëÿ âñåõ � � � �( ) ( , )� � �i i1 , i T�1, . . . , .

Óñëîâèå 3. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W T T i Ti i i i( , ( )) ( ), ( ) ( , ), , . . . ,� � � � � �� � � � �� 1 1 ,

ïðè � �( , , )T z M0 0 � ÿâëÿþòñÿ çâåçäíûìè ïî êîíóñó con [M � � � �( , , )]T z 0 0

îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî èç óñëîâèÿ 3 âûòåêàåò óñëîâèå 2 [9].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), êîòîðûé íàõî-

äèòñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè z 0 , ñ öèëèíäðè÷åñêèì âûïóêëûì òåðìèíàëüíûì

ìíîæåñòâîì (2) ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè ïðåñëåäîâàòåëÿ âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ 1 è 2 ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ñåëåêòîðîâ � 0 , ïðè÷åì

T z( , )0 0� � � �.

Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ z 0 íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî (2) â ìîìåíò �
�T z( , )0 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ �T ( )� , � � �T T( ) ( , )� � 0 .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé � �( , , )T z M0 0 � . Èç óñëîâèÿ 2 è íåðàâåíñòâà â

(7) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ 	 i T( ), 	 �i iT T( ) ( , ( ))� �A ,

i T�1, . . . , , êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò � ( )� , è

i

T

i T

�

 �

1

1	 ( ) . (8)

Òàêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

	 	 	 �
� � � �

i iT T T
i i

( ) / ( ) ( , ( ))
( ) ( , )

� �
� � �

1
1

inf ,

ãäå 	 	 �
� � � �

( ) ( , ( ))
( ) ( , )

T T

i

T

i
i i

� �
� � �



�1 1

inf . (9)

Îòìåòèì, ÷òî 	 ( )T � 1.
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Âåêòîðû ñêà÷êîâ u u Ui i, � , i T�1, . . . , , â ìîìåíòû � i âûáåðåì èç óñëîâèÿ

� � � � � � 	� �

�

�
� �

e u e d T T M
A

i
A

i i
T i

i

i

T( ) ( )
( ) ( ) ( )[

� �� � � �

�


1

� �( , , )].T z 0 0
(10)

Ïîñêîëüêó 	 �i iT T( ) ( , ( ))� �A , � � � �( ) ( , )� � �i i1 , i T�1, . . . , , òî èç îïðåäåëå-

íèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ (5) âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (10) ñó-

ùåñòâóåò. Çàôèêñèðóåì âåêòîðû ui
* , u Ui

* � , i T�1, . . . , , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

âêëþ÷åíèþ (10). Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå Êîøè ïîëó÷èì

� � � � �� � �

�

�

z e z e u eT
A

i

T
A

i

i

T
AT T i

i

i

( )
( ) * (� � �

�

�

�

 
 

�

0

1 1
1

� � � � �T d
� )

( ) . (11)

Ïðèáàâèì è âû÷òåì îò ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11) âåëè÷èíó

i

T

i T

�



1

� ( ). Òîã-

äà, ó÷èòûâàÿ çàêîí âûáîðà óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëåì (10), ïîëó÷àåì

âêëþ÷åíèå

� � 	 � � 	z T T z T MT

i

T

i

i

T

i( ) ( ) ( , , ) ( )� �
�

 
!
!

"

#
$
$

�
� �

 
1

1

0 0

1

. (12)

Îòñþäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé 	 i T( ) è ñîîòíîøåíèÿ (8) ñ ó÷åòîì

âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà M ïîëó÷èì � �z MT( ) � . Ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî âêëþ-

÷åíèþ z MT( ) *� � .

Ïóñòü òåïåðü � �( , , )T z M0 0 � . Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî 	 �i T( , ( ))� % � �,

� � � �( ) ( , )� � �i i1 , i T�1, . . . , , ñîãëàñíî ôîðìóëàì (5), (6) è óñëîâèþ 1. Ñîîòâå-

òñòâåííî 	 ( )T � � � è ïîñòðîåíèå ôóíêöèé 	 i T( ) ïî ôîðìóëå (9) ïðèâîäèò ê íå-

îïðåäåëåííîñòè. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå âåêòîðû ñêà÷êîâ ui , u Ui � ,

i T�1, . . . , , âûáèðàåì èç óñëîâèÿ

� � � � � �� �

�

�
� �

e u e d T
A

i
A

i
T i

i

i

T( ) ( )
( ) ( )

� �� � �

�


1

0, (13)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó çíà÷åíèé 	 i T( ), i T�1, . . . , , âî âêëþ÷åíèè (10), ðàâ-

íûìè íóëþ. Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî àíàëîãó óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà

— óñëîâèþ 1. Òîãäà, ïîëîæèâ âî âêëþ÷åíèè (12) 	 i T( ) � 0 äëÿ i T�1, ,� ,

ïîëó÷èì

� � � �z T z MT( ) ( , , )� �0 0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò �0 0�

ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò âûáèðàòü íåíóëåâîé èìïóëüñ u0 , òî â (3) ñëåäóåò âíåñòè

÷ëåí u t0�( ), ò.å.

u t u t

i

i i( ) ( )� �
�

�



0

� � .

Ñîîòâåòñòâåííî ê ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì (4) ñëåäóåò äîáàâèòü ñîîò-

íîøåíèå W n W n e U n N
A n

0 0( ) ( , ( )) ,% � � �� � �
, à âåêòîð � �( , , )n z íóæíî äîïîë-

íèòü ñëàãàåìûì � 0 ( )n , � 0 0( ) ( )n W n� . Ýòè èçìåíåíèÿ áóäóò òðåáîâàòü ðàññìîòðå-

íèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

A A {0 0 0 00( ) ( , ( )) :[ ( ) ( )] [ ( , , )]n n W n n M n z% � � � � � � �� 	 � 	 � � �}
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è åãî îïîðíîé ôóíêöèè

	 	 	0 0( ) : ( )n n� �sup { A }.

Â âûðàæåíèè äëÿ T z( , )� ñóììà äîïîëíèòñÿ åùå îäíèì ñëàãàåìûì 	 0 ( )n , à

óñëîâèå 2 ñëåäóåò äîïîëíèòü ðàâåíñòâîì

A0 00( ) [ , ( )]T T� 	 .

Ñ ýòèìè äîïîëíåíèÿìè òåîðåìà 1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, à åå äîêàçàòåëüñòâî

ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó.

Çàìå÷àíèå 2. Â èçëîæåííîé ñõåìå âûõîä òðàåêòîðèè êîíôëèêòíî-óïðàâëÿå-

ìîãî ïðîöåññà (1) íà ìíîæåñòâî M * ìîæåò áûòü çàôèêñèðîâàí ëèøü â ìîìåíòû

� i âûäà÷è èìïóëüñà, ïîñêîëüêó ëèøü â ýòè ìîìåíòû ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ðàçðåøàþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ (6) è ìåíÿåòñÿ êðèòåðèé âûõîäà â (7).

ÑÕÅÌÀ ÑÁËÈÆÅÍÈß Â ÊËÀÑÑÅ ÊÎÍÒÐÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A Ai in n i n n N
i i

( ) ( , ( )), , . . . , ,
( ) ( , )

� � � ��
� � �� � � �

�
1

1 ,

è ôóíêöèè 	 	 	i in n( ) : ( )� �sup { A }.

Çàìåòèì, ÷òî A i n( ), i n�1, . . . , , n N� , — íåïóñòûå ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó

0� �A i n( , ( ))� äëÿ âñåõ � � � �( ) ( , )� � �i i1 . Êðîìå òîãî, ïðè � �( , , )n z M� ìíîæåñ-

òâà A i n( ) íåîãðàíè÷åíû è 	 i n( ) % � �.

Îáîçíà÷èì

� � 	( , ) min : ( )z n N n

i

n

i� � �
�
�
�

��

�
�
�

���



1

1 . (14)

Åñëè íåðàâåíñòâî â (14) íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè îäíîì n, òî ïîëîæèì

� �( , )z � � �. Çàôèêñèðîâàâ z 0 è � 0 , îáîçíà÷èì � � �� ( , )z 0 0 .

Óñëîâèå 4. Ïðè � �( , , )0 0 0z M� îòîáðàæåíèå A� �( ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîçíà÷-

íûì, ò.å.

A� �� 	 �( ) [ , ( )]� 0 .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2), z z( )0 0� ,

M M� co , ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè ïðåñëåäîâàòåëÿ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è

4 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ñåëåêòîðîâ � 0 , ïðè÷åì � �( , )z 0 0 � � �.

Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z 0 ìîæåò áûòü ïðè-

âåäåíà íà ìíîæåñòâî M * â ìîìåíò �
� �( , )z0 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � � ( )� , � � �� �( ) ( , )� � 0 , — ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå

óáåãàþùåãî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé � � �( , , )z M0 0 � . Èç ñîîòíîøåíèÿ (14) è óñëîâèÿ 4 âû-

òåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 	 * , 	 ��* ( )�A , ÷òî

i

i

�

�


 � �
1

1

1
�

	 � 	( ) * . (15)

Âåêòîðû ñêà÷êîâ ui , u Ui � , i � �1 1, . . . , � , â ìîìåíò � i âûáåðåì èç óñëîâèÿ

� � � � � 	 �� �

�

�
�� �e u e s ds M

A
i

A s
i i

i

i

i
( ) ( )

( ) ( ) ( )[
� �� � � �

�


1

� � �( , , )],z 0 0
(16)

à ïðè i � � — èç âêëþ÷åíèÿ (16), ïîëîæèâ 	 � 	� ( ) *� .
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Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé A� �( ), i �1, ,� �, è óñëîâèÿ 4

âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (16) ñóùåñòâóåò.

Çàôèêñèðîâàâ âåêòîðû ui , u Ui � , i �1, . . . , �, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

âêëþ÷åíèÿ (16), ïîëó÷èì èç ôîðìóëû Êîøè

� � � � ��
�

�
� �

�

�

�
�� �z e z e u e

A

i

A
i

i

Ai

i

i

( )
( ) (� � �

�

�

�

 
 

�

0

1 1
1

� �� s
s ds

)
( ) . (17)

Ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ îò ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (17) âåëè÷èíó

i

i

�



1

�

� �( )

ñ ó÷åòîì çàêîíà âûáîðà óïðàâëåíèÿ (16), ïîëó÷àåì

� � 	 � 	 � � ��

�

z z

i

i( ) ( ) ( , , )*� � �
&

'

�
�

(

)

*
*

�

 
!
!

"

#
$
$�

�


1

1

1
0 0 � �

&

'

�
�

(

)

*
*

�

�



i

i M

1

1�

	 � 	( ) * . (18)

Äàëåå, â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ÷èñåë 	 �i ( ), i � �1 1, . . . , � , 	 * , è ðàâåíñòâà

(15) ïîëó÷èì � ��z M( ) � .

Ïóñòü � � �( , , )z M0 0 � . Òîãäà ôîðìàëüíî 	 �i ( ) % � �, i �1, . . . , �. Ìû æå ïî-

ëîæèì 	 �i ( ) % 0, i �1, . . . , �, â ôîðìóëå (16) è âåêòîðû ñêà÷êîâ ui , u Ui � ,

i �1, . . . , �, âûáåðåì èç óñëîâèÿ

� � � � �� �

�

�
�� �e u e s ds

A
i

A s
i

i

i

i
( ) ( )

( ) ( )
� �� � �

�


1

0.

Ñîîòâåòñòâåííî ïðè 	 �i ( ), i � �1 1, . . . , , *� 	 , ðàâíûìè íóëþ, èç âêëþ÷åíèÿ (18)

ïîëó÷èì

� � � � ��z z M( ) ( , , )� �0 0 .

ÑËÓ×ÀÉ ÈÌÏÓËÜÑÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÓÁÅÃÀÞÙÅÃÎ

Ïóñòü òåïåðü óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ — èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, êî-

òîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç êîìïàêòà U , U R n� . Óáåãàþùèé, â ñâîþ î÷å-

ðåäü, ìîæåò âëèÿòü íà õîä êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ëèøü â ìîìåí-

òû � i , 0 0 1 2� � � �� � � . . . , ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }� i íå èìååò êîíå÷-

íûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Åãî óïðàâëåíèå èìååò âèä

� � � �( ) ( ),t t ti

i

i� � �
�

�



0

0,

ãäå âåêòîðû ñêà÷êîâ � i ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êîìïàêòó �, � � R n .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ

� ( ), , , , , , . . .z Az u t z R u U ii

i

i
n

i� � � � � � � �
�

�


 � � � � �
0

0 1 (19)

Ñîãëàñíî [4, 5] ðåøåíèå ñèñòåìû (19) ïðè âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èãðîêîâ

ñóùåñòâóåò ïðè êàêîì-ëèáî íà÷àëüíîì óñëîâèè z z( )0 0� , îíî åäèíñòâåííî è ÿâ-

ëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà èíòåðâàëàõ ( , )� �i i � 1 , i N� � { }0 .
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Ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

z t e z e u s ds e vAt
t

A t s

i t

A t
i

i

i( ) ( )( )

: [ , ]

( )� � � 
�

�

�0

0 0�

�
.

Ââåäåì öåëî÷èñëåííóþ ôóíêöèþ

n t i N ti( ) max :� � + ,{ { } }0 �

è ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W t e Uds e v i ni
A t s A t

i

i

i( , ) , , , . . . , (( ) ( )� � �

�

�
�� � �

�

 � �
1

0 1 t) �1,

W t e Uds e vn t

t
A t s A t

n t

n t
( )

( ) ( )
( , )

( )

( )� � �

�

�
� � � �

,

W t e Uds e V i n ti
A t s A t

i

i

i( ) , , , . . . , ( )( ) ( )� � �
�

 � �

�

�
�� �

1

0 1 �1,

W t e Uds e Vn t

t
A t s A t

n t

n t
( )

( ) ( )
( )

( )

( )� � � �

�

�
� � ,

ãäå

�

�

�

�

� �

i

i

i

i

e Uds e u s ds u s U uA t s A t s
� �

 � �� �
1 1

( ) ( ) ( ) : ( ) , (s) �
�
�
�

��

�
�
�

��
èçìåðèìà .

Îáîçíà÷èì

dom { }W t W t i n ti� � ��- �0 0 1: ( ) , , . . . , ( ) .

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Wi i( )� íåïóñòûå ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî �V

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé.

Óñëîâèå 5. dom W ��. Äëÿ t W�dom çàôèêñèðóåì íàáîð ñåëåêòîðîâ

� � � �� � � �( ) ( ) : ( ) ( ), , , . . . , ( )t t t W t i n ti i i{ }0 1 . (20)

Ïóñòü

� � � �( , , ) ( )
( )

t z e z tAt

i

n t

i� �
�



0

.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

� �A i i it W t t M t z( , ) :[ ( , ) ( )] [ ( , , )]� 	 � � 	 � �� � � � � ��0 ( )21

è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

	 � 	 	 �i it t i n t( , ) : ( , ) , , , . . . , ( )� � �sup { A } 0 1 .

Èç âûðàæåíèÿ (21) âèäíî, ÷òî ïðè � �( , , )t z M� ìíîæåñòâà A i t( , )� íåîãðàíè-

÷åíû, à ôóíêöèè 	 �i t( , ) ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì

T z t W t

i

n t

v
i

1

0

1( , ) : ( , )
( )

� 	 �
�

� � �
�
�
�

��

�
�
�

��� �

dom inf . (22)
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Åñëè íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè îäíîì

t W�dom , òî ïîëîæèì T z1 ( , )� ��.

Ïóñòü T T z0
1 0 0� ( , )� , ãäå z 0 — íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà (19), à � 0 —

ôèêñèðîâàííûé íàáîð ñåëåêòîðîâ (20).

Óñëîâèå 6. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ A i iT T( , ) [ , ( , )]0 00� 	 �� ,

i n T� �0 1 0, , . . . , ( ), � �.

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ ïðîöåññà (19) ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì (2) ïðè èì-

ïóëüñíîì óïðàâëåíèè óáåãàþùåãî âûïîëíåíî óñëîâèå 5, à ìíîæåñòâî M âûïóê-

ëî, äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z 0 è íàáîðà ñåëåêòîðîâ � 0 ìíîæåñòâî T z1 0 0( , )�

íåïóñòî, òî äëÿ ëþáîãî T T z0
1 0 0� ( , )� , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå 6, òðà-

åêòîðèÿ ïðîöåññà (19) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z 0 íà

òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * â ìîìåíò T0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì n n TT0 0� ( ) è çàôèêñèðóåì íàáîð âåêòî-

ðîâ-ñêà÷êîâ { }vi , i nT� 0 1
0

, , . . . , .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � �( , , )T z M0
0 0 � . Èç íåðàâåíñòâà â (22) è óñëîâèÿ 6

âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà 	 i T( )0 , ÷òî 	 �i iT T( ) ( , )0 0�A ,

i n T� 0 1 0, , . . . , ( ), íå çàâèñÿùèå îò �, ïðè÷åì

i

n T

i T

�

 �

0

0

0

1
( )

( )	 .
(23)

Àíàëîãè÷íî (9) ýòè ÷èñëà ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå

	 	 	 �
�

i
v

iT T T( ) / ( ) ( , )0 0 01�
�

inf , ãäå 	 	 �
�

( ) ( , )
( )

T T

i

n T

v
i0

0

0

0

�
� �

 inf . (24)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè 	 �i T( , )0 , i n T� 0 1 0, , . . . , ( ), � �� , ïðèíèìàþò íåîòðèöà-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ è 	 ( )T0 1� , òî â ñèëó óñëîâèÿ 6 ÷èñëà 	 i T( )0 ïðèíàäëåæàò ìíî-

æåñòâó A i T( , )0 � ïðè ëþáîì � �� , ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå (23).

Íà èíòåðâàëàõ [ , )� �i i � 1 , i n T� 0 1 0, , . . . , ( ), áóäåì âûáèðàòü óïðàâëåíèå ïðå-

ñëåäîâàòåëÿ èç èíòåãðàëüíûõ âêëþ÷åíèé

�

�
�� � � 	

i

i

ie u s ds e v T T
A T s A T

i i i

�


� �� � �

1

0 0 0
0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ( , , )].M T z� � �0

0 0
(25)

Ïîñêîëüêó 	 �i iT T( ) ( , )0 0�A , � �� , i n T� 0 1 0, , . . . , ( ), òî èç îïðåäåëåíèÿ

ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ (21) è èíòåãðàëà Àóìàíà âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå èí-

òåãðàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (25) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé u s( ),

êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå U . Çàôèêñèðóåì îäíî èç òàêèõ

ðåøåíèé.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êîøè èìååì

� � � �z T e z e u s ds e
AT

T
A T s

i

n T
A T

( ) ( )
( )

( )
(

0
0

0 0

0

0

0
0

0� � � 
�

�

� � i vi
)

. (26)

Ïðèáàâèì è âû÷òåì îò ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (26) âåëè÷èíó

i

n T

i T

�



0

0
0

0( )

( )� .

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíûå âêëþ÷åíèÿ (25), èç ôîðìóëû (26) ïîëó÷èì
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� 	 � �z T T T z

i

n T

i

i

n T

( ) ( ) ( , , )
( ) (

0

0

0 0
0 0

0

1
0

� �
�

 
!
!

"

#
$
$

�
� �



0

0

)

( )
 	 i T M . (27)

Ïîñêîëüêó ÷èñëà 	 i T( )0 , i n T� 0 1 0, , . . . , ( ), îáðàçóþò ñèìïëåêñ, à M — âûïóê-

ëîå ìíîæåñòâî, òî èç âêëþ÷åíèÿ (27) èìååì �z T M( )0 � .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé � �( , , )T z M0
0 0 � . Âûáåðåì óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ

èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

�

�
�� � �

i

i

ie u s ds e v T i
A T s A T

i i

�


� �� � � �

1

0 0 0
0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) , ,1 0, . . . , ( )n T ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó âåëè÷èí 	 i T( )0 , i n T� 0 1 0, , . . . , ( ), âî âêëþ÷åíèè

(25), ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî � � �z T T z M( ) ( , , )0 0
0 0� � .

ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÑÕÅÌÀ ÏÐÈ ÈÌÏÓËÜÑÍÎÌ
ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÈÃÐÎÊÀ

Ðàññìîòðèì ñõåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îäíîé èç ñõåì èç ïðåäûäóùèõ

ðàçäåëîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A A domi
v

it t i n t t W( ) ( , ), , , . . . , ( ),� � ��
��

� 0 1 , (28)

è ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

	 	 	i it t( ) : ( )� �sup { A }.

Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ A i t( ) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè ïîëóîñè [ , )0 � � , ïîñêîëüêó 0�A i t( , )� äëÿ âñåõ

i n t� 0 1, , . . . , ( ), t � 0, � �� . Ïðè � �( , , )t z M� çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé A i t( ) ÿâëÿ-

þòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìè, à èõ îïîðíûå ôóíêöèè 	 i t( ) % � �.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

� � 	( , ) : ( )
( )

z t W t

i

n t

i� � �
�
�
�

��

�
�
�

���

dom

0

1

è ââåäåì ôóíêöèþ

k t j n t t

i

j

i( ) min [ , , . . . , ( )]: ( )� � �
�
�
�

��

�
�
�

���

0 1 1

0

	 . (29)

Ïóñòü � � �0
0 0� ( , )z , ãäå z 0 è � 0 — ôèêñèðîâàííûå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå è

íàáîð ñåëåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Óñëîâèå 7. Ïðè � � �( , , )0
0 0z M� èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ak k( ) ( )( ) [ , ( )]� �� 	 �
0 00 00� .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññà (19) ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì (2),

M M� co , ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè óáåãàþùåãî âûïîëíåíî óñëîâèå 5.

Òîãäà åñëè äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z 0 è íàáîðà ñåëåêòîðîâ � 0 ìíîæåñòâî

� �( , )z 0 0 íå ïóñòî, òî äëÿ ëþáîãî � � �0
0 0� ( , )z , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëî-

âèå 7, òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (19) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

z 0 íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * â ìîìåíò �0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì n n( )�0 0� è k k( )�0 0� , çàôèêñèðóåì íàáîð

ñêà÷êîâ { }vi , i n� 0 1 0, , . . . , .
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Ïóñòü � � �( , , )0
0 0z M� . Èç íåðàâåíñòâà â (29) è óñëîâèÿ 7 âûòåêàåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 	 * , 	 �* ( )�Ak 0
, ÷òî

i

k

i

�

�


 � �
0

1

0

0

1
( )

*( )
�

	 � 	 .
(30)

Ïîëîæèì

	

	 �

	i

i
i k

i k

i k n

�

� �

�

� �

� ( ),

,

,

, , . . . , ,

,

, . . . , .

*

0 0

0

0 0
0

0 1 1

1

�
�

�
�

Íà èíòåðâàëàõ [ , )� �i i � 1 , i n� 0 1 0, , . . . , , áóäåì âûáèðàòü óïðàâëåíèå ïðåñëå-

äîâàòåëÿ èç èíòåãðàëüíûõ âêëþ÷åíèé

�

�
� � �� � � � 	 �

i

i

ie u s ds e v M
A s A

i i i

�


� �� � � �

1

0 0 0
0

( ) ( )
( ) ( ) [ ( , , )]� �0

0 0z . (31)

Ïîñêîëüêó ÷èñëà 0, 	 �i ( )0 , i k� �0 1 10, , . . . , ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâàì

A i ( )�0 ïî ïîñòðîåíèþ, à 	 �* ( )�Ak0 0 â ñèëó óñëîâèÿ 7, òî ñ ó÷åòîì ñîîòíîøå-

íèé (30), (31) è îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Àóìàíà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðåøå-

íèå èíòåãðàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (31) â âèäå èçìåðèìîé ôóíêöèè u s( ) ñóùåñòâóåò.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî èç ôîðìóëû Êîøè

� � � � ��
�

� � �
z e z e u s ds e

A A s

i

n
A i( ) ( )

( ) (
0

0

0 0

0

0

0
0

0� � � 
�

�

� )
vi

ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

� � 	 � � � 	z z M

i

n

i

i

n

i( ) ( , , )0

0

0
0 0

0

1
0 0

� �
�

 
!
!

"

#
$
$

�
� �

 
 . (32)

Òàê êàê 	 i � 0 è â ñèëó (30)

i

n

i

�

 �

0

0

1	 , à M M� co , òî èç (32) èìååì

� �z M( )0 � . Åñëè � � �( , , )0
0 0z M� , òî âûáåðåì óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ

èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (31), ãäå 	 i � 0. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (32)

ïîëó÷èì

� � � � �z z M( ) ( , , )0 0
0 0� � .

ÈÌÏÓËÜÑÍÎÅ ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Ñ ÄÈÑÊÐÈÌÈÍÀÖÈÅÉ ÏÐÎÒÈÂÍÈÊÀ

Êàê è ðàíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò âëèÿòü íà ñèñòåìó (1)

òîëüêî â ìîìåíòû � i , i N� ' { }0 , è ýòî âëèÿíèå èìååò èìïóëüñíûé õàðàêòåð (3).

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü â ìîìåíò âûäà÷è èìïóëüñà ïðåñëåäîâàòåëþ áóäåò èçâåñòíî

óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî äî ìîìåíòà âûäà÷è ñëåäóþùåãî èìïóëüñà, ò.å. â ìîìåíò

� i ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî � ( )s , s i i� �[ , )� � 1 , i N� ' { }0 . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â

ìîìåíò �0 0� ìîæåò âûäàâàòüñÿ íåíóëåâîé èìïóëüñ. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (1)

ïðè óñëîâèè (3) è âûáðàííûõ óïðàâëåíèÿõ èãðîêîâ èìååò âèä
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z t e z e u e s ds tAt

i

n t
A t

i

t
A t si( ) ( ) ,

( )
( ) ( )� � � �

�

� �
 0

0 0

0
� � , ( ) .z z0 0� (33)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñáëèæåíèÿ äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (33),

(2) â óñëîâèÿõ äèñêðèìèíàöèè óáåãàþùåãî.

Ââåäåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W n e U e s dsi
A A sn i

i

i
* ( ) ( )

( , ( )) ( )� � � �� �

�

�
�� � �� �

�


1

0 ,

W n W n i n ni i
i i

*

( ) ( , )

*( ) ( , ( )), , , . . . , ,� � � ��
� � �� � � �

�
1

0 1 1 � N ,

W n W n Un n
* *( , ( )) ( )� �� % � .

Óñëîâèå 8. Ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ W ni
* ( ) ïðèíèìàþò íåïóñòûå çíà÷å-

íèÿ äëÿ i n� �0 1 1, , . . . , , n N� .

Â êàæäîì ìíîæåñòâå W ni
* ( ) âûáåðåì îïðåäåëåííûå ñåëåêòîðû � i n* ( ),

i n� 0 1, , . . . , , n N� . Îáîçíà÷èì ýòîò íàáîð ñåëåêòîðîâ � �* * ( )� �n � �{ }� i i
nn* ( )

0
,

n N� , è ïîëîæèì

� � � ��* * *( , , ) ( )n z e z n
A

i

n

i
n� �

�



0

.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A i i in W n n M n z
* * * * *( , ( )) :[ ( , ( )) ( )] [ ( , ,� 	 � � 	 � �� � � � � � �0� �)] ��

è èõ îïîðíûå ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè �1

	 � 	 	 �i in n* *
( , ( )) : ( , ( ))� � � � �sup { A }0 ,

i n n N i i� � � � �0 1 1, , . . . , , , ( ) ( , )� � � � .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè � �* *( , , )n z M� ìíîæåñòâà An n* ( , ( ))� � ÿâëÿþòñÿ íåîãðà-

íè÷åííûìè, ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè 	 �n n* ( , ( ))� ïðèíèìàþò áåñêîíå÷íûå çíà÷å-

íèÿ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ An n* ( , ( ))� � è ôóíêöèè

	 �n n* ( , ( ))� íå çàâèñÿò îò � ( )� .

Îáîçíà÷èì

T z n N n

i

n

i
i i

* *

( ) ( , )

*( , ) min ; ( , ( ))� 	 �
� � � �

� � �
� � �



�0 1

inf �
�
�
�

��

�
�
�

��
1 , (34)

à äëÿ ôèêñèðîâàííûõ z 0 è � 0 èìååì T T z* * *( , )� 0
0� , ãäå � � �( , )* *T T � �

1

� { }0 .

Óñëîâèå 9. Îòîáðàæåíèÿ A i T* *( , ( ))� � ÿâëÿþòñÿ âûïóêëîçíà÷íûìè, ïðè

ýòîì

A i i i iT T i* * * *( , ( )) [ , ( , ( ))], ( ) ( , ), ,� 	 � � � � �� � � � � ��0 01 1, . . . , *T .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (33), (2),

z z( )0 0� , M M� co , ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè ïðåñëåäîâàòåëÿ è ñ äèñêðèìè-
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íàöèåé óáåãàþùåãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 8 è 9 ïðè íåêîòîðîì íàáîðå ñåëåêòîðîâ

� 0
* , ïðè÷åì T * � � �.

Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (33) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ z 0 íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * â ìîìåíò �
T* .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî

�
T* ( )� , � � �

T T* *( ) ( , )� � 0 , è ðàññìîòðèì ñëó÷àé � �* * *( , , )T z M0
0 � .

Îáîçíà÷èì

	 	 �
� � � �

i iT T i T
i i

* *

( ) ( , )

* *( ) ( , ( )), , , . . . ,� � �
� � �

inf
1

0 1 * �1,

	 	 �
T T

T T* *
* * * *( ) ( , ( ))% � íå çàâèñèò îò � ( )� ïî ïîñòðîåíèþ. Â ñèëó óñëîâèÿ 9

	 �i iT T* * * *( ) ( , ( ))� �A äëÿ âñåõ � � � �( ) ( , )� � �i i 1 , i T� 0 1, , *
� . Êðîìå òîãî, ñ

ó÷åòîì íåðàâåíñòâà â (34) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 	 	* * *[ , ( )]*� 0
T

T , ÷òî

i

T

i T

�

�


 � �
0

1

1

*

* * *( )	 	 .
(35)

Âåêòîðû ñêà÷êîâ ui , u Ui � , i T� �0 1 1, , . . . , * , â ìîìåíòû � i âûáåðåì èç

óñëîâèÿ

� � �
� �

�

�
�

e u e s ds
A

i

A s
T i

i

i

T
( ) ( )* *

( )
� �

� �
�


1

� � �� 	 � �i iT T M T z* * * * * * *( ) ( )[ ( , , )]0
0 , (36)

à â ìîìåíò T * — èç âêëþ÷åíèÿ

� � 	 � �u T M T z
T T* *

* * * * * *( ) [ ( , , )]� � � 0
0 . (37)

Ïîñêîëüêó 	 �i iT T* * * *( ) ( , ( ))� �A , i T� �0 1 1, , , *
� , 	 �* * *

* ( , ( ))� �A
T

T ,

� � � �( ) ( , )� � �i i 1 , è âûïîëíåíî óñëîâèå 9, òî ðåøåíèå ui
* , i � 0 1, , , *

� T , âêëþ÷å-

íèé (36), (37) ñóùåñòâóåò. Äàëåå èç ôîðìóëû Êîøè ïîëó÷èì

� � � �
� � �

�

�

z e z e u
T

A

i

T A

i

i

T
T T i

i

i

( )*
*

*

*

*
( ) *� � �

�

�

�

 


�
0

0 0

1


�

� �
�

e s ds
A s

T
( )*

( ) .

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (36), (37) èìååì âêëþ÷åíèå

� � 	 	 �z T T
T

i

T

i( ) ( ) ( ,*

*

* * * * *� � �
&

'

�
�

(

)

*
*

�

 

!
!

"

#

$
$�

�


1

0

1

z T M

i

T

i
0

0

0

1

, ) ( ) ,* * * *
*

� 	 	� �
&

'

�
�

(

)

*
*�

�


 ( )38

èç êîòîðîãî â ñèëó ðàâåíñòâà (35) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë 	 i T* *( ), 	 * è

co M M� âûòåêàåò, ÷òî � �z M
T

( )* � .

Ïóñòü � �* * *( , , )T z M0
0 � . Òîãäà âî âêëþ÷åíèÿõ (36), (37) ïîëîæèì

	 i T* *( ) � 0, i T� �0 1 1, , . . . , * , 	 * � 0, è âåêòîðû ñêà÷êîâ ui
* , i � 0 1, , , *

� T , â ìî-

ìåíòû � i âûáèðàåì êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Ôàêò ñóùåñòâîâà-

íèÿ òàêèõ ðåøåíèé âûòåêàåò èç óñëîâèÿ 8.

Â ðåçóëüòàòå èç âêëþ÷åíèÿ (38) ïîëó÷èì � � � �z T z M
T

( ) ( , , )*
* * *� �0

0 .
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Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A Ai in n i n
i i

*

( ) ( , )

*( ) ( , ( )), , , ,� � � ��
� � �� � � �

�
1

0 1 1� , n N� ,

A An nn n* *( , ( )) ( )� � % ,

è èõ îïîðíûå ôóíêöèè

	 	 	i in n i n* *( ) : ( ) , , , . . . ,� � �sup { A } 0 1 .

Îáîçíà÷èì

� � 	* * *( , ) min : ( )z n N n

i

n

i� � �
�
�
�

��

�
�
�

���



0

1 .

Çàôèêñèðîâàâ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå z 0 ïðîöåññà (33) è íàáîð ñåëåêòîðîâ

� 0
* , îáîçíà÷èì � � �* * *( , )� z 0 .

Óñëîâèå 10. Ìíîæåñòâî A
�

�*
* *( ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Ïîñêîëüêó 0�A
�

�*
* ( ) è 	 � �

� �* *
* * *( ) ( )�A , òî èç óñëîâèÿ 10 âûòåêàåò, ÷òî

A
� �

� 	 �* *
* * *( ) [ , ( )]� 0 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè � � �* * *( , , )z M0
0 �

A
�

�*
* ( ) [ , )� � �0 .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññà (33), (2), z z( )0 0� , M M� co , ïðè èìïó-

ëüñíîì óïðàâëåíèè ïðåñëåäîâàòåëÿ è ñ äèñêðèìèíàöèåé óáåãàþùåãî âûïîëíåíû

óñëîâèÿ 8 è 10 ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå ñåëåêòîðîâ � 0
* , ïðè÷åì

� �* *( , )z 0
0 � � �.

Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (33) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z 0 ìîæåò áûòü ïðè-

âåäåíà íà ìíîæåñòâî M * â ìîìåíò �
�* .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.

ÈÌÏÓËÜÑÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÎÁÎÈÕ ÈÃÐÎÊÎÂ

Ïóñòü { }� i , { }
 j , i � 0 1, , . . . , j � 0 1, , . . . , � 
0 0 0� � , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìî-

ìåíòîâ âðåìåíè, êîòîðûå çàíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è íå èìåþò êî-

íå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ýâîëþöèÿ êî-

òîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

� ( ) ( ),z Az u t t z R

i

i i j

i

j
n� � � � � �

�

�

�

�


 

0 0

� � � � 
 , (39)

ãäå èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ ui ïðèíàäëåæàò êîìïàêòó U ,

U R n� , à âåêòîðû ñêà÷êîâ óáåãàþùåãî � j — êîìïàêòó �, � � R n .

Ñîãëàñíî [4, 5] ñèñòåìà (39) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì íà-

÷àëüíîì óñëîâèè z z( )0 0� , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
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íà îòêðûòûõ èíòåðâàëàõ ìåæäó ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ � 
i j, , i j N, � + { }0 , è èìååò

âèä

z t e z e u eAt

i t

A t
i

j t

A t

i

i

j

( )

: [ , ]

( )

: [ , ]

(
� � �

�

�

�

�
 
0

0 0�

�





 j v j
)

. (40)

Òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (39) ÿâëÿåò-

ñÿ öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî M * . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëü â ìîìåíò � i

âûáîðà èìïóëüñà ui èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ îá èìïóëüñàõ óáåãàþùåãî íà èíòåðâà-

ëå ( , ]� �i i�1 è î íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè z 0 ïðîöåññà (39).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

J j N i Ni j i i� � + � � +�{ { } } { }0 01: ( , ] ,
 � � , ãäå ( , ]�� �1 0 0{ }

è ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W n v e U e vi j
A

j J

A
j

n i

i

n j( , )
( ) ( )

{ } � ��

�

�
� �� � � �
,

W n e U e Vi
A

j J

A
n i

i

n j( )
( ) ( )

� ��

�

�
� �� � � �
,

ãäå i n� 0 1, , . . . , , n N� + { }0 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî J0 ��, à J i �� äëÿ i �1, . . .

Àíàëîã óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Óñëîâèå 11. Ìíîæåñòâà W ni ( ) íå ïóñòû äëÿ âñåõ i n� 0 1, , . . . , , n N� + { }0 .

Çàôèêñèðóåì íàáîð ñåëåêòîðîâ � � �� � �( ) ( )n ni i
n{ }

0
, � i in W n( ) ( )� , è ïîëî-

æèì

� � � ��
( , , ) ( )n z e z n

A

i

n

i
n� �

�



0

.

Ââåäåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

� �A { } { }i j i j in v W n v n M n z( , ) :[ ( , ) ( )] [ ( , , )]� � � � � ��	 � 	 � �0 ( )41

è ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

	 	 	i j i jn v n v i n n N( , ) : ( , ) , , , . . . , ,{ } sup { A { } } { }� � � � '0 1 0 . (42)

Îáîçíà÷èì

N z n N n v

i

n

j J
i j

i j

( , ) min : ( , )
,

� 	
� �

� � �
�
�
�

��

�
�

� � �



0

1inf { }
�

��
. (43)

Åñëè � �( , , )n z M� , òî ìíîæåñòâà A { }i jn v( , ), i n� 0 1, , . . . , , ÿâëÿþòñÿ íåîãðà-

íè÷åííûìè, à ôóíêöèè 	 i jn v( , ){ } äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñîâ ïðèíèìàþò

áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî â (43) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Åñëè æå ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî ïðè âñåõ n N� , òî ïîëîæèì

N z( , )� � � �.

Îáîçíà÷èì N N z0
0 0� ( , )� , çàôèêñèðîâàâ z 0 è � 0 .

Óñëîâèå 12. Ìíîæåñòâà A { }i jN v( , )0 ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè äëÿ âñåõ � �j � ,

j J i� , i N� 0 1 0, , . . . , .

Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (41), (42) ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

A { } { }i j i j j iN v n v j J i N( , ) [ , ( , )] , , , , . . . ,0 00 0 1� . � � �	 � � .

150 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 1



Òåîðåìà 7. Åñëè äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (39) (2), z z( )0 0� ,

M M� co , ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè èãðîêîâ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 11 è 12,

N z( , )0 0� � � � äëÿ íåêîòîðîãî ñåëåêòîðà � 0 , òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (39) ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z 0 íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî (2)

â ìîìåíò � N 0
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàáîð âåêòîðîâ-ñêà÷êîâ óáåãàþùåãî { }v j ,


 �j N�[ , ]0
0

. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé � �( , , )N z M0
0 0 � . Îáîçíà÷èì

	 	
� �

i
j J

i jN N v i N
i j

( ) ( , ), , , . . . ,
,

0 0 00 1� �
� �

inf { } .

Â ñèëó óñëîâèÿ 12 	 i i jN N v( ) ( , )0 0�A { } äëÿ âñåõ � �j � , j J i� ,

i N� 0 1 0, , . . . , . Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (13) âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî 	, 	 	�[ , ( )]0
0 0N N , ÷òî

i

N

i N

�

�


 � �
0

1

0

0

1	 	( ) . (44)

Èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ ui , u Ui � , i N� 0 1 0, , . . . , , â ìîìåíòû � i âûáèðàåì

èç óñëîâèé

� � 	 � �
� � � �

e u e v N M N z
A

i

j J

A
j i

N i N j( ) ( )
( )[ ( , ,0 0

0 0
0�

�

�
� � �
 0 )], ( )45

ãäå 	 	N N
0 0( ) � . Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóþò. Îáîçíà÷èì èõ

ui
* , i N� 0 0, . Òîãäà èç ôîðìóëû (40) ïîëó÷èì

� � � �
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� �

� �




z e z e uN
A

i

A
i

j

N

i N

N i

j

( )

: [ , ]

( ) *

:
0

0

0

00

0

� � �
�

�

�



[ , ]

( )

0
0

0

�

� �
�

N

N je v
A

j
 �
�

� � �
�

�

�

� �

�

� �

� �


 �

e z e u
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i
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N i

i N
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�

�

j J

A
j

i

N je v�
� �( )

0 .

Ó÷èòûâàÿ çàêîí âûáîðà óïðàâëåíèé (45), ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

� � 	 	 �z N N zN
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0

) ( )� �
&

'

�
�

(

)

*
*

�

�



i

N

i N M ,

èç êîòîðîãî â ñèëó ðàâåíñòâà (44) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è óñëîâèÿ

M M� co âûòåêàåò � �z MN( )
0

� . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè îáîèõ èãðîêîâ ðàññìîòðèì èíóþ ñõåìó. Äëÿ

ýòîãî ââåäåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

A A { } { }i
v j J

i jn n v i n n N
j i

( ) ( , ), , , . . . , ,
,

� � � � '
�

0 1 0 ,

è ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

	 	 	i in n( ) : ( )� �sup { A }.

Îáîçíà÷èì

N z n N n

i

n

i( , ) min ; ( )� 	� � �
�
�
�

��

�
�
�

���



0

1 .
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Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ïðîöåññà (39) z z( )0 0� è íàáîð ñåëåêòîðîâ

� 0 , îáîçíà÷èì N N z0 0
0 0� ( , )� .

Óñëîâèå 13. Ïðè � �( , , )N z M0
0 0 � ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A N NN N
0 0

0 00( ) [ , ( )]� 	 .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (39), (2),

z z( )0 0� , ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè èãðîêîâ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 11, 13 è

M M� co , ïðè÷åì N z( , )0 0� � � � äëÿ íåêîòîðîãî ñåëåêòîðà � 0 .

Òîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (39) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ z 0 íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî â ìîìåíò � N 0
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.

ÏÐÎÑÒÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Ïðîèëëþñòðèðóåì èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû íà ïðèìåðå èãðîâîé çàäà÷è ñ ïðî-

ñòûìè äâèæåíèÿìè è èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè. (Ïðèìåð âçÿò èç ðàáîòû [19].)

Ïóñòü äèíàìèêà ñèñòåìû çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

� ,z u z R n� � �� . (46)

Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî — íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.å. M * � { }0 . Òîãäà M 0 0� { },

M � { }0 . Â ýòîì ñëó÷àå L R n� , à îðòîïðîåêòîð � ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òîæäåñ-

òâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è çàäàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé E. Ìàòðèöà ñèñòåìû

(1) íóëåâàÿ, çíà÷èò, e EAt � .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ èìååò èìïó-

ëüñíûé õàðàêòåð, à óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî � ( )t — èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè,

ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç êîìïàêòà �. Ïóñòü � i ih� , i h� �0 1 0, , . . . , , ãäå h — íå-

êîòîðûé ïåðèîä. Òîãäà óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ èìååò âèä

u t u t ih u U t

i

i i( ) ( ), ,� � � �
�

�



0

0� .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî U — çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà � ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò, à ìíîæåñòâî � — øàð ðàäèóñà �, ò.å.

U S S S z R zn� � � � ,� � �, , :| | | |{ }1 .

Äàëåå,

W n W n W S0 0 0( , ( )) ( )� �� � � � ,

W n W S s dsi i

i h

ih

( , ( )) ( ( )) ( )

( )

� � � �� � � � �
�

1

,

W n W S Sds S h S h Si i

i h

ih

( ) ( ) ,

( )

� � � � � � �
�
� � � � � �

1

i n n N� �1, . . . , , .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà âûïîëíåíî, åñëè � �� h . Ïðè ýòîì ìíî-

æåñòâà W S0 � � , W h Si ( )� �� , i n�1, . . . , , n N� , ñîäåðæàò â ñåáå íóëåâîé âåêòîð.
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Ïîëîæèì � i n( ) % 0 äëÿ i n� 0 1, , . . . , , n N� . Òîãäà � �( , , )n z z� , n N� , ãäå z — íà-

÷àëüíàÿ òî÷êà ïðîöåññà (46). Îáîçíà÷èâ I 0 0� , I s dsi

i h

ih

�
�


( )

( )

1

� , ïîëó÷èì

A { }i in z S I i n n N( , ( )) : , , , . . . , ,� � � � � � � �	 	 �0 0 1 .

Ñîîòâåòñòâåííî ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè ìîæíî íàéòè êàê êîðíè êâàäðàòíûõ

óðàâíåíèé

| | | | , , , . . .I z ii � � �	 � 0 1 ,

îòíîñèòåëüíî 	. Â ðåçóëüòàòå

	 �
�

i
i i i

n
z I z I z I

z
( , ( ))

( , ) ( , ) | | | | ( | | | | )

| | | |
� �

� � �2 2 2 2

2
, , , . . .i � 0 1

Ïðè ýòîì ìèíèìóì ôóíêöèé 	 �i n( , ( ))� , i n�1, . . . , , äîñòèãàåòñÿ, êîãäà

� �( ) /t z z� � " " ïî÷òè âåçäå íà (( ), )i h ih� , ò.å. ïðè I h
z

z
i � � �

| | | |
. Ïîñêîëüêó

inf
�

	 � �
( )

( , ( )) /
�

� � " "0 n z ,

inf
�

	 �
� �

( )
( , ( ))

| | | |
, , . . . ,

�
� �

�
�i n

h

z
i n1 ,

òî

T T z
z

h

z

h

z

� �
�

�

�

�
�

 
!

"

#
$ �

,
( , )

,

| | | |
,

| | | |
,

| | | |

0

0

1

�

� �

�

� �

�,

| | | | ,

| | | | ,

| | | |
,

| | | |
,

z

z

z

h
N

z

h
N

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

� �

�

� �

�

�

�
�
�
�

ãäå [ ]� — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (46) ìîæíî ïðèâåñòè èç íà÷àëüíîãî ïî-

ëîæåíèÿ z íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî — íà÷àëî êîîðäèíàò â ìîìåíò

�T z T z h( , ) ( , )0 0� ñ ó÷åòîì, ÷òî â íóëåâîé ìîìåíò ïðåñëåäîâàòåëü ìîæåò

âûäàâàòü íåíóëåâîé èìïóëüñ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â ïðèìåðå âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Êðîìå òîãî, ñî-

ãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1

inf
�

	 �
� �

( )
( , ( ))

| | | |
, , . . . ,

�
� �

�
�i T

h

z
i T1 ,

ñîîòâåòñòâåííî

	
� �

( )
| | | |

,T T
h

z
�

�

à çíà÷èò,

	 i T
T

i T( ) , , . . . ,� �
1

1 .

Ïîýòîìó óïðàâëåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ðåçóëüòàò, ñîãëàñíî ôîðìóëå (10) èìååò

âèä u I T z i Ti i i� � �	 ( ) , , . . . ,1 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü z z( )0 0� íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå êîíôëèê-

òíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (46), òî ïðè âûáðàííîì ñïîñîáå ïðåñëåäîâàíèÿ

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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z z i T i T Ti( ) ( / ), , . . . , ,� � � � �0 1 1 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíòû � i ih� âåêòîð z i( )� ïàðàëëåëåí z 0 , ò.å. ïðåäëî-

æåííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðåñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïàðàëëåëüíîãî

ïðåñëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (46) ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè óáåãàþùåãî.

Ïóñòü óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ u t( ) — èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç êîìïàêòà U , à óáåãàþùèé ìîæåò âëèÿòü íà ñèñòåìó ëèøü

â äèñêðåòíûå ìîìåíòû � i ih� , i � 0 1, , . . . , è åãî óïðàâëåíèå èìååò âèä

� � � � �( ) ( ),t t ihi

i

i� � �
�

�



0

.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî U S S� �� � �, , à òåðìèíàëü-

íîå ìíîæåñòâî — íà÷àëî êîîðäèíàò.

Â äàííîì ïðèìåðå n t t h( ) [ / ]� . Òîãäà

W t Sds h S i n ti

ih

i h

( , ) , , , . . . , ( )

( )

� � � � �� � � � � �
�


1

0 1 1,

W t Sds t t h h Sn t

t h h

t

( )

[ / ]

( , ) ( [ / ] )� � � � �� � � � � .

Ñîîòâåòñòâåííî

W t W h S S i n ti i( ) , , , . . . , ( )� � � � �� � 0 1 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà íåïóñòû, åñëè h� �� , ïðè÷åì

W h S i n ti � � � �( ) , , , . . . , ( )� � 0 1 1.

Äàëåå,

W t t t h h S Sn t( ) ( ) ( [ / ] ) .� � �� �

Ìíîæåñòâî W tn t( ) ( ) íåïóñòî, åñëè t t h h� �[ / ] /� �.

Ïîñêîëüêó ïðè t � 0, h� 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

t t h h� �([ / ] )1 ,

òî óñëîâèå 5 áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

h� �� (47)

è ïðè ýòîì

dom W ih i h
i

� � �+
�

�

0
1[ / , ( ) ]� � .

Îáîçíà÷èì 
 ( ) [ / ]t t t h h� � . Òîãäà

W t t S t Wn t( ) ( ) ( ( ) ) ,� � �
 � � dom .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà W ti ( ) ñîäåðæàò â ñåáå íóëåâîé ýëåìåíò ïðè âñåõ

t W�dom , i n t� 0 1, , . . . , ( ), è ìîæíî ïîëîæèòü � i t( ) % 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

� �( , , )t z z� .

Íàéäåì ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè. Ïóñòü i n t� �0 1 1, , . . . , ( ) . Òîãäà

	 � 	 	 � �i t z h S( , ) :� � � � �sup { }0 .

Çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå èç êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

| | | |v z h� �	 � îòíîñèòåëüíî 	.
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Ïðîñòîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî

	 �
� � �

i t
z z z h z

z
i( , )

( , ) ( , ) | | | | ( | | | | )

| | | |
,�

� � �
�

2 2 2 2 2

2
0, , . . . , [ / ]1 1t h � .

Òîãäà

inf
|| ||

( , )
| | | |v

i t
h

z,
�

�
�

	 �
� �

,

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè � �� � " "z z/ . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

n T
z

h
( ) �

" "
�

�

 
!

"

#
$� �
,

ãäå T T z� min ( , )0 — ìîìåíò îêîí÷àíèÿ èãðû.

Äàëåå,

	 � 	 	 
 � �n t t z t S( ) ( , ) : ( )� � � � �sup { }0 .

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì | | | | ( )v z t� �	 
 � è

	 �
� � 
 �

n t t
z z z t v

z
( ) ( , )

( , ) ( , ) | | | | ( ( ) | | | | )

| | |
�

� � �2 2 2 2 2

|2
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

inf
|| ||

( ) ( , )
( )

| | | |v
n t t

t

z,
�

�
�

	 �

 � �

,

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè � �� �
z

z| | | |
. Ìîìåíò T îêîí÷àíèÿ èãðû íà-

õîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà

| | | |

| | | |

( )

| | | |

z

h

h

z

t

z� �

� � 
 � �

�
�

 
!

"

#
$

�
�

�
� 1 .

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (47).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (46) ïðè èìïóëüñíîì óïðàâëåíèè îáîèõ èãðîêîâ. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî � i ih� , 
 j jq� , ãäå h q, — íåêîòîðûå ïåðèîäû, ïðè÷åì q h� . Ïîñ-

ëåäíåå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò J i ��, i �1, . . . Óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ è óáå-

ãàþùåãî ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

u t u t ih t t jq

i

i j

i

( ) ( ), ( ) ( )� � � �
�

�

�

�


 

0 0

� � � � ,

ãäå u Si � � , � �j S� , � � 0, � � 0 . Â äàííîì ñëó÷àå J0 ��,

J j N jq i h ih i Ni � � � � �{ }: (( ) , ) ,1 .

Îáîçíà÷èì | | [ / ]J h qi � , i N� , êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J i . Ñîãëàñíî

ïîñòðîåíèþ èìååì

W n v W n Sj0 0( , ) ( ){ } � � � ,

W n v Si j

j J

j

i

( , ){ } � �
�

� � ,

W n S S h q S i ni

j J i

( ) ( [ / ] ) , , , . . . ,� � � � �
�

� � � � 1 2 .

156 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 1



Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 11 âûïîëíåíî, åñëè

� �� [ / ]h q .

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâà

W n h q S i ni ( ) ( [ / ] ) , , , . . . ,� � �� � 1 2 ,

ñîäåðæàò â ñåáå íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîëîæèì � i n( ) % 0. Òîãäà � �( , , )n z z� .

Îáîçíà÷èì � � �0 0� � �
�

, ,i

j J

j

i

i N , ñóììàðíûé èìïóëüñ óáåãàþùåãî íà ïðî-

ìåæóòêå ìåæäó èìïóëüñàìè ïðåñëåäîâàòåëÿ è íàéäåì ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè

	 � 	 	 � �i i in z h S i n n N( , ) : , , , . . . , ,� � � � � � � +sup { } { }0 0 1 0 .

Ôóíêöèè 	 i in v( , ) ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÿâíîì âèäå êàê áîëüøèå ïîëîæè-

òåëüíûå êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé | | | |v zi � �	 �. Ðåøèâ èõ, ïîëó÷èì

I n
z z z v

zs
i i

i i i	 �
� � �

( , )
( , ) ( , ) | | | | ( | | | | )

| | | |
�

� � �2 2 2 2

2
.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

min ( , ) / | | | |
v

n v z
0

0 0	 �� ,

min ( , )
[ / ]

| | | |
, , . . . ,

v
i i

i

n v
h q

z
i n	

� �
�

�
�1 ,

(48)

ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè v h q
z

z
i � � [ / ]

| | | |
� , ò.å. êîãäà � j � � �

z

z| | | |

äëÿ âñåõ j J i� .

Èç ôîðìóë (43) è (48) âûòåêàåò, ÷òî ïðè | | | |z � �

N z

z

h q
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