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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷åáûøåâñêîå (ðàâíîìåðíîå, ìèíèìàêñíîå) ïðèáëèæåíèå ñ èí-

òåðïîëèðîâàíèåì, íåëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå, òî÷êè àëüòåðíàíñà, ñõåìà Ðåìåçà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîáëåìû ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé íåëèíåéíûì âûðàæåíèåì îáóñ-

ëîâëåíû äâóìÿ ïðè÷èíàìè: âî-ïåðâûõ, òàêîå ïðèáëèæåíèå íå âñåãäà ñóùåñòâóåò,

âî-âòîðûõ, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèáëèæåíèÿ (åñëè îíî

ñóùåñòâóåò) â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîå.

Ðàññìîòðèì ÷åáûøåâñêîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì ñóì-

ìîé ìíîãî÷ëåíà è âûðàæåíèÿ �( ; )p x ñ íåëèíåéíûì ïàðàìåòðîì p:

V a x a x A p xn i
i

i

n

( ; ) ( ; )� �
�
� �

0

, A � 0, p p p1 2� � . (1)

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ èññëåäîâàíî ëèøü

äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ è êîíêðåòíûõ âûðàæåíèé �( ; )p x â [1–4]. Èñïîëüçîâàíèå òà-

êèõ ïðèáëèæåíèé ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ

íåïðåðûâíûõ ñïëàéí-ïðèáëèæåíèé ðàññìîòðåíî â [4]. Â äàííîé ðàáîòå óñòàíàâëè-

âàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ÷åáû-

øåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ

è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊËÀÑÑÀ ÏÐÈÁËÈÆÀÞÙÈÕ ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ
È ÏÐÈÁËÈÆÀÅÌÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïóñòü â âûðàæåíèè âèäà (1) ôóíêöèÿ �( ; )p x ñ íåëèíåéíûì ïàðàìåòðîì p èìååò

òàêèå ñâîéñòâà:

1) ôóíêöèÿ �( ; )p x íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ äî ( )n � 1 -ãî ïîðÿäêà íà îò-

ðåçêå [ , ]� � ( ( ; ) [ , ])� � �p x C n� �1 ;

2) ïðîèçâîäíûå �( ) ( ; )i p x , i n� 1, , — ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè îò x íà îò-

ðåçêå [ , ]� � äëÿ ëþáûõ p p p� ( , )1 2 ;

3) îòíîøåíèå ( )n � 1 -õ ïðîèçâîäíûõ �( ; )p x ïî x � � � �( ) ( )( ; ) / ( ; )n np p� �1
2

1
1 —

ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îò p ( ( , ))p p p� 1 2 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðàçíûõ �1,

� � �2 �[ , ].

Ïóñòü ïðèáëèæàåìûå ôóíêöèè f x( ) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [ , ]� � è óäîâëåòâî-

ðÿþò íåðàâåíñòâàì

0
1 2

� � �W W Wn n n( ) ( ) ( ) , (2)
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D U z z U z U zj j j j1 2 2( ; , ) ( ) ( )� �� � , j n� �1 2, , (5)

s x xk
k( ) � ,

W r rn n n
1 1 2
( ) ( ) ( )min ( , )� ; W r rn n n

2 1 2
( ) ( ) ( )max( , )� ; (6)

r
D z z z

D z z zi
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n ni

( ) lim
( ; , , , )

( ; , , ,
�

	

� �

�

1 2 3 4

1 1 2

�

�

�

� � 3 )
, i � 1 2, ;

à z j ( , )j n� �1 4 — ïðîèçâîëüíûå, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ z zj j� �1 ÷èñëà

èç îòðåçêà [ , ]� � .

2. ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ×ÅÁÛØÅÂÑÊÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÑÓÌÌÎÉ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ
È ÂÛÐÀÆÅÍÈß Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ Ñ ÍÀÈÌÅÍÜØÅÉ ÀÁÑÎËÞÒÍÎÉ
ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÜÞ È ÈÍÒÅÐÏÎËÈÐÎÂÀÍÈÅÌ Â ÊÐÀÉÍÈÕ ÒÎ×ÊÀÕ ÎÒÐÅÇÊÀ

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âû-

ðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì

âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà ñôîðìóëèðóåì â òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f x( ) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [ , ]� � è èìååò îãðàíè-

÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà ( , )� � , à ôóíêöèÿ �( ; )p x óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì 1–3,

òîãäà:

à) äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-

öèè f x( ) ñóììîé ìíîãî÷ëåíà è âûðàæåíèÿ ñ íåëèíåéíûì ïàðàìåòðîì (1) ñ íàè-

ìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì

åå çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà � è � (èëè òîëüêî â îäíîé èç íèõ) åñòü âûïîë-

íåíèå íåðàâåíñòâ (2), â êîòîðûõ â ñëó÷àå èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êå �

D U z z U z U z U z1 1 3 3 2 12( ; , ) ( ) ( ) ( )� � � , ãäå z1 � �, (7)

à â ñëó÷àå èíòåðïîëèðîâàíèÿ â òî÷êå �

D U z z U z U z U zn n n n n1 2 4 4 3 22( ; , ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � , ãäå zn� �4 �; (8)

á) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷åáûøåâñêîå ïðèáëè-

æåíèå ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà

îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà,

à åãî ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

f z a z A p z j nj i j
i

i

n

j j
j( ) ( ; ) ( ) , ,� � � � � �

�
�

0

1 1 4� � � , (9)

â êîòîðîé

| | max ( ) ( ; )
[ , ]

� �
� �

� � �
� �

�
x

i
i

i

n

f x a x A p x

0

;

� j � 1, j n� �1 4, ;

z j ( , )j n� �1 4 — óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ òî÷êè àëüòåðíàíñà è èíòåðïîëè-

ðîâàíèÿ; z1 � � è �1 0� , åñëè èíòåðïîëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â òî÷êå �; zn� �4 �
è � n� �4 0, åñëè èíòåðïîëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â òî÷êå � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû â ñëó÷àå ÷åáû-

øåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì â îáåèõ êðàéíèõ òî÷-

êàõ îòðåçêà � è �. Ïóñòü ôóíêöèÿ f x( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà â ñî-

îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëè-

æåíèÿ íåëèíåéíûì âûðàæåíèåì ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì [4] äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþò-

íîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â îáåèõ

êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà � è � äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé
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(10)

èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ai ( , )i n� 0 , A, p è �,

ãäå z j ( , )j n� �2 3 — ïðîèçâîëüíûå, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ z zj j� �1

÷èñëà èç èíòåðâàëà ( , )� � .
Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (2)–(8) ñèñòåìà óðàâíåíèé (10)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû (10) íåèçâåñòíûå a0 è �, ïîëó-

÷èì ñèñòåìó ( )n � 2 -õ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ai ( , )i n� 1 , A è p:
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3 22 2� � � � � �
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n
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� � � �

� �
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�
� ��

2

1
2

2 1

2�
3 2 3

2

2

2

i
n n

n

A p p z p z

f f z

) ( ( ; ) ( ; ) ( ; ))

( ) ( )

� � � �

� � �

� �

�

� � � �

� f zn( ).� 3

(11)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (3)–(8) ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) ïðèîáðåòàåò âèä

a D s z z AD z z D z zi i j j

i

n

j j j j1 2

1

1 2 1 2( ; , ) ( ; , ) ( ; , )�
�

� �� � �� � , ,j n� �1 2. (12)

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûå ai ( , )i n� 1 è A , êîòîðûå âõî-

äÿò ëèíåéíî. Èñêëþ÷åíèå ïàðàìåòðîâ ai ( , )i n� 1 ïðîâåäåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ

èíäåêñà. Íà÷èíàÿ ñ i � 1, èç êàæäîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (12) îïðåäåëÿåì ai , à çàòåì,

ïîïàðíî âû÷èòàÿ j-å óðàâíåíèÿ îò ( )j � 1 -õ ( , )j i n� � 1 , ïîëó÷àåì ñèñòåìó îòíîñè-

òåëüíî îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ: ar ( , )r i n� � 1 , A è p. Ïîñëå èñêëþ÷å-

íèÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (12) íåèçâåñòíîãî a1 ïîëó÷èì

a D s z z z z AD z z zi i j j j j

i

n

j j j2 1 2 3

2

2 1 2( ; , , , ) ( ; , ,� � �
�

� �� � � , )z j� �3

� � �� � �D f z z z z j nj j j j2 1 2 3 1 1( ; , , , ), , . (13)

Òàêîå èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíîãî a1 äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû âîçëå

a1 âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (12) íå ïðèîáðåòàþò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, íè îäíî èç çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ

D s z z

z z z j

z z j nj j j j1 1 2

3 2 1

2

2 1

1( ; , )

, ,

,� ��

� � �

� � 


åñëè

åñëè �

� � � �

�

�



�



� � �

1

2 24 3 2

,

, ,z z z j nn n n åñëè

äëÿ j n� �1 2, íå ðàâíÿåòñÿ íóëþ, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ÷èñëà z j

( , )j n� �2 3 — ýòî ðàçíûå óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñëà èç èíòåðâà-

ëà ( , )� � .
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Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ èñêëþ÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ai ( , )i n� 2 èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé (13) íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû âîçëå íèõ òàêæå îòëè÷à-

þòñÿ îò íóëÿ. Îöåíèì ñíà÷àëà çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âîçëå íåèçâåñòíîãî a2 . Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

D s z z

D s z z

j j

j j

1 2 2

1 1 2

( ; , )

( ; , )

�

�
, j n� �1 2, . (14)

Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (14) ïðè j n� �2 1, ðàâíÿåòñÿ îòíîøåíèþ ïðèðàùåíèé

ôóíêöèè s x x2
2( ) � ê ïðèðàùåíèÿì àðãóìåíòà

D s z z

D s z z

z z

z z

j j

j j

j j

j j

1 2 2

1 1 2

2
2 2

2

( ; , )

( ; , )

�
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�

�
�

�

�
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëàãðàíæà [5] î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ çíà÷åíèå ýòîãî îòíî-

øåíèÿ ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè s x x2
2( ) � â íåêîòîðîé ñðåäíåé òî÷êå � j èí-

òåðâàëà ( , )z zj j� 2 .

Â ñëó÷àå j � 1 çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (14) ðàâíÿåòñÿ îòíîøåíèþ

D s z z

D s z z

z z z

z z z

1 2 1 3

1 1 1 3

3
2

2
2

1
2

3 2 1

2

2

( ; , )

( ; , )
�

� �

� �
, (15)

à äëÿ j n� � 2 ñîîòâåòñòâåííî

D s z z

D s z z

z z z
n n

n n

n n n1 2 2 4

1 1 2 4

4
2

3
2

2
2( ; , )

( ; , )

� �

� �

� � ��
� � 2

4 3 22z z zn n n� � �� �
. (16)

Ýòè îòíîøåíèÿ íà îñíîâàíèè [2] òàêæå ðàâíÿþòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè s x2 ( ) �
� x2 â íåêîòîðîé ñðåäíåé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ, à èìåííî: îòíî-

øåíèå (15) — ïðîèçâîäíîé â òî÷êå �1 èç èíòåðâàëà ( , )� z3 , à îòíîøåíèå (16) —

ïðîèçâîäíîé â òî÷êå � n� 2 èç ( , )zn� 2 � .

Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (14) ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè s x2 ( ) �
� x2 â ñðåäíèõ òî÷êàõ � j èíòåðâàëîâ ( , )z zj j� 2 j n� �1 2, . Ñîîòâåòñòâåííî êîýô-

ôèöèåíòû âîçëå íåèçâåñòíîãî a2 â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (13) ïðèîáðåòàþò ñëåäóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ:

D s z z zj j j j j2 2 1 3 12( ; , , , ) ( )� � �� �� � � , j n� �1 1, . (17)

Ïîñêîëüêó ÷èñëà z j ( , )j n� �1 4 óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ, òî òî÷êè � j

( , )j n� �1 2 òàêæå áóäóò óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Èòàê, êîýôôèöèåíòû âîç-

ëå íåèçâåñòíîãî a2 âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (13) ïðèîáðåòàþò ëèøü ïîëîæè-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó íåèçâåñòíîå a2 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (13).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû âîçëå îñòàëüíûõ íåèçâåñò-

íûõ ai ( , )i n� 3 òàêæå íå ïðèîáðåòàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé â ïðîöåññå èõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (13). Âî âðåìÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñò-

íîãî ak êîýôôèöèåíòû âîçëå íåãî áóäóò ñëåäóþùèìè:

D s z z z
D s z z z

k k j j j k
k k j j j k

( ; , , , )
( ; , ,... ,

� � �
� � � �

�1 1
1 1 2

�
�

� � � � � �
�

1

1 1 1 2 1

)

( ; , ,... , )D s z z zk k j j j k

�
� � �

� � �

D s z z z

D s z z z

k k j j j k

k k j j j

1 1

1 1 1

( ; , ,... , )

( ; , ,... , �
� � �

k

j n k
)

, ,1 3. (18)

Ïîñëåäîâàòåëüíî ( )k �1 ðàç, ïðèìåíèâ ê êàæäîìó èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè

âûðàæåíèÿ (18) òåîðåìó Êîøè îá îòíîøåíèè ïðèðîñòîâ ôóíêöèé [5], ìîæíî
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óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû âîçëå íåèçâåñòíîãî ak ðàâíÿþòñÿ ðàçíèöå ( )k �1 -õ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè s z zk
k( ) � â íåêîòîðûõ ñðåäíèõ òî÷êàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

èíòåðâàëîâ, ò.å.

D s z z z kk k j j j k j j( ; , , , ) ( )� � � �� �1 1 1� 	 	 , j n k� � �1 3, , (19)

ãäå 	 j j j kz z� �( , ) j n k� � �1 4, .

Ïîñêîëüêó ( )k �1 -ÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè s z zk
k( ) � ñòðîãî ìîíîòîííà

è òî÷êè z j ( , )j n� �2 3 óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ, òî ÷èñëà 	 j ( , )j n k� � �1 4

òàêæå óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ, ò.å. 	 	j j� �1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöè-

åíòû îêîëî íåèçâåñòíîãî ak âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé ïðèîáðåòàþò ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (13) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ-

÷èòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ai ( , )i n� 2 . Â èòîãå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ A

è p ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

AD z z z D f z z z

AD

n n n n

n

� � � �

�

� � � � �1 2 3 4 1 2 3 4

1

( ; , ) ( ; , ),

(

�

�

� �

; , ) ( ; , ).z z z D f z z zn n n1 2 3 1 1 2 3� � � � �� � �� �
(20)

Èññëåäóåì ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû è êîýôôèöèåíòû âîçëå

íåèçâåñòíîãî A . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ

D U z z z

D S z z z

n j j j n

n n j j j n

( ; , , , )

( ; , , , )

� � �

� � �

1 1

1 1

�

�
, j � 1 3, . (21)

Àíàëîãè÷íî, êàê è â ñëó÷àå ñ âûðàæåíèÿìè (14) è (18), ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-

ìåíèâ òåîðåìó Ëàãðàíæà è ( )n �1 ðàç òåîðåìó Êîøè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæå-

íèÿ (21) ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèèU z( ) íà ìíîæåñ-

òâå òî÷åê { } .zi i j
j n
�
� �1 Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç ýòèõ âûðàæåíèé ðàâíÿåòñÿ n-é ïðîèç-

âîäíîé ôóíêöèèU z( ) â íåêîòîðîé ñðåäíåé òî÷êå 
 j èç èíòåðâàëà ( , )z zj j n� �1 , ò.å.

D U z z z

D S z z z
U

n j j j n

n n j j j n

n( ; , , , )

( ; , , , )

( )� � �

� � �
�

1 1

1 1

�

�
( ),� j j � 1 3, , (22)

ãäå � j j j nz z� � �( , )1 , j � 1 2 3, , . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû âîçëå íåèçâåñò-

íîãî ïàðàìåòðà A â ñèñòåìå óðàâíåíèé (20) ðàâíÿþòñÿ ïðèðàùåíèþ n-é ïðîèç-

âîäíîé ôóíêöèè �( ; )p x ïî x, êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñòðîãî ìîíîòîííà.

Èòàê, êîýôôèöèåíòû ïðè A â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (20) íå ïðèîáðåòàþò íóëåâîãî

çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé (20) áóäåò èìåòü âåùåñòâåííîå ðåøåíèå,

îòëè÷àþùååñÿ îò íóëåâîãî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî A , åñëè ñâîáîäíûå ÷ëåíû

åå óðàâíåíèé òàêæå íå ïðèîáðåòàþò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.

Îöåíèì çíà÷åíèÿ D f z z zn j j j n� � � �1 1 2( ; , , , )� , j � 1 2, , ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ

óðàâíåíèé ñèñòåìû (20). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ f x( ) íåïðåðûâíà

íà îòðåçêå [ , ]� � è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà ( , )� � , òî ìîæíî ïðèìå-

íèòü îöåíêó çíà÷åíèÿ êîìáèíàöèè åå ïðèðàùåíèé [2]. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ðàññóæ-

äåíèÿ, èçëîæåííûå âî âðåìÿ îáîñíîâàíèÿ îöåíêè çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ (14), à òàêæå

ðàâåíñòâ (18) è (22), îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèé ñèñòåìû

(20) ïîëó÷èì, ÷òî îíè ðàâíÿþòñÿ ïðèðàùåíèÿì n-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x( ) , ò.å.

D f z z z f fn j j j n
n

j
n

j� � � � �� �1 1 2 1( ; , ,... , ) ( ) ( )( ) ( )	 	 j � 1 2, , (23)

ãäå 	 j j j nz z� � �( , )1 .

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû (2) W n( ) � 0, òî îòíîøåíèå ïðèðàùåíèé n-õ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f x( ) ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâåííî è ñàìè ïðèðà-

ùåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé ñèñòåìû

(20) òàêæå íå ïðèîáðåòàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé. Èñêëþ÷èâ A èç ñèñòåìû (20), ïîëó-
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÷èì îòíîñèòåëüíî p òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

�n
np W( ) ( )� , (24)

ãäå

�
�

�
n

n n

n n

p
D z z z

D z z z
( )

( ; , ,... , )

( ; , ,... , )
� � �

� �

1 2 3 4

1 1 2 3

,

à âûðàæåíèå W n( ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3).

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (22) ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) ïðåäñòàâèì â âèäå

�
� � � �

� � � �
n

n n

n n
p

p p

p p
( )

( ; ) ( ; )

( ; ) ( ; )

( ) ( )

( ) ( )
�

�

�

3 2

2 1

, (25)

ãäå � i i i nz z� � �( , )1 i � 1 2 3, , .

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ �( ) ( ; )n p x — ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíê-

öèÿ îò x íà îòðåçêå [ , ]� � äëÿ ëþáûõ p p p� ( , )1 2 , ïîýòîìó ñîãëàñíî [6] äëÿ ÷èñåë � i

( , , )i � 1 2 3 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ � 
 � 
 �1 2 3 . Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(24) ìîæíî ñôîðìèðîâàòü îòíîøåíèå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ôóíêöèè �( )( ; )n p x .

Äëÿ ýòîãî ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) óìíîæèì è ðàçäåëèì íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-

íîñòè ïðèðàùåíèé àðãóìåíòà ( ) / ( )� � � �2 1 3 2� � . Ïîñëå çàìåíû ïîëó÷åííûõ ðàçäå-

ëåííûõ ðàçíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíèõ òî÷êàõ ïîëó÷èì

� � � � �n
n np K p p( ) ( ; ) / ( ; )( ) ( )� � �1

2
1

1 , (26)

ãäå K �
�

�

� �

� �

3 2

2 1

, �1 1 3� �( , )z zn , � 2 2 4� �( , )z zn .

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû îòíîøåíèå ( )n � 1 -õ ïðîèçâîäíûõ

� � � �( ) ( )( ; ) / ( ; )n np p� �1
2

1
1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé îò p

( )p p p1 2� � äëÿ ëþáûõ �1, � � �2 �[ , ] , òî èç (26) ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíå-

íèÿ (24) — ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îò p äëÿ p p p� ( , )
1 2 . Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

äëÿ ëþáûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñåë z j ( , )j n� �1 4 èç îòðåçêà [ , ]� �

ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) äëÿ p p p� ( , )1 2 ïðèîáðåòàåò çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà

( , )( ) ( )W Wn n
1 2

, ãäå W n
1
( ) è W n

2
( ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû ñèñòåìà óðàâíåíèé (10)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ai ( , )i n� 0 , A , p è � äëÿ

ëþáûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ÷èñåë z j ( , )j n� �2 3 èç èíòåðâàëà ( , )� � .

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå óñëîâèé (2) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷å-

áûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé

ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà.

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèåé f x( ) óñëîâèé (2) ñ ó÷åòîì ñîîòíî-

øåíèé (7) è (8) ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî â ñîîòâå-

òñòâèè ñ òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

íåëèíåéíûì âûðàæåíèåì [4] ïàðàìåòðû ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( )

âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà [ , ]� � è èíòåðïîëèðî-

âàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà � è � îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (10),

â êîòîðîé z j ( , )j n� �2 3 — óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ òî÷êè àëüòåðíàíñà.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) ñ ó÷åòîì z1 � �, �1 0� , zn� �4 � è � n� �4 0

ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (9). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äëÿ

ñëó÷àÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé

àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷å-

íèÿ â îáåèõ êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà ïîäòâåðæäåíî.
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Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû è â ñëó÷àå ÷å-

áûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþò-

íîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â îä-

íîé èç êðàéíèõ òî÷åê îòðåçêà — � èëè �. Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êîé òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ

íåëèíåéíûì âûðàæåíèåì ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì [5], äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâ-

ñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïî-

ãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â òî÷êå � äîñ-

òàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé

f a A p

f z a z A p z

i
i

i

n

j

i

n

i j
i

j

( ) ( ; ) ,

( ) ( ; )

� � � �

�

� � �

� �

�

�

�

�

0

0

0

� � � �( ) , , ,1 2 4j j n�

(27)

èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ai ( , )i n� 0 , A, p è �,

ãäå z j ( , )j n� �2 4 — ïðîèçâîëüíûå, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ z zj j� �1

÷èñëà èç ( , ]� � .
Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1)

ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëå-

íèåì åå çíà÷åíèÿ â òî÷êå � äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé

f z a z A p z j n

f

j i j
i

i

n

j
j

i

n

( ) ( ; ) ( ) , , ,

( )

� � � � � �

�

�

�

�
0

1

1 1 3� �

� � � �a A pi
i� � �( ; ) ,0

(28)

èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ai ( , )i n� 0 , A, p è �,

ãäå zi ( , )i n� �1 3 — ïðîèçâîëüíûå, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ z zj j� �1

÷èñëà èç ( , ]� � . Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (27) è (28) ìîæíî
îáîñíîâàòü òàê æå, êàê è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (10).

Â ñëó÷àå óäîâëåòâîðåíèÿ ôóíêöèåé f x( ) óñëîâèé (2)–(8) ñèñòåìû óðàâíåíèé

(27) è (28) áóäóò èìåòü ñîîòâåòñòâåííî åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó ñîãëàñíî

òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåé-

íûì âûðàæåíèåì [5] ïàðàìåòðû ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðà-

æåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëè-

ðîâàíèåì â îäíîé èç êðàéíèõ òî÷åê îòðåçêà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (27) èëè (28), êîòîðûå ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîé òî÷êè èíòåðïîëèðîâàíèÿ

� èëè � ñîâïàäàþò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (9).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèåì (1) ñ íàè-

ìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ è èíòåðïîëèðîâàíèåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ñõåìó Ðåìåçà [5].

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (2) íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷å-

áûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþò-

íîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåç-

êà. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (2) íåîáõîäèìî ëèøü â òî÷êàõ ÷åáûøåâñêîãî àëüòåðíàíñà.

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Ðåìåçà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñè-

ìàöèè ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) âûïîëíåíèå óñëîâèé (2) íåîáõîäèìî âî âñåõ

òî÷êàõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðèáëèæåíèé ê òî÷êàì àëüòåðíàíñà.

Âûðàæåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì 1–3, íàïðèìåð, ñ òàêèìè ôóíêöèÿ-
ìè �( ; )p x :

1) �( ; )p x e px� íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ( , )�� � ( ( , ))� � �� �x ñ îòëè÷íûì îò

íóëÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p ( ( , ) ( , ))p � �� �0 0� ;
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2) �( ; )p x x p� íà [ , )0 � ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p, îòëè÷íûì îò j ( )p j� ïðè

j n� 0, ;

3) �( ; ) ln ( )p x x p� � íà [ , )� � ïðè p � ��;

4) �( ; )p x xe px� íà îòðåçêå [ , ]� � , åñëè àðãóìåíò x è ïàðàìåòð p óäîâëåòâîðÿ-

þò ñîîòíîøåíèÿì px n� � �1 0 è p � 0 ïðè n � 0;

5) �( ; ) ( )p x er f px� è �( ; ) ( )p x er f c px� íà [ , )0 � ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ çíà÷åíè-

åì ïàðàìåòðà p ( ( , ) ( , ))p � �� �0 0� ïðè n � 1 2, ;

6) �( ; )p x x px� íà èíòåðâàëå ( , )e� �1 ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåò-

ðà p ( ( , ) ( , ))p � �� �0 0� ïðè n � 1 2, .

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ôóíêöèé �( ; )p x óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì 1–3, ïî-

òîìó ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîíîòîííû

ïî x, à èõ îòíîøåíèå ìîíîòîííî ïî p.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ÷åáûøåâñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè íåëèíåéíûì âûðàæåíèåì ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì [4] ïàðà-

ìåòðû ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1), åñëè îíî ñó-

ùåñòâóåò, ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ñõåìå Ðåìåçà. Òàêîå ÷åáûøåâñêîå ïðèáëèæåíèå

íà îòðåçêå [ , ]� � â ñëó÷àå èíòåðïîëèðîâàíèÿ â îáåèõ êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà � è �
èìååò n � 2 òî÷êè àëüòåðíàíñà, à â ñëó÷àå èíòåðïîëèðîâàíèÿ â îäíîé èç êðàéíèõ òî-

÷åê — n � 3 òî÷êè àëüòåðíàícà.

Ïóñòü z j ( , )j n� �2 3 — òî÷êè àëüòåðíàíñà â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ñ èíòåðïî-

ëèðîâàíèåì â îáåèõ êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà, z j ( , )j n� �2 4 — òî÷êè àëüòåðíàíñà â

ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì òîëüêî â òî÷êå �, à z j ( , )j n� �1 3 — ñî-

îòâåòñòâåííî â òî÷êå �. Åñëè ôóíêöèè f x( ) è �( ; )p x óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåî-

ðåìû è òî÷êè àëüòåðíàícà èçâåñòíû, òî ïàðàìåòðû ai ( , )i n� 0 è A ÷åáûøåâñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (1) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñ-

òüþ è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

A D f z z z D z z zn n n n� � � � �1 1 2 3 1 1 2 3( ; , , , ) / ( ; , , , )� �� ; (29)

a D f z z z a D s z z zk k k

i k

n

i k i k�
�

�
� ��

� �
�( ; , , , ) ( ; , , ,1 2 2

1

1 2� � � �2 )

�
�

�
�� �AD z z z D s z z zk k k i k( ; , , , ) ( ; , , , )/� 1 2 2 1 2 2� � , k n� 1, , (30)

a f z f z a z z A p z p zi
i i

i

0 2 3 2 3 2 3

1

1

2
� � � � � �

�

( ) ( ) ( ) ( ( ; ) ( ; ))� �
n

�
�

�
�
�

�

�
�
�

. (31)

Çäåñü çíà÷åíèå âûðàæåíèé D U z z zk j j j k( ; , , , )� � �1 1� j n k� � �1 3, ïðè k n� �2 1,

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4), à âûðàæåíèÿ D s z zj j1 1 2( ; , )� â çàâèñèìîñòè îò òî-

÷åê èíòåðïîëèðîâàíèÿ — ïî ôîðìóëàì (5), (7) èëè (8).

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24). Ñïîñîáû ðå-

øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò ôóíêöèè �( ; )p x . Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèåì (1) äëÿ ôóíêöèè f x( ) ñ íàèìåíüøåé

àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ è èíòåðïîëèðîâàíèåì â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ñóììîé

ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè.

3. ×ÅÁÛØÅÂÑÊÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÑÓÌÌÎÉ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ n ÑÒÅÏÅÍÈ
Ñ ÍÀÈÌÅÍÜØÅÉ ÀÁÑÎËÞÒÍÎÉ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÜÞ È ÈÍÒÅÐÏÎËÈÐÎÂÀÍÈÅÌ
Â ÊÐÀÉÍÈÕ ÒÎ×ÊÀÕ ÎÒÐÅÇÊÀ

×åáûøåâñêîå ïðèáëèæåíèå ñóììîé ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè

S a x a x Axn i
i p

i

n

( ; ) ,� �
�
�

0

x � 0, A � 0, p k k n� �( , )0 , (32)
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ñ èíòåðïîëèðîâàíèåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ [1] è ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ýëëèïòè-

÷åñêèõ èíòåãðàëîâ [7]. Ðàçðàáîòàíû òàêæå è òåõíè÷åñêèå óñòðîéñòâà, êîòîðûå

ðåàëèçóþò âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ñóììû ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè [1, 4].

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè

f x( ) âûðàæåíèåì (32) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� �
è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà óñòàíàâëèâàåò

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f x( ) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [ , ]� � è èìååò îãðàíè-

÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà ( , )� � . Òîãäà äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáû-

øåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ñóììîé ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè (32) ñ íàèìåíü-

øåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå

çíà÷åíèÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà � è � (èëè òîëüêî â îäíîé èç íèõ) åñòü óäîâëåò-

âîðåíèå íåðàâåíñòâ

W n( ) � 0, W Wn
r

n( ) ( )~
,� r n� 0, , (33)

ãäå

~
, ,

( ; , , , )

(

( )W

z

D l z z z

D l

r
n

n n n

n n

�

�

� � �

� �

0 01
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1 1

åñëè

�

; , , , )
, ,

z z z
z

n1 2 3
1 0

� �
�

�

�



�

 åñëè

(34)

l x x xk
k( ) ln( )� , (35)

âåëè÷èíà W n( ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3), çíà÷åíèå âûðàæåíèé

D U z z zk j j j k( ; , , , )� � �1 1� , j n k� � �1 3, , ïðè k n� �2 1, — ïî ôîðìóëå (4), à âû-

ðàæåíèÿ D s z zj j1 1 2( ; , )� â çàâèñèìîñòè îò òî÷åê èíòåðïîëèðîâàíèÿ — ïî ôîð-

ìóëàì (5), (7) èëè (8).

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (33) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷åáûøåâñêîå

ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f x( ) ñóììîé ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè (32) ñ íàèìåíüøåé àáñî-

ëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì åå çíà÷åíèÿ â

êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà, à åãî ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (9),

â êîòîðîé �( ; )p x x p� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììà ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè (32) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p ,

îòëè÷àþùèõñÿ îò 0 1, , ,� n, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì, íà-

ïðèìåð, ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p ( )p � 0 . Äëÿ ôóíêöèè

�( ; )p x x p� âåëè÷èíû W n
1
( ) è W n

2
( ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (6) è ïðèîáðåòàþò

ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

W pn

p
n1

0( ) lim ( )� �
	 � �

� , W p Wn

p
n

n
2 0 0
( ) ( )lim ( )

~
� �

	 �
� ,

ãäå

�
�

�
n

n n

n n

p
D z z z

D z z z
( )

( ; , ,... , )

( ; , ,... , )
� � �

� �

1 2 3 4

1 1 2 3

,

âåëè÷èíà
~ ( )W n

0
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (34), çíà÷åíèå âûðàæåíèé

D U z z zk j j j k( ; , , , )� � �1 1� j n k� � �1 3, , ïðè k n� �2 1, — ïî ôîðìóëå (4), à âû-

ðàæåíèÿ D s z zj j1 1 2( ; , )� â çàâèñèìîñòè îò òî÷åê èíòåðïîëèðîâàíèÿ — ïî ôîð-

ìóëàì (5), (7) èëè (8).

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-

íèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèåì (32) ñ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì ïà-

ðàìåòðà p ôóíêöèè f x( ) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� �
è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

0
0

� �W Wn n( ) ( )~
. (36)
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Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p èç èíòåðâàëîâ p j j� �( , )1 , j n� 1, ,

èìååì

W p Wn

p j
n j

n
1 1 0 1
( ) ( )lim ( )

~
� �

	 � � �
� è W p Wn

p j
n j

n
2 0

( ) ( )lim ( )
~

� �
	 �

� .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷å-

áûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñ-

òüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà âûðàæåíè-

åì (32) ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p èç èíòåðâàëîâ p j j� �( , )1 , j n� 1, , ÿâëÿåòñÿ

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ
~ ~( ) ( ) ( )W W W

j
n n

j
n

�
� �

1
. (37)

Åñëè æå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p áîëüøå n ( ( , ))p n� � , òî

W Wn

p n
n

n
1 0

( ) ( )lim
~

�
	 �

è W pn

p
n2

( ) lim ( )� � �
	�

� .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-

íèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåø-

íîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà âûðàæå-

íèåì (32) ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p, áîëüøèì n, åñòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

W Wn
n

n( ) ( )~
� . (38)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå (32) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 ïðè

ëþáûõ çíà÷åíèÿõ p, îòëè÷àþùèõñÿ îò 0 1, , ,� n. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ñ íàèìåíüøåé àá-

ñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ

îòðåçêà ñóììîé ìíîãî÷ëåíà n ñòåïåíè (32) ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p, îòëè÷íûì îò

0 1, , ,� n, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå îäíîãî èç íåðàâåíñòâ (36), (37) èëè (38), ÷òî ýêâèâà-

ëåíòíî óñëîâèÿì (33).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì óñëîâèå (33). Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ W n( ) (3) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíè-

åì
~ ( )Wr

n ( , ,... , )r n� 01 äëÿ ôóíêöèé f x( ), êîòîðûå èìåþò âèä

b x Bx xi
i r

i

n

�
�
� ln( )

0

, x � 0, (39)

ãäå b i ni ( , )� 1 è B — ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íåðàâåíñòâî W n( ) � 0

óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè, n-ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ñòðîãî ìîíîòîííà íà îòðåçêå

[ , ]� � . Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ (33) ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèåì (32) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåç-

êå [ , ]� � óäîâëåòâîðÿþò, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè f x( ) ( ( ) [ , ])( )f x C n� � � , îòëè÷íûå îò

(39), n-ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ñòðîãî ìîíîòîííà íà [ , ]� � .

Åñëè ôóíêöèÿ f x( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, òî ïàðàìåòðû ai

( , )i n� 0 è A ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) âûðàæåíèåì (32) ñ íàèìåíü-

øåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ

òî÷êàõ îòðåçêà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (29)–(31), â êîòîðûõ �( ; )p x x p� , à çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà p îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) äëÿ �( ; )p x x p� ïðîâîäèòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî åñëè

çíà÷åíèå âåëè÷èíû W n( ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

~ ~( ) ( ) ( )W W Wn n
n

n
0

� � , (40)
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åãî ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â îäíîì èç èíòåðâàëîâ ( , )k k � 1 , ãäå k n� �0 1 1, , ,� . Ïîý-

òîìó ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, íå ïîïàäàåò ëè êîðåíü óðàâíåíèÿ â îäèí

èç ýòèõ èíòåðâàëîâ. Åñëè äà, òî åãî ìîæíî îïðåäåëèòü ìåòîäîì õîðä èëè ïîëî-

âèííîãî äåëåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p íàõîäèòñÿ â îäíîì

èç èíòåðâàëîâ ( , )�� 0 èëè ( , )n � .

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) ïðè �( ; )p x x p� ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé. Ýòî

ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (26), êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

K Wp n n( / ) ( )� �2 1
1� � � , (41)

ãäå K , ,� �1 2 è W n( ) îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ôîðìóëå (26). Ó÷èòûâàÿ õà-

ðàêòåð ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (24) îò p, åãî ðåøåíèå öå-

ëåñîîáðàçíî èñêàòü êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ

g p Vn
n( ) ( )� , (42)

ãäå V Wn n( ) ( )ln ( )� . Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42) ìîæíî âû÷èñëèòü èòåðàöèîííûì

ìåòîäîì Íüþòîíà

p p
g p V

g p
i i

n i
n

n i
� � �

�

�1

( )

( )

( )

, i � 0 1 2, , ,� , (43)
ãäå:

� � �� �

� �
g p

D z z z

D z z z

D
n

n n

n n

n( )
( ; , , , )

( ; , , , )

1 2 3 4

1 2 3 4

�

�

�

�

� �

� �

1 1 2 3

1 1 2 3

( ; , , , )

( ; , , , )

�

�

z z z

D z z z

n

n n

�

�
;

�( , ) ln ( )p x x xp� ; �( ; )p z z p� ;

p
p W W

n p W W

n n

n
n

n
0

0

1

�
�

� � �

�
�



�


�

�

,
~

,

,
~

;

( ) ( )

( ) ( )

åñëè

åñëè

(44)

p
W

z z z z

n

n n

�

� �
�

� � �

ln

ln( ) ln( )

( )

4 2 3 1

;

âûðàæåíèÿ W n( ) è D U z z zn i i i n� � � �1 1 2( ; , , , )� , i � 1 2, , â çàâèñèìîñòè îò òî÷åê

èíòåðïîëèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëàì (5), (7) èëè (8),

à
~ ( )W n

0
è

~ ( )Wn
n — ïî ôîðìóëå (34).

Âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ p0 (44) äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

(42) è îáåñïå÷èâàåò ñîâïàäåíèå èõ çíàêîâ, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ñîáëþäåíèÿ ñòîé-

êîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (43). Ôóíêöèÿ g pn ( ) ïðè �( ; )p x x p� èìååò ðàçðûâû â

òî÷êàõ p n� 0 1, , ,� è ïåðåõîä ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé pi ÷åðåç îäíó èç ýòèõ òî-

÷åê ìîæåò íàðóøèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà (43). Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïðîâåðêà óñëîâèÿ

(40) è âûáîð íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïî ôîðìóëå (44) îáåñïå÷èâàþò îáõîä óïîìè-

íàåìûõ òî÷åê ðàçðûâà ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (24) âî âðåìÿ íàõîæäåíèè åãî ðåøå-

íèÿ ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå (43). Ïðåäëàãàåìàÿ êîìáèíàöèÿ ïðèìåíåíèÿ èòåðàöè-

îííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (42) îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðóþ èõ

ñõîäèìîñòü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðî-

öåññà (43) äîñòèãàëàñü çà òðè-÷åòûðå èòåðàöèè.

74 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 1



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè

f x( ) ñóììîé ìíîãî÷ëåíà è âûðàæåíèÿ ñ íåëèíåéíûì ïàðàìåòðîì (1) ñ íàèìåíü-

øåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàé-

íèõ òî÷êàõ îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (2) ñ ó÷åòîì (7) è (8). Ïàðà-

ìåòðû ai ( , )i n� 0 è A òàêîãî ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-

ìóëàì (29)–(31). Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òðàíñöåíäåíòíîãî

óðàâíåíèÿ (24). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (24) ïðè �( ; )p x x p� ïðåä-

ëîæåíà ñõåìà ëîêàëèçàöèè êîðíÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîí-

íîãî ìåòîäà (43) â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åáûøåâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè

f x( ) ñóììîé ìíîãî÷ëåíà è ñòåïåíè (32) ñ íàèìåíüøåé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ

íà îòðåçêå [ , ]� � è èíòåðïîëèðîâàíèåì â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà ÿâëÿåòñÿ âûïîëíå-

íèå íåðàâåíñòâ (33). Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè f x( )

( ( ) [ , ])f x C n� � � , n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ ñòðîãî ìîíîòîííà íà [ , ]� � , çà èñêëþ÷å-

íèåì ôóíêöèé âèäà (39).

×åáûøåâñêîå ïðèáëèæåíèå âûðàæåíèåì (1) ñ òî÷íûì âîññòàíîâëåíèåì çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèè â êðàéíèõ òî÷êàõ îòðåçêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ

ìèíèìàêñíûõ ñïëàéí-ïðèáëèæåíèé.
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