
ÓÄÊ 517.95

Ì.Ø. ÌÀÌÀÒÎÂ, Ì. ÒÓÕÒÀÑÈÍÎÂ

Î ÇÀÄÀ×Å ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ

ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåñëåäîâàíèå, ïðåñëåäóþùèé, óáåãàþùèé, òåðìèíàëüíîå ìíî-

æåñòâî, óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ, óïðàâëåíèå óáåãàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ïàðàáîëè-

÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

z Az u z f x zt t ST
� � � � � �

�
�, ( ), ,

0
0 (1)

ãäå z z x t� ( , ) — íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ; x x x x R nn
n� � � � �( , , , ) , ,1 2 1� � �

={ }x R x x xn
n� 	 	 	 	 	 	: , , ,0 1 0 1 0 11 2 � — n-ìåðíûé åäèíè÷íûé êóá ñ ãðàíÿ-

ìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, t T�[ , ]0 , T — ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà;
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a x� ( ) — íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ â �. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñò-

âóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà � òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x �� âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî a x n� � �( ) , , , ,� � 12 � , u u x t� ( , ) , � �� ( , )x t — óïðàâëÿþùèå ôóíê-

öèè èç êëàññà L QT2 ( ), Q x t x t TT � � �{ }( , )| , ( , )� 0 — îòêðûòûé öèëèíäð â R n�1;

f x L( ) ( )� 2 � , S x t xT � �
{( , )| �, t T� ( , )0 } — áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà QT ,


� — ãðàíèöà îáëàñòè �, îíà ñ÷èòàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé. Ôóíêöèåé u x t( , ) ðàñ-

ïîðÿæàåòñÿ ïåðâûé (ïðåñëåäóþùèé) èãðîê, ôóíêöèåé �( , )x t — âòîðîé (ïðåñëå-

äóåìûé èëè óáåãàþùèé), u P� , � �Q , P è Q — íåïóñòûå êîìïàêòû â R1. Âûäå-

ëåíî òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M R1
1� .

Äàëåå íàïîìíèì, ÷òî W
2
1 ( )� — ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëå-

ìåíòîâ L2 ( )� , èìåþùèõ êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûå ïî � îáîáùåííûå ïðîèçâîä-

íûå ïåðâîãî ïîðÿäêà; W
0

2
1 ( )� — ïîäïðîñòðàíñòâî W

2
1 ( )� , â êîòîðîì ìíîæåñòâî

âñåõ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé ïëîòíîå; W QT2
1 0, ( ) — ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,

ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà L QT2 ( ) , èìåþùèõ êâàäðàòè÷íî-ñóììèðóå-

ìûå ïî QT îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå zx�
, � � 12, , ,� n; W QT

0

2
1 0, ( ) — ïîäïðîñòðàí-

ñòâî W QT2
1 0, ( ) , â êîòîðîì ãëàäêèå ôóíêöèè, ðàâíûå íóëþ âáëèçè ST , ñîñòàâëÿþò

ïëîòíîå ìíîæåñòâî.
Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé çàäà÷à (1)

èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå z z x t� ( , ) â êëàññå W QT

0

2
1 0, ( ) ïðè ëþáûõ

u x t x t L QT( , ), ( , ) ( )� � 2 è f x L( ) ( )� 2 � .

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðå-
ñëåäîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è (1) íåâîçìîæíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòà-
þò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Íàèáîëåå èñïîëüçóåìûé ìåòîä ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) — ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â äàííîé ðàáîòå êîíå÷íî-ðàç-
íîñòíûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâ-
íåíèåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè âèäà (1).

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðèìûêàåò ê ðàáîòàì [3–9]. Íåêîòîðûå åå ðåçóëüòàòû àíîí-

ñèðîâàíû â [10, 11].
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Îïðåäåëåíèå 1. Â çàäà÷å (1) âîçìîæíî çàâåðøåíèå � � 0 — ïðåñëåäîâàíèe èç íà-

÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ f ( )� , åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî T T f� �( ( )) è ôóíêöèÿ u x t P( , , ) ,� �
� � � �Q x t T, , [ , ]� 0 , òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè �0 ( , ) ,x t Q� x ��,

t T�[ , ]0 , ðåøåíèå z x t0 ( , ) çàäà÷è (1), ãäå u u x t x t x t� �( ( , ), , ), ( , )� � �0 0 , ïîïàäàåò

íà ìíîæåñòâî �I M� 1, ò.å. ïðè íåêîòîðîì (~,
~

), ~ ,
~

[ , ]:x t x t T� �� 0 z x t0 (~,
~

)�
� ��I M1, çäåñü I � �( , )1 1 .

Ðàçîáüåì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R n�1 ïåðåìåííûõ ( , )x t ïëîñêîñòÿìè

x i h h
r

ii� � �� � � �, , , ,
1

0 1 � , è t kl l
T

kk � � �, , , , ,
�

0 1 2 � , íà ïàðàëëåëåïèïåäû

Q kl k l x t i h x i h kli k hl i( , ) ( ) ( ( ) ) ( , ): ( ) ,
� �

� � �� � � � � � �1 1{ � � �t k l( )1 }, r, � — íåêî-

òîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òî÷êè ( , )x ti k , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó QT , îá-

ðàçóþò ñåòêó QThl , ÿâëÿÿñü åå óçëàìè. Ó êàæäîãî óçëà èìåþòñÿ ñîñåäíèå óçëû. Åñëè

âñå îíè òàêæå ïðèíàäëåæàò ñåòêå QThl , òî óçåë ( , )x ti k � ( , , , , )i h i h i h kln1 2 � íàçûâà-

åòñÿ âíóòðåííèì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ãðàíè÷íûì.

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (1) ïðèìåì ñåòî÷íîå óðàâíåíèå
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ãäå h è l — çíà÷åíèÿ øàãîâ ñîîòâåòñòâåííî ïî x è t, i r� � �12 1, , ,� ,

� � 12, , ,� n, k � �01 1, , ,� � :

z z z i h i h i h kli k i i i k nn, , , , , ( , , , , ),� �
1 2 1 2� �

z z i h i h i h i h i h i h kli k n� � � �� � �� �1 1 2 1 11, ( , , , , ( ) , , , , )� � ,

z z i h i h i h i h i h i h kli k n� � � �� � �� �1 1 2 1 11, ( , , , , ( ) , , , , )� � ,

u u i h i h i h kli k n, ( , , , , )� 1 2 � ,

� �i k ni h i h i h kl, ( , , , , )� 1 2 � ,

a a i h i h i h i h i h i
i� � � � �
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� � �� ��
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i� � � � �
�( )

, , , , , , ,
� � �� ��
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ßñíî, ÷òî óñëîâèå z f xt| ( )� �0 ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

z f i h i h i hi n, ( , , , )0 1 2� � , i r� � �1 2 1, , ,� , � � 1 2, , ,� n.

Òî÷íî òàê æå äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâûõ òî÷åê ( , , , , )i h i h i h kln1 2 � óñëîâèå

z ST
| � 0 ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì z z i r ni k i i i kn, , , , , , , , , , ,� � � �

1 2
0 0 1 2� �� � ,

k � 01, , ,� �.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ [12], ÷òî ðåøåíèå zi k, ðàçíîñòíîé çàäà÷è (2) ñõîäèòñÿ ê ðå-

øåíèþ z èñõîäíîé çàäà÷è (1). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

| | ( ) | |,z z K l K hhl i k hl
� 	 �� 1 2

2 , (3)

ãäå ( )z hl — çíà÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â óçëàõ ñåòêè, �hl — ïðî-

ñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, | | | |� �hl
— íîðìà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, K1, K 2 —

êîíñòàíòû.

Òåïåðü äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì çàäà÷ó (2) â ìàòðè÷íîì âèäå

z Cz lu l k z fk k k k� � � � � � �1 00 1 2 1� �, , , , , ;� , (4)

ãäå z uk k k, , � — H-ìåðíûå ìàòðèöû-ñòîëáöû, H — îáùåå ÷èñëî óçëîâ, ïðèíàä-

ëåæàùèõ îäíîìó ñëîþ, ò.å. ïðè äàííîì t kl� , äëÿ êîòîðûõ çàïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
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íèå (2),

z z z z zk k k r k i i� �( , , , , ,, , , , , , , , , , , , , ,1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2� � �� � � ��, , , , , ,, , )i k r r r k
T

n
z � � �1 1 1

,

u u u u uk k k r k i i� �( , , , , ,, , , , , , , , , , , , , ,1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2� � �� � � ��, , , , , ,, , )i k r r r k
T

n
u � � �1 1 1 ,

� � � � �k k k r k i i� �( , , , , ,, , , , , , , , , , , , , ,1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2� � �� � � ��, , , , , ,, , )i k r r r k
T

n
� � � �1 1 1 .

Ñîîòâåòñòâåííî

f f h h h f h h h f h h r h� �( ( , , , ), ( , , , ), , ( , , , ( ) ),� � � � �2 1

� � � �, ( , , , ), , (( ) , ( ) , , ( ) ))f i h i h i h f r h r h r hn
T

1 2 1 1 1� � �

— íà÷àëüíûé âåêòîð, n r H( )� �1 , C — H-ìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ
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Ïóñòü òåïåðü â R H âûäåëåíî òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â èãðå (4) èç òî÷êè z f R MH
0 � � \ ìîæíî

çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèå çà N 	 � øàãîâ, åñëè ïî ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� � �0 1 1, , ,� N � óïðàâëåíèÿ óáåãàíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
u u u N0 1 1, , ,� � óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàíèÿ, ÷òî ðåøåíèå ( , , , )z z z N0 1 � óðàâíåíèÿ

z Cz lu l k N
k k k k�

� � � � �
1

0 1 1� , , , , ,� ïðè íåêîòîðîì d N	 ïîïàäàåò íà

M z Md: � .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå (4) òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî èìååò âèä M M M� �0 1,

ãäå M 0 — ( )H � � -ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî R H , M1 — ïîäìíîæåñòâî

ïîäïðîñòðàíñòâà L-îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ M 0 â R H . Äàëåå, � îáîçíà÷àåò ìàò-

ðèöó îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ èç R H íà L , à A B� è A B�* — àë-
ãåáðàè÷åñêóþ ñóììó è ãåîìåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A B, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü

P P P P Q Q Q Q M M M M

H H

� � � � � � � � � � � ��
� ��� ���

�
� ��� ���

�, , 1 1 1 1

�
� ���� ����

, ,1	 	� H

W W m C lP C lQ W m M W mk k

k

m

( ) , ( ) [ ], ( ) ( )*0 0

0

1

1 1� � � � �
�

�

�{ } � � ,
(5)

ãäå m � 0 1, , ,� �.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N — íàèìåíüøåå èç òåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m ,

äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå �C z W mm
0 1� ( ) . Òîãäà èç òî÷êè

z0 ìîæíî çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèe çà N øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5) è óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ

a k C lP C lQk k( ) *� �� � è b M� 1, ÷òî

�C z b a km

k

m

0

0

1

� �
�

�

� ( ) . (6)
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Ïóñòü � � �� � 	 	 �k k k m( ), 0 1, — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå

óáåãàþùåãî èãðîêà, óïðàâëåíèå ïðåñëåäóþùåãî èãðîêà u u u kk� � ( ) ïîñòðîèì êàê

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

� �C lu k C l k a k k mm k m k� � � �� � 	 	 �1 1 0 1( ) ( ) ( ), .�

ßñíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ïî âûáîðó a k( ) , òàê êàê �( )k Q� è

u k P( )� . Ïîäñòàâëÿÿ � � �� �( )k k è u u k uk� �( ) â (4), ïîëó÷àåì

z Cz lu l1 0 0 0� � � � ,

z Cz lu l C z Clu Cl lu l2 1 1 1
2

0 0 0 1 1� � � � � � � �   � � � �

z C z C lu C l C lu C l lu lm
m m m m m

m� � � � � � � �� � � �
�0

1
0

1
0

2
1

2
1 1� � �� m�1.

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ � èç

ðàâåíñòâà (6), èìååì

� � � �z C z C lu C lm
m m m� � � �� �

0
1

0
1

0� �

... ( )� � � � � �� �
�

�

�� � �lu l C z a k b Mm m
m

k

m

1 1 0

0

1

1� .

Çíà÷èò, �z b Mm � � 1, ò.å. z Mm � , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü òåïåðü

W M W W lP lQ2 1 2 20 1 0( ) , ( ) [ ( ) ] , ,*� � � �� � �

W m W m C lP C lQ mm m
2 2

1 11 0 1( ) [ ( ) ] , , , ,*� � � � �� �� � � �. (7)

Òåîðåìà 2. Åñëè N — íàèìåíüøåå èç òåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m , äëÿ êàæäîãî

èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå �C z W mm
0 2� ( ) , òî èç òî÷êè z0 ìîæíî çàâåð-

øèòü ïðåñëåäîâàíèå çà N øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � � � �0 1 1 0 1, , , , ,� m k Q k m� � 	 	 � , — ïðîèçâîëü-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ êîíêðåòíîãî �0 ïî óñëîâèþ òåîðåìû è â ñèëó (7) ïî-

ëó÷èì âêëþ÷åíèå

� � �C z C l W m C lPm m m
0

1
0 2

11� � � �� �� ( ) .

Òåïåðü â êà÷åñòâå u0 áåðåì òîò ýëåìåíò èç P, äëÿ êîòîðîãî ñîõðàíÿëîñü ïî-

ñëåäíåå âêëþ÷åíèå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

� � �C z C l C lu W mm m m
0

1
0

1
0 2 1� � � �� �� ( ) .

Èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (4), èìååì

�C Cz lu l W mm� � � � �1
0 0 0 2 1( ) ( )� ,

ò.å. �C z W mm� � �1
1 2 1( ) .

Åñëè óïðàâëåíèå �1 ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì, òî èçëîæåííûì âûøå ñïîñîáîì ìîæ-

íî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå u1, îáåñïå÷èâàþùåå âêëþ÷åíèå �C z W mm� � �2
2 2 2( ) . Äà-

ëåå, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì �z W Mm � �2 10( ) , çíà÷èò, z Mm � , ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü 	 	 	 	 	 	m m k k

k

m

( ) , , , : ,� � � ��
�

�

�{ }0 1 1

0

1

0 1�

è W M C lP C lQm k
k

k

m
k( ( )) [( ) ]*	 	� � � �

�

�

� 1

0

1

� �

äëÿ m � 1 2, , ,� �. Ïîëîæèì

W M W m W m

m

3 1 30( ) , ( ) ( ( ))

( )

� � �
�

	
	
� (8)

äëÿ m � 1 2, , ,� �.

Òåîðåìà 3. Åñëè M1 — âûïóêëîå ìíîæåñòâî è N — íàèìåíüøåå èç òåõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë m , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå
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�C z W mm
0 3� ( ) , (9)

òî èç òî÷êè z0 ìîæíî çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèe çà N øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âìåñòî âêëþ÷åíèÿ (9), èìåÿ â âèäó (8), ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíò-

íîå åìó âêëþ÷åíèå �C z Wm
m0 � �( ( )),	 ñóùåñòâîâàíèå 	 	 	 	m m( ) , , ,� � �{ }0 1 1�

ñëåäóåò èç (8).

Îòñþäà ïîëó÷èì

� � � �C z M C lP C lQ M C lPm
k

k k

k

m

m
m

0 1

0

2

1 1
1� � � � �

�

�

�
�� [( ) ] (*	 	 ) *� ��C Qm 1 . (10)

Ïóñòü òåïåðü � � � �0 1 1 0 1, , , , ,� m k Q k m� � 	 	 � , — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü. Â ñèëó (10) äëÿ �0 ïîëó÷èì

� � � �C z C l M C lP C lQ Mm m
k

k k

k

m

m0
1

0 1

0

2

1 1� � � � ��

�

�

��� 	 	[( ) ]* � ��C lPm 1 . (11)

Óïðàâëåíèå u P0 � ïîñòðîèì êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

� �C l C l u a a Mm m
m

� �
�� � �1

0
1

0 1 1 1 1� 	 , .

Äàëåå, â ñèëó (11) èìååì

� � �C Cz lu l M C lP C lQm
k

k k

k

m

m
�

�

�
� � � � � ��1

0 0 0 1

0

2

( ) [( ) ]*� 	 	 �1 1a .

Ïîýòîìó â ñèëó (4) ïîëó÷èì

� � �C z M C lP C lQ am
k

k k

k

m

m
�

�

�

�� � � ��1
1 1

0

2

1 1[( ) ]*	 	 .

Òî÷íî òàê æå, åñëè óïðàâëåíèå �1 ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì, òî èçëîæåííûì âûøå

ñïîñîáîì ìîæíî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå u1, îáåñïå÷èâàþùåå âêëþ÷åíèå

� � �C z M C lP C lQ a am
k

k k

k

m

m m
�

�

�

� �� � � � ��2
2 1

0

3

1 1 2 2[( ) ]*	 	 	 , a M2 1� ,

è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

�z a a a M M Mm m m m m m� � � � � � � � �� � � �	 	 	 	 	 	1 1 2 2 0 1 1 2 1 0 1� �

� � � � �� �( ) ,	 	 	m m M M1 2 0 1 1�

îòñþäà z Mm � .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü â (3) K l K h1 2
2� � � è â èãðå (4) èç òî÷êè z f0 � âîçìîæíî çà-

âåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Òîãäà â èãðå (1) èç íà÷àëüíîãî ïîëî-

æåíèÿ z z x f xt| ( , ) ( )� � �0 0 ìîæíî çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â èãðå (4) èç òî÷êè z f0 � ìîæíî çàâåðøèòü ïðåñëåäî-

âàíèå çà N 	 � øàãîâ. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ïî ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè � � �0 1 1, , ,� N � , �k Q k N� 	 	 �, 0 1, óïðàâëåíèÿ óáåãàíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü

òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u u u N0 1 1, , ,� � , u P k Nk � 	 	 �, 0 1, óïðàâëåíèÿ ïðå-

ñëåäîâàíèÿ, ÷òî ðåøåíèå ( , , , )z z z N0 1 � óðàâíåíèÿ z Cz lu lk k k k� � � �1 � ,

k N� �01 1, , ,� , ïðè íåêîòîðîì d N	 ïîïàäàåò íà M z Md: � . Ïóñòü òåïåðü â

èãðå (1) � �� � �( , ) , ( , )x t Q x t QT — ïðîèçâîëüíîå óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî èãðîêà

èç êëàññà L QT2 ( ) . Çíàÿ óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî � �� ( , )x t , ìîæåì îïðåäåëèòü

�i i i kn1 2, , , ,� êàê çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â óçëîâûõ òî÷êàõ ñåòêè QThl , ò.å.

� � � � � �k k k k r k i� � �( , , , , ,, , , , , , , , , , , , ,1 1 1 1 1 2 1 1 1 1� � �� � i i k r r r kn2 1 1 1, , , , , , ,, , ).� �� � � � �
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Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû ìîæíî ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå ïðåñëåäîâàòåëÿ â

èãðå (4), îáåñïå÷èâàþùåå çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ

u u u u u uk k k k r k i� � �( , , , , ,, , , , , , , , , , , , ,1 1 1 1 1 2 1 1 1 1� � �� � i i k r r r kn
u

2 1 1 1, , , , , , ,, , ).� �� � � �

Òåïåðü â èãðå (1) óïðàâëåíèå ïðåñëåäóþùåãî èãðîêà u u x t� ( , ) ïîñòðîèì ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: u x t u u i h x i h i
i k i i i k in

( , ) : ( ) , , ,
, , , , ,� � 	 � � �{

1 2
1 0 1� � � ��

� , ,r �1

� �� 	 � � � �1 2 1 0 1 1, , , , ( ) , , , ,� �n kl t k l k }. ßñíî, ÷òî u P� è u x t L QT( , ) ( )� 2 .

Ïîäñòàâëÿÿ � �� �( , ), ( , )x t u u x t â (1), ïîëó÷àåì îáû÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå, òî÷íî òàê æå, ïîäñòàâëÿÿ � �
i k i i i k i k i i i kn n

u u
, , , , , , , , , ,,� �

1 2 1 2� � â (2),

ïîëó÷àåì ñåòî÷íîå óðàâíåíèå, àïïðîêñèìèðóþùåå óðàâíåíèå (1).

Ïóñòü ( )z hl — çíà÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèÿì

� �� �( , ), ( , )x t u u x t çàäà÷è (1) â óçëàõ ñåòêè Q zThl i k, , — ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå óïðàâëåíèÿì � �i k i i i k i k i i i kn n
u u, , , , , , , , , ,,� �

1 2 1 2� � ðàçíîñòíîé çàäà÷è (2), òîã-

äà èç (3) è óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì

| | ( ) | |,z z K l K hhl i k hl
� 	 � �� 1 2

2 �,

à ïîñêîëüêó z Mi k, � 1, ïîëó÷àåì ( ) ,z z Ihl i k� �� , ( ) ,z I zhl i k� �� , ( )z I Mhl � �� 1.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû 1–4 ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ èãð, íàïðèìåð ïðè

Az
x

a x
x

b x
z

x
c x

n n

�












�

�


�

�
�� �






�

� �
� �

�
�

��
�

��

( ) ( ) ( )

1 1

z,

ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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