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ÝÂÎËÞÖÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß
Â ÑÕÅÌÅ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ òèïà [ | | ]SM M N� , ñõåìà óñðåäíåíèÿ

è äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè, ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ñòàöèîíàðíîå ôàçîâîå

óêðóïíåíèå, êîìïåíñèðóþùèé îïåðàòîð, ïîðîæäàþùèé îïåðàòîð, çàäà÷à ñèíãó-

ëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ.

Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ (ÑÎ) [ | | | ]SM M N1 � -òèïà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì

ïðîöåññîì, êîòîðûé çàäàåò âõîäÿùèé â ñèñòåìó èçâíå ïîòîê òðåáîâàíèé; âðåìÿ

îáñëóæèâàíèÿ â êàæäîì èç N óçëîâ ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî;

â êàæäîì óçëå ñèñòåìû îäíîâðåìåííî ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ íå áîëüøå îäíîãî

òðåáîâàíèÿ; î÷åðåäü òðåáîâàíèé â êàæäîì óçëå ñèñòåìû íåîãðàíè÷åííà [1–3].

Â [4] òàêàÿ ñèñòåìà ðàññìîòðåíà â ñõåìå óñðåäíåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçà-

íà òåîðåìà óñðåäíåíèÿ, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûé ïðîöåññ

�( )t , t � 0 . Äëÿ ïîëíîòû àíàëèçà ñèñòåìû íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ôëóêòóàöèè

ñëó÷àéíîé ýâîëþöèè îòíîñèòåëüíî óñðåäíåííîé [5]. Â äàííîé ðàáîòå ñôîðìóëè-

ðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

� �( )t � �const, � îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ áàëàíñà: C( )� � 0 [3]. Óêàçàííàÿ çàäà-

÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ñåðèè � � 0 (� � 0). Ê ñèñòåìå îá-

ñëóæèâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ñòàöèîíàðíîãî ôàçîâîãî óêðóïíåíèÿ [1, 6–8].

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå êîì-

ïåíñèðóþùåãî îïåðàòîðà (ÊÎ) ðàñøèðåííîãî ïðîöåññà ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ òàêîãî ÊÎ.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß, ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È,
ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( )t , t � 0 , â èçìåðèìîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ( , )E �
çàäàåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ÿäðîì

Q x B t G t P x Bx( , , ) ( ) ( , )� , x E� , B ��, t � 0 . (1)

Ñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî

P x B P B xn n( , ) { | }� � ��� �1 , x E� , B �� , (2)

îïðåäåëÿåò ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà �n , n � 0 . Ñå-

ìåéñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

G t P t x P tx n n x( ) { | } { }� 	 � � 	�� � �1 , x E� , (3)

oïðåäåëÿåò âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ � x x E, � .

Ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ

� �( ) max{ : }t n tn� 	 , t � 0 , (4)

îïðåäåëÿåò ÷èñëî ìîìåíòîâ âîññòàíîâëåíèÿ

� � �n n n� ��1 , n �1, �0 0� . (5)
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàïèøåì

g x E G t dt G t G tx x x x( ): ( ) , ( ): ( )� � � 

�

��

0

1 , (6)

èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ èìååò âèä

q x g x( ) / ( )�1 , x�E . (7)

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ (ÌÏÂ) �n , �n , n � 0 , îïðåäåëÿåòñÿ ïåðå-

õîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

P Bn(� � �1 , � � � � � �n n n n n nt x P B x P t x� � �	 � � � � 	 �1 1 1| ) ( | ) ( | ) . (8)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîíå÷íîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà � { , , ... , }E N� 1 2 ïîëóìàð-

êîâñêèé ïðîöåññ �( )t , t � 0 , îïðåäåëÿåòñÿ ïîëóìàðêîâñêîé ìàòðèöåé

Q t Q tkr( ) [ ( )� , k r E, � ]� , Q t P G tkr kr k( ) ( )� . (9)

Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ (ÌÏ) �( )t , t � 0 , îïðåäåëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ÿäðîì

P x B( , ) è ôóíêöèåé èíòåíñèâíîñòè q x( ) , x E� , ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ

âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ � x :

P t x P t en n x
q x t( | ) ( ) ( )� � ��


	 � � 	 � 
1 1 . (10)

Àññîöèèðîâàííûé ÌÏ �0 ( )t , t � 0 , çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì

Q x q x P x dy y x( ) ( ) ( , )[ ( ) ( )]� 
� � �

E

, q x g x( ) / ( )�1 . (11)

ÌÏ �0 ( )t , t � 0 , ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷íûì ñî ñòàöèîíàðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì 	( )B , B ��. Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

	 �( ) ( ) ( )dx q x q dx� , q dx q x: ( ) ( )� � 	

E

. (12)

Çäåñü �( )B , B ��, — ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà

� � �n n
0 0� ( ) , n � 0 (ñîîòâåòñòâóþùåãî ÌÏ �0 ( )t , t � 0 ):

� �( ) ( ) ( , )B dx P x B

E

� � , B �� , �( )E �1. (13)

Ýðãîäè÷íûé ÌÏ �( )t , t � 0 , èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå 	( )B , B �� ,

êîòîðîå ïîðîæäàåò ïðîåêòîð â B( )E , ïî îïðåäåëåíèþ

�� �( ) � ( )x x� 1 , � : ( ) ( )� 	 �� � dx x

E

, 1 1( )x � , x E� . (14)

Ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷íûé ÌÏ ñ ãåíåðàòîðîì Q ïîðîæäàåò ðàñùåïëåíèå

B( )E N RQ Q�  . Çäåñü N QQ : { : }� �� � 0 — ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé Q, èëè

íóëü-ïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî dimNQ �1; R QQ : { : : }� � �� 
 
 � — ïîäïðîñò-

ðàíñòâî çíà÷åíèé Q.

Ïîòåíöèàëüíûé îïåðàòîð (ïîòåíöèàë) R0 ÌÏ ñ ãåíåðàòîðîì Q îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì R Q0
1� � 

[ ]� � . Ïîòåíöèàëüíûé îïåðàòîð R0 îáðàòíûé ê îïåðà-

òîðó Q : QR R Q0 0� � 
I � .
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Óðàâíåíèå Q� 
� ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ áàëàíñà �
 � 0 èìååò ñëåäóùåå

ðåøåíèå:

� 
 � �� � �R NQ0 0 0, . (15)

Ñòàöèîíàðíûé ïîëóìàðêîâñêèé ïðîöåññ �� ( )t , t � 0 , â ñõåìå ñåðèé ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì ôàçoâîì ïðîñòðàíñòâå ( )E � â ñõåìå ñåðèé ñ ìàëûì ïàðàìåò-

ðîì ñåðèè � �� �0 0, , çàäàåòñÿ ïîëóìàðêîâñêèì ÿäðîì

Q x t x G tx
� �( , , ) ( , ) ( )B B� P , x�E , B �� , t � 0 . (16)

Ñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî èìååò âèä

P P P� �( , ) ( , ) ( , )x x xB B B� � 1 . (17)

Ñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî P( , )x B ñîãëàñîâàíî ñ ðàçáèåíèåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

E E�
�

k

k

N

1

� , E Ek k� ��� , k k� �, (18)

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P E
E

E
( , ) ( ):

, ;

, .
x x

x

x
k k

k

k

� �
�

�

�
�
�

1
1

0
(19)

Âîçìóùåííîå ÿäðî P1 ( , )x B çàäàåò âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà âëîæåííîé öåïè Ìàð-

êîâà ��
n , n � 0 , ìåæäó êëàññàìè ñîñòîÿíèé Ek , 1	 	k N , ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

� � 0.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ÌÏ ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷åí â êàæäîì êëàññå Ek , k � �E , ñî

ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè 	 k dx( ) , k � �E . Âëîæåííàÿ öåïü ìàðêîâà

� � �n n
0 0� ( ) , n � 0 , òàêæå ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷íà ñî ñòàöèîíàðíûìè ðàñïðåäåëåíè-

ÿìè �k dx( ) , k � �E . Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

	 �k k kdx q x q dx( ) ( ) ( )� , q dx q xk k

Ek

� � 	 ( ) ( ) . (20)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1 [1, § 4.2.1, c. 108] óêðóïíåííûé ïðîöåññ v t( ( / ))� �� ñëàáî

ñõîäèòñÿ ïðè � � 0 ê ÌÏ � ( )� t , t � 0 , â óêðóïíåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
� { , , ... , }E N� 1 2 , çàäàííûì ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé � � ; , �Q q k r Ekr� � � � .

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óêðóïíåííûé ÌÏ � ( )� t , t � 0 , ðàâíîìåðíî ýðãîäè÷åí ñî

ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì � ( �	 	� k , k � �E ).

Ýâîëþöèÿ òðåáîâàíèé ñèñòåìû â � { , , ... , }E N� 1 2 îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé ìàðø-

ðóòèçàöèè P p k r
kr0
0� � � �; , �E , � { , , ... , }E � 1 2 N , è âåêòîðîì ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñ-

ïðåäåëåííûõ âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â óçëàõ ñèñòåìû � �� �( , �
k k E ) .

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(À1) Ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé, ÷òî çàäàåòñÿ óñëîâèåì íà ìàò-

ðèöó ìàðøðóòèçàöèè p p
k kr

r

N

0
0 0

1

1:� 

�
� , max p

k0
0 0� .

(À2) Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ � �� �( ) ( ( )t t
k

� , k � �E ) — ýòî âåêòîð ñ êîìïîíåíòà-

ìè ��
k

t( ) — ÷èñëî òðåáîâàíèé â óçëå k � �E â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñèñòåìà ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â íàãðóæåííîì ðåæèìå � ��
k k

u( ) /0 0� .
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Èìååò ìåñòî òåîðåìà óñðåäíåíèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü

íîðìèðîâàííîãî ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ U t t� �� � �( ) ( / )� 2 2 , t � 0 , � � 0 , ê ðåøå-

íèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dU t dt C U t0 0( ) / ( ( ))� , U u0
00( ) � . (21)

Âåêòîð ñêîðîñòè C u C uk( ) ( ( )� , k � �E) îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîíåíòàìè

C u uk k k( ) ( )� ��  , (22)

� � �k r r rk rk

r

N

u u p( ) [ ]� 

�
� 0

1

,  	k k kq� � . (23)

2. ÔËÓÊÒÓÀÖÈÈ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Èñïîëüçóåì òàêèå ïðîöåññû:

• v t v(t� � �( ) )� 2 / 3 , t � 0 , îïðåäåëÿåò ÷èñëî òðåáîâàíèé â ìîìåíò âðåìåíè t;

• �( )t , t � 0 , — ÌÏ, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ òðåáîâàíèé âíóòðè ñèñòåìû

îáñëóæèâàíèÿ;

• � � ��
�

��

( ) ( )
( )

t n

n

t

�
�
�

1

, t � 0 , îïèñûâàåò ïîòîê òðåáîâàíèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó

èçâíå.

Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

v � � �� �( ) ( ) ( )t t t� � , t � 0 , (24)

ãäå � � � �� ( ) /t � 2 3 , � � � �� �
� �

( ) ( )
( / )

t n

n

t

�
�
�2

1

3

, t � 0 .

Íîðìèðîâàííûé è öåíòðèðîâàííûé ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â

ñëåäóþùåé ôîðìå:

� � �� �( ) ( )t t� 
 
v 1 . (25)

Èìååò ìåñòî óñëîâèå áàëàíñà.

(À3) ñóùåñòâóåò � — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (òî÷êà ðàâíîâåñèÿ) óñðåäíåííîé

ñèñòåìû

C( )� � 0 , C( ) ( )� � � � � , � � � �( ) *� P , (26)

P P Id
� �: [ ]� 
0 ,   	� �( : �k k kq , k E� �) .

Òåîðåìà (äèôôóçèîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

(À1) – (À3) èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü � �� ( ) ( )t t� 0 ïðè � � 0 .

Ïðåäåëüíûé ïðîöåññ � 0 ( )t , t � 0 , ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì òèïà Îðíøòåéíà-Óëåí-

áåêà è îïðåäåëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì

L u u u B u0 1

2
� � � �( ) ( ) ( ) ( )� � � �� , (27)

ãäå

B q R q q R qk k kk k k k k k k� �
� � � � �

� � �	 	0 0 . (28)

Çäåñü � [ �R R
kk0
0�

�
; k k E, ��� ] — ïîòåíöèàë óêðóïíåííîãî ÌÏ � ( )� t , t � 0 , â óêðóï-

íåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � { , , ... , }E N� 1 2 .
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3. ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ

Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ v � ( )t çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1). ÌÏ �( )t , t � 0 , îïèñûâàþ-

ùèé ýâîëþöèþ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèé â ñèñòåìå, çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì

� �� � � � �( ) ( )[ ( ) ( )]

,

u u u e ukr kr

k r

N

� � 

�

� 2

1

. (29)

Âåêòîð ñêà÷êîâ è èíòåíñèâíîñòü ñêà÷êîâ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

e e ekr r k:� 
 , ek k kl l N l
l k

l k
: ( ( ), , ), ( )

, ,

, ;
� � �

�

�

�
�
�

� �1
1

0
e0 0:� , k E� �,

� �kr k k kr
u u p( ):� 0 , k N�1, , r N� 0, , k r� .

Ïðîöåññ �� ( )t , t � 0 , îïèñûâàåò âõîäíîé ïîëóìàðêîâñêèé ïîòîê òðåáîâàíèé.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ÌÏÂ:

� � �� � �
n n: ( )� , � � �� � �

n n: ( )� , � � ��
n n:� 3 , n � 0 . (30)

Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ÊÎ (ñì. [1, ãë. 1]), äåéñòâóþùèì íà ïðîáíûõ òåñò-ôóíêöèÿõ

�( , )u x , u R N� , x�E :

L u x q x u x u
n n n n

� � � � �� � � � � � � �( , ) ( ) ( , ) ( , )| ,� � 
 � �

� �

3
1 1

E x� . (31)

Ëåììà 1. ÊÎ (8) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

L u x q x G x D x� � � �� � �( , ) ( ) ( , ) ( )� � 
 �

3 P I , (32)

ãäå

G x G dtx t
� �� �( , ) ( ) ( )�

�

� �

0

, (33)

�t
� �( ) , t � 0 , — ïîëóãðóïïà, îïðåäåëÿþùàÿ ãåíåðàòîð

�� � � � � � � � �( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]

,

u u u e ukr rk

k r

N

� � � 

�

� 2

1

, (34)

D k u u ek
� � � �( ) ( ) ( )� � 2 , (35)

îïåðàòîð P� îïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P

E

� �( ) ( , ) ( )x P x dy y� � , P1 1

E

� �( ) ( , ) ( )x P x dy y� � . (36)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (1), âû÷èñëÿåì ïðèðàùåíèå

� � � � � �� � � � � � �
n n n n n n� 
 � 
 �

� �
v v v v

1 1
3 3( / ) ( / )

� 
 � �� �v v v v� � �
�� � � � �( ) ( ) : ( )n n n1 1

2 .

Ñîîòíîøåíèå (2) äàåò ïðåäñòàâëåíèå

� � �� � � � � � � � �� � � �
�

�
�

�
n n n n n n

: ( ) ( )� 
 � � � �
� � �1

2 2
1 1

v v .
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Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ çàïèøåì � � ��� �( ) ( )t t� � . Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ, èìååì ðàâåíñòâî

� � ��
n u� � . (37)

Âû÷èñëèì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E E[[ ( , ) | , ] ( , )|� � � � � � � � �� � � � � �
n n n n n n nu x u
� � �

� � � �
1 1 1

� � �� � �� � � �u xn, ]

� � � � � �� � �
E[ ( ( ) ( ), )| ,� � � � � � � � � � � �� � � � � �u un n n n n

2
1

2
1 1

x] �

� � � �
� �

E E P� �
�
� � � � �

�
� �� � � � � � � �

x x
u x

n n n( )[ ( ( ), )| ] ( )2
1 1

[ ( ( ), )]� � �u x x� �2

� �
�

E P P� �
�
� � � � � �� � � �

x
D x u x G dt D x u xx t( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

0

� .

Çàìå÷àíèå 1. Ãåíåðàòîð �� �( ) ÌÏ �� ( ),t t � 0 , èìååò âèä

� ��
�� � � � �( ) ( ) ( ) ( )u u u� � . (38)

Àñèìïòîòè÷åñêèé ãåíåðàòîð çàïèøåì

� � �� �
�� � � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u u u u� � �2 3 2 . (39)

Çäåñü îïåðàòîð � îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

� ��
�
�� � � � � �( ) ( ) ( )u u u� �2 2 , �� � � � �� �

���

�

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).u u u u u� � � �� (40�)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ãåíåðàòîðà � � ( )u è äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-

íîé ëåììû 2 â [6], èìååì

� � � ��
� � �� � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u u u u u� � � � �

� � �� � � � � � � ��
�2 3 2� �( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u u u .

Êëþ÷åâûì øàãîì â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå ôëóêòóàöèé (2) ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-

åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÊÎ (9), äåéñòâóþùåãî íà òåñò-ôóíêöèè �( , )u x .

Ëåììà 2. ÊÎ (9) äîïóñêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íà òåñò-ôóíêöèÿõ

� ( , ) ( )u C R Nx � 3 ðàâíîìåðíî ïî x E� â ñëåäóþùåé ôîðìå:

L� �� � � � � � � �( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x Q Q C x C u x x
L

�� � � � � �

 
 
3 2

1
1

1 0 ( , )u x , (41)

ãäå

Q x q x P x dy y x

E

� � �( ) ( ) ( , )[ ( ) ( )]� 
� ; Q x q x P x dy y

E

1 1� �( ) ( ) ( , ) ( )� � ; (42)

C x u q x x u1 ( , ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )� � � � � �� � � ; C u x u u q x P x u0 1( , ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )� � � �� � � .(43)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Âíà÷àëå òðàíñôîðìèðóåì ÊÎ (9):

L
P

� � �� � � �( , ) ( , ) ( , )u x Q u x u x� �
3 L , (44)

ãäå Q P� �� 
 I è

L
P
� � � � �� � � �( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )u x q x G x P D x P u x� � 
 �


3 . (45)
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Çàòåì èñïîëüçóåì àëãåáðàè÷åñêîå òîæäåñòâî

acb c a c c b a c b
 � 
 � 
 � 
 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 . (46)

Ïîëîæèì â àëãåáðàè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè

G x a� �( , ) � , D x b� ( ) � , P� � c. (47)

[ ( , ) ( ) ]G x D x� � � �� P P
 �

� 
 � 
 � 
 
[ ( , ) ] [ ( ) ] [ ( , ) ] [ ( ) ]G x D x G x D x� � � � � � �� �I P P I I P I . (48)

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîëóãðóïï � � �t s

t

ds� � �� � �( ) ( ) ( )
 � �I

0

,

ïîëó÷èì

G x G dt G dtx t x s
� � � �� � � �( , ) ( )[ ( ) ] ( ) ( ) ( )
 � 
 �

� �

� �I I� � �

0 0

ds

t

0

� �

� 
 � �� �
� �

� � � �� � � �� � � �( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] ( )G t ds G t dtx s

t

x t

0
0

0

G x
1
� �( , ) ,

ãäå G x G t dtx t1
0

� �� �( , ): ( ) ( )�
�

� � .

Ïðîäîëæàåì èíòåãðèðîâàòü

G x G t dtx t1
0

� �� �( , ): ( ) ( )� �
�

� �

� 
 � � �
�

G t G x g x G xx t
( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ,2

0 2 2
� � �� � � � �� � � � � ) ,

ãäå G x G t dtx t2
2

0

� �� �( , ): ( ) ( )( )�
�

� � , G t G s dsx x
( ) ( ): ( )2

0

�
�

� .

Â ðåçóëüòàòå èìååì

G x g x G x� � � �� � � �( , ) ( ) ( ) ( ( )) ( , )
 � �I � � 2
2

. (49)

Èñïîëüçóÿ (40) è (40�), ïîëó÷àåì

[ ( , ) ] ( , ) ( )[ ( ) ( )] ( ) {[ ( )G x u x g x u u� � � � � � � � �
 � � �I 2 3 2� � � � �� � �3 2
2

�( )] ( )}u u G

� � � �g x u u u xg( )[ ( ) ( ) ( )] ( , )� � � � � � � � ��2 3 4 .

Òîãäà

� � �� �
 
 �3 q x G x P u x( )[ ( , ) ] ( , )I

� � � � � �
� � � � � � � � � � ��3 2 3 4q x g x u u u x P Pg( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( , )]( 1 ) �

� � � � � �
� � � � � � � � � ��1
1( ) ( ) [ ( ) ( ) ] ( ) ( )P u u P P u u

GP
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ � � � �( ) ( ) ( ) ( )u P u u u� � � , � � �( ) ( )P u1 0� � , ïîëó÷àåì

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òåñò-ôóíêöèè �( , ) ( )u x C R N� 3 äëÿ ïåðâîãî

ñëàãàåìîãî ñóììû (23):

� � � � � � � � �� �
 

 � � � � �3 1q x G x P u x u u u( )[ ( , ) ] ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )I � � ��
GP

x u( , ) ( ) . (50)
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Âõîäÿùèé èçâíå ïîòîê òðåáîâàíèé �� ( )t îïðåäåëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì

D x u u x� � � � �( ) ( ) ( ( ))� � 2 , � �( ) ( ( )x xk� , k E� � ) , x E� , �k
k

k

x
x E

x E
( )

, ,

, .
�

�

�

�
�
�

1

0

Çäåñü [ ( ) ] ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )D x u u x u u u� � � � � � � �
�

� �
 � � 
 � � � �� �I 2 2
4

2

2 � �( ) ( )x u� �

� � ��2
D

, ãäå � � � �( ) ( ) ( ) ( )x u x uk k

k

N

� � �

�
�

1

.

Èñïîëüçóÿ (13), èìååì

P D x u P x u P x u x
d

� � �� � � � � � � � �[ ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 � � � � �I 2 3
1 ( )u (51)

ñî ñëàãàåìûì, íå ïðèíèìàåìûì â ðàñ÷åò | ( ) ( )|� ��
d

x u � 0 , � � 0 , �( ) ( )u C R N� 3 .

Òîãäà

� � � � � �� �
 

 � � �3 1
1q x P D x u q x P x u q x P x( ) [ ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (I ) ( ) ( ) ( )� � ��� �u x u

d
.

Îïåðàòîð P, îïðåäåëåííûé â (13), è ñòîõàñòè÷åñêîå ÿäðî P x( , )B ñêîîðäèíèðî-

âàíû ñ ðàçáèåíèåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó P x u� �( ) ( )� �� �( ) ( )x u� .

Â èòîãå èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

� � � � � �� �
 

 � � �3 1
1q x P D x u q x x u q x P x( ) [ ( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I � � ��� �( ) ( ) ( )u x u

d
. (52)

Äàëåå, äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (23) èìååì

( ( , ) ) ( ( ) ) ( ) ( , ) ( )G x P D k u x u
gd

� � � �� � � � �
 
 �I I , (53)

ãäå | ( , ) ( )|� � ��
gd

x u � 0 , � � 0 , �( ) ( )u C R N� 3 .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (25), (27)–(28) â (21), ïîëó÷àåì

� � �� � � �
 
 �3 q x G x P D x P u x( )[ ( , ) ( ) ] ( , )

� 
 � 
 �
 
� � �� � � �3 3q x G x q x P D x( )[ ( , ) ( ) [ ( )I]P I]

� 
 
 � �
 
� � � � � �� � �3 1q x G x P D x u x P q x( )[ ( , ) ] [ ( ) ] ( , ) [ ( ) (I I ) ( )] ( )� �x u� �

� � � �[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )� � � � ��u q x P x u x u
P1 .

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (20) èìååì

� � � � � � �� � � �
 

� 
 � � �3 1q x G x P D x P u x P q x x( ) ( , ) ( ) ( , ) [ ( ) ( ) ( )] ( )�� �u (54)

� � � � � �
[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) [ ( , ) (� � � � � � ��u q x P x u x u C x C
P1

1
1 0 u x u x

P
, ) ] ( , ),� � ��

çäåñü C x q x x1 ( , ) ( ) ( ) ( )� � � �� � , C u x q x P x0 1( , ) ( ) ( ) ( )� �� � � .

Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (20) èìååì

� � � � � �� �
 
 
� 
 � � 
3 3 3
1q x Q u x q x P I u x q x P P( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )( I u x) ( , )� � (55)

� 
 � � �
 
 
 
� � � � � � �3
1

2
1

3 2q x P I u x q x P u x Q x Q( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) 1 �( )x .
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Çäåñü èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå (18).

Ïîäñòàâèâ ñîîòíîøåíèÿ (29), (30) â (20), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû 2.

Ëåììà 3. Ðåøåíèå çàäà÷è ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà

L
0

3 2
1

1
1 0

� � � � �� � � �
 
 
Q Q C x C u x( , ) ( , ) (56)

ðåàëèçóåòñÿ íà âîçìóùåííîé òåñò-ôóíêöèè

� � �� � � � �� ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )u x u u x u x u x� � � �1
2

2
3

3
(57)

è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

L L� � �� � � �( , ) ( ) ( ) ( )u x u x u
L

� � . (58)

Ïðåäåëüíûé îïåðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

L� �� � ( ) � ( ) � � � ( ) �� � � �C r R C r C u1 0 1 0 , (59)

� ( ) ( , )C r C x1 1� � �� , � ( ) ( , )C u C u x0 0� � � . (60)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Èñïîëüçîâàâ ñîîòíîøåíèå (31), ïîëó÷èì

L� �� � � � � � ��( , ) [ ( , ) ( , )] ( ( )u x Q Q C x C u x u� � � � �
 
 
3 2
1

1
1 0 1 ( , )u x �

� � �� � � �2
2

3
3( , ) ( , ))u x u x

� � � � �
 
 
� � � � � � � �3 2
1 1

1
2 1 1Q u Q u x Q u Q u x Q u( ) [ ( , ) ( )] [ ( , ) ( , ) ( , ) ( )]x C x u� �1 � �

� � � � �[ ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )]Q u x Q u x C u x C u x u
L

� � � � ��
3 1 2 1 1 0 .

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (58) íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå

ðàâåíñòâà:

Q u�( ) � 0 ; (61)

Q u x Q u� �1 1 0( , ) ( )� � ; (62)

Q u x Q u x C x u� � � �2 1 1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( )� � � ; (63)

Q u x Q u x C u x C u x u� � � �3 1 2 1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )� � � � L . (64)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (61) ñëåäóåò, ÷òî �( )u NQ� . Î÷åâèäío, ÷òî Q u1 0�( ) � , ò.e.

�( )u NQ�
1
, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (59) èìååì Q u x�1 0( , ) � è ñîîòâåòñòâåííî

�1 ( , )u x NQ� . Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî P u u� �( ) ( )� , èç ðàâåíñòâà (38) ïîëó÷èì

Q u x Q u x C x P u� � � �2 1 1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( )� � � . Èç ñâîéñòâà ïðîåêòîðà Ï èìååì ðàâåíñòâî

�[ ( , ) ( , ) ( )]Q u x C x P u1 1 1 0� � �� � , (65)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ �1 ( , )u x :

� ( , ) � ( , ) ( )Q u x C r u1 1 1 0� � �� � . (66)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (41) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

� � �1 0 1( , ) � ( , ) ( )u x R C r u� . (67)

Èç ðàâåíñòâà (39), èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, èìååì óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ïîñëåäíèé øàã â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû — ýòî âû÷èñëåíèå ïðåäåëüíîãî îïå-

ðàòîðà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà � 0 ( )t ïî ôîðìóëå (34):

� ( ) ( ) � * ( ) ( )C r u C r u1 � �� � , � ( ) ( ) * ( ) ( )C u u u u0 � � �� � ,

� ( ) ( ) � ( )C r r� �� � � , � �� �( ( ), � )k r k E , �k k kr q r( ) ( )� � .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (34), èìååì

� � � ( ) � � ( ) � � ( � ( ) � � ( )) �B C r R C r r R r� � �� � � � � �0 0

� � � �
� � � � �

� ( ( ) � ( )) � � � �� � � �q r R q r q R qk k rr k k k kk k� �0 0

� �
� � � � �

1

2

0 0[ � � � ]�	 	k k kk k k k k k kq R q q R q .

Ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

� � �C x q x x x r1 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � , �( ) ( ( )r q rk k� � , k E� �), r E� �.

È îêîí÷àòåëüíî � ( ) ( ), � ( � , � )�� r q r k E q k Er k k

r

N

k k� �
�

�

�
�
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"
� � �

�
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
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