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íûé �-ñóáäèôôåðåíöèàë, ïî÷òè äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.

Ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè îäèí èç ÷àñòî
èñïîëüçóåìûõ ïðèåìîâ — ôîðìèðîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè, ðåøåíèå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Òàêèìè
ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû øòðàôíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè ìåòîä íåãëàäêèõ øòðàôíûõ
ôóíêöèé, øèðîêî ïðèìåíÿåìûé â âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè [1–4]. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîä-
áîðîì çíà÷åíèé øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äîïîëíèòåëüíûå ïðîáëåìû ïîðîæäà-
åò ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå çàäà÷ó, îïðåäåëåíû íà îãðàíè÷åííûõ
ìíîæåñòâàõ [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ñâåäåíèþ
çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ çàäàííîé íà÷àëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âíóòðåííîñòè äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà. Ýêâèâàëåíòíàÿ çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ôîðìèðóåòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ãðàäèåíòû (ñóáãðàäèåíòû) è çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èñõîäíîé çàäà÷è âû-
÷èñëÿþòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à
îêàçûâàåòñÿ áëèçêî ñâÿçàííîé ñ ïîíÿòèåì óñëîâíîãî �-ñóáäèôôåðåíöèàëà [3, 4].

Èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ââåäåííûõ ôóíêöèé. Ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè îêàçûâàåòñÿ âûïóêëîé. Ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîí-
íûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

f f x* min ( )� (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
h x( ) � 0 , (2)

ãäå x R n� f h R Rn, : � — âûïóêëûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ

ïðè ëþáûõ x .
Îáîçíà÷èì S x R h xn� � �{ : ( ) }0 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííîé äîïóñòèìàÿ òî÷êà

x S0 � òàêàÿ, ÷òî h x( )0 0� .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x R n� îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî S :

� � �S x x x( ) ( )� � �1 0 , ãäå � � � � �� � � � � �max{~: ( ~) ~ , ~ }1 0 10x x S .

Åñëè x S� , òî x xS� � ( ) , åñëè x S	 , òî � S x( ) ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà S .
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Òàêîãî ðîäà îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü Í.Ã. Æóðáåíêî ïðè ðàçðàáîòêå ìî-
äèôèêàöèé ìåòîäîâ ïðîåêöèè ãðàäèåíòîâ, â êîòîðûõ òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ ïðîåê-
òèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàìåíÿåòñÿ ïðèâåäåííîé îïåðàöèåé îòîáðàæå-
íèÿ. Îäíîìåðíûé ïîèñê äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ � ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí äîñòà-
òî÷íî ýôôåêòèâíî. Áëèçêèé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â [6] äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ â
ñõåìàõ äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííûì.

Ïîëîæèì � �( ) ( ( ))x f xS� , d x x xS( ) || ( ) ||� �� è îïðåäåëèì ôóíêöèþ

� � �� �( ) ( ) ( ) ( )x x x d x� � , (3)

ãäå �
� �

�
� ( )

( ( )) ( )

|| ( ) ||
x

f x f x

x x

S

S

�
� �

�

0

0
, åñëè x x
 0 , è � � ( )x � 0 , åñëè x x� 0 , �� 	 — íå-

êîòîðîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî �� ( ) ( )x f x� , åñëè x S� . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

� �� �
* { ( ): }� �inf x x R n . (4)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè � � ( )x � 0 äëÿ âñåõ x S	 , òî ��
* *� f . Åñëè íàéäåòñÿ

òî÷êà x S	 òàêàÿ, ÷òî � � ( )x � 0 , òî ��
* � � � .

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî S îãðàíè÷åíî, òî ïðè äîñ-
òàòî÷íî áîëüøèõ � ôóíêöèÿ �� ( )x âûïóêëà.

Îáîçíà÷èì  íàäãðàôèê ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå S :

 � � � �{( , ) : ( )}
 
x R S f x .

Ïîëîæèì z x� ( , )
 . Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî �� 	 . Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå
R R n� âûïóêëóþ êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó K( )� íàäãðàôèêà  îòíîñèòåëüíî òî÷êè

z f x x� �� �( ( ) , )0 0 ,

K( ) { ( ) | , }� � �� �� � � � � �v z z z z0  . (5)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî K( )� — íàäãðàôèê íåêîòîðîé âûïóêëîé
ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ � � ( )x .

Ïóñòü � �� ( , )x p0 — ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ p ôóíêöèè � � ( )x â òî÷êå x0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî � �� ( ) ( )x f x0 0� � , ýòà ôóíêöèÿ ëèíåéíà ïî ëþáîìó íàïðàâëå-

íèþ p ïðè ñìåùåíèè èç òî÷êè x0 , ò.å. � � �� �( ) ( ) ( , )x pt f x x p t0 0 0� � � � � � , t � 0 .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
� � ( ) ( )x f x x S� � � . (6)

Ðàññìîòðèì òî÷êó x , ïðèíàäëåæàùóþ ãðàíèöå ìíîæåñòâà S , îáîçíà÷èì

p x
x x

x x
( )

|| ||
�

�

�

0

0
, f x p� ( , ) — ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ

p p x� ( ) .

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ f x f x p x x f x( ) ( , ) || || ( )� � � � �� 0 0 � . Òîãäà

f x p x p� � �( , ) ( , )� �
0 è � � ( ) ( )x f x� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàíîãî íàïðàâëåíèÿ p p x� ( ) ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f t f x ptp ( ) ( )� �0 è � ��
�p t x pt( ) ( )� �0 . Ïðè t t x x� � �|| ||0 èìååì x x pt� �0 .

Ïîêàæåì, ÷òî f t tp p( ) ( )� � � .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. f t tp p( ) ( )� � � . Íåòðóäíî âèäåòü (ïî ïîñòðîå-

íèþ), ÷òî ñóùåñòâóåò t� , 0 � � �t t , òàêîå, ÷òî f t tp p( ) ( )� � �� � . Îòñþäà ïîëó÷àåì

f x f x p x x f t
f t f t

t t
t tp

p p
( ) ( , ) || || ( )

( ) ( )
(� � � � �

� �

� �
� ��� 0 t� �)
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� �
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p p

t
f t t

t t
t( )

( ) ( )

� � �
� �

� �
� � � � � � ��

� �
� ��

� �
�

�p
p p

pt
t t

t t
t t x p t( )

( ) ( )
( ) ( , )0 � �f x( )0 � ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû, ò.å. � � ( ) ( )x f x� .
Ïoêàæåì, ÷òî � �f x p g p( , ) ( )� . Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò f x p x x� � � �( , ) || ||0

� � � �f x f x( ) ( )0 � � �� ( ) ( )x f x� � �0 � �� � �( , ) || ||x p x x0 0 . Îòêóäà ïîëó÷àåì óòâåð-

æäåíèå ëåììû.

Ïóñòü fr S — ãðàíèöà ìíîæåñòâà S , x S� fr , p x
x x

x x
( )

|| ||
�

�

�

0

0
. Îáîçíà÷èì

� ( ) ( ) ( ) ( , ( )) || ||x f x f x f x p x x x� � � � � �0 0 , (7)

� �* { ( ): }� �sup frx x S . (8)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî S îãðàíè÷åíî, f h, — âûïóêëûå ôóíêöèè, ïðèíè-

ìàþùèå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè ëþáûõ x R n� . Òîãäà �* êîíå÷íî è äëÿ âñåõ �� �*

ôóíêöèÿ �� ( )x âûïóêëàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç êîíå÷íîñòè ôóíêöèé f h, ïðè ëþ-

áûõ x ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî S çàìêíóòî, à ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà íà S . Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà �* â (8) êîíå÷íà.

Ïîëîæèì �
� �( )

( ), ,

( ),
x

x x S

f x x S
�

	

� �

�
�
�

Ïóñòü �� �* , òîãäà èç ëåììû 1 âûòåêàåò � � ( ) ( )x f x� äëÿ x S� fr , ò.å. ôóíêöèÿ

�( )x íåïðåðûâíà ïðè ëþáûõ x .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l x g x( ) ,� � � �  ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé îò-

íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà S ê ôóíêöèè f x( ) , åñëè l x f x( ) ( )� äëÿ ëþáûõ x S� è ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà x S�� òàêàÿ, ÷òî l x f x( ) ( )� � � è g f x�� �( ) , ãäå � �f x( ) — ñóáäèô-
ôåðåíöèàë ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå x � . Òî÷êó x � áóäåì íàçûâàòü îïîðíîé òî÷êîé
ôóíêöèè l x( ) .

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îïîðíûõ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà S ôóíêöèé
l x g x( ) ,� � � �  , îáîçíà÷èì H ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ( , )g  , ïîðîæäàþùèõ òàêèå
ôóíêöèè.

Ïîëîæèì
�

f x g x g( ) max{ , : ( , ) }� � � � ��  , x R n� .

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ
�

f x( ) âûïóêëàÿ è
�

f x f x( ) ( )� � �x S .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè �� �* èç ëåììû 1 ñëåäóåò � � ( ) ( )x f x�
�

äëÿ ëþáûõ

x S	 , îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (6), ïîëó÷àåì � � �( ) max{ ( ), ( )}x f x x�
�

, ò.å. ôóíêöèÿ �( )x

âûïóêëàÿ.

Ïóñòü x S	 . Ïîëîæèì p
x x

x x
�

�

�

0

0|| ||
, x xS� � ( ) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � � ( )x0 �

� �f x( )0 � è òî, ÷òî ôóíêöèÿ � � ( )x ëèíåéíà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ p ïðè ñìåùå-

íèè èç òî÷êè x0 , ïîëó÷àåì

� � �
� �

� �
� �( ) ( ) ( )

( ) ( )

|| ||
|| || ( )x x x

x x

x x
x x f x� � �

�

�
� � �

0

0

f x f x

x x
x x x

( ) ( )

|| ||
|| || ( ).

� �

�
� �

0

0

�
��
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Òàêèì îáðàçîì, �� ( )x — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ðàññìîòðèì � � � � � � � � � � �� �S nf x v E f z f x v z x z S( ) { | ( ) ( ) , }0 0 0 — óñëîâ-

íûé �-ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå x0 , �� 	 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

ââåäåííîé ðàíåå ôóíêöèè � � ( )x èìååò ìåñòî

� �� �( ) ( ) , | ( )}x f x v x x v f xS� � � � � � ��sup{ 0 0 0 , x R n� . (9)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è �� �* . Çàäà÷à (4) èìååò
êîíå÷íîå çíà÷åíèå ��

* *� f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 0�� �
S f x( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òî÷åê x S	 èìååì � �� �( ) ( )x x� . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

� � ( )x ëèíåéíà ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ p ïðè ñìåùåíèè èç òî÷êè x0 , äëÿ êîíå÷íîñ-

òè ��
* íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ p áûëà íåîò-

ðèöàòåëüíà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî 0 0�� �
S f x( ) . �

Ïóñòü çàäàíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî � , fr S — ãðàíèöà ìíîæåñòâà S . Ïîëîæèì

� �* ( ) { ( ): }� �� � �sup frx x S . (10)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è äîïîëíèòåëüíî x0� � .
Òîãäà äëÿ âñåõ �� �* ( )� ôóíêöèÿ �� ( )x âûïóêëà íà ìíîæåñòâå � .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

2. Çàäà÷à (4) åñòü çàäà÷à áåç îãðàíè÷åíèé, äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èññëå-
äîâàòü ñâîéñòâà ôóíêöèé �( )x , d x( ) .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå � S . Ïóñòü çàäàíû òî÷êà x S	 è íåêîòîðîå íàïðàâëå-
íèå p R n� , || ||p �1. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷àíèÿ:

• � �S x p( , ) — ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ p îòîáðàæåíèÿ � S â òî÷êå x , åñëè
òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò;

• x xS� � ( ) ;
• � — êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà S â òî÷êå x;
• v x x� � .
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå �( , , )p v x âåêòîðà p íà ãðàíèöó êîíóñà � :

� �( , , )p v x p v� � , ãäå � � � �� � � �max{
~
:

~
,

~
}p v � R .

Îòîáðàæåíèå �( , , )p v x ïåðåìåùàåò òî÷êó p ïî íàïðàâëåíèþ v äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ãðàíèöåé êîíóñà � .

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî p R n� îòîáðàæåíèå � S äèôôåðåíöèðóåìî ïî íàïðàâëå-

íèþ p â òî÷êå x è � � �� �S x p r p v x( , ) ( , , ) , ãäå r x x x x� � � � �|| || || ||0 0 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì � �� �x . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå �
�

. Ïîíÿòíî,

÷òî x xS� �� ( ) �
�

( )x . Ïóñòü x x p t� � � � , t � 0. Ïîëîæèì x x pt� � ��
�

( ) . Äëÿ èë-

ëþñòðàöèè äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ðèñ. 1, íà êîòîðîì èçîáðàæåíî ñå÷åíèå ìíî-

æåñòâà � (çàøòðèõîâàíî) ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x0 , x, �x . ×åðåç òî÷êó x

ïðîâåäåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îòðåçêó ( , )x x � , ÷åðåç òî÷êó �x —

ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îòðåçêó ( , )x x . Òàêèì îáðàçîì, îòðåçêè ( , )x x� , ( , )z x è ( , )x x ,

( , )y x� ïàðàëëåëüíû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî y x p t v x� � �� ( , , ) , îòêóäà x x r z x�� � � � �( )

� � � � � �r z y y x( ) r z y r p t v x� � � � �( ) ( , , )� . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî z y o t� � ( ) , à

� �( , , ) ( , , )p t v x t p v x� � � . Îòêóäà � �
� �

( ) ( )x pt x� � � t r p v x o t� � ��( , , ) ( ) , ò.å.
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îòîáðàæåíèå �
�

äèôôåðåíöèðóåìî

ïî íàïðàâëåíèþ p â òî÷êå x .

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
�

�
( ) ( ) ( )t x p t x p tS� � � � � �� � .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç âûïóêëîñòè
ìíîæåñòâà S ñëåäóåò ìîíîòîííîå

óáûâàíèå âåëè÷èíû
|| ( ) ||� t

t
ïðè

t ��0 . Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó � —
êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíî-
æåñòâà S â òî÷êå x , òî

lim
|| ( ) ||

t

t

t��
�

0
0

�
. Äàëåå ïîëó÷àåì

� �S Sx p t x( ) ( )� � � � �
�

( )x p t� � �

� � � � � � �� �
�

� �( ) ( ) ( , , ) ( ) ( )x t t r p v x t o t .

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ h äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x xS� � ( ) è âåêòîð

�h x( ) — åå ãðàäèåíò â òî÷êå x . Òîãäà îòîáðàæåíèå � S äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå
x è

�� � �
�

� �
�S x p r p

p h x

x x h x
x x( , ) (

( , ( ))

( , ( ))
( )) , (11)

ãäå r îïðåäåëåíî â ëåììå 2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî êîíóñ � — ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåìîå

íîðìàëüíûì âåêòîðîì �h x( ) . Ðåçóëüòàò îòîáðàæåíèÿ �( , , )p v x âåêòîðà p íà ãðàíè-
öó ìíîæåñòâà � èìååò âèä y p v� � � . Ãðàíèöà êîíóñà �( )z îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì ( ( ), )� �h x y 0 . Îòñþäà íàõîäèì � è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ d x x xS( ) || ( ) ||� �� .

Ëåììà 4. Â òî÷êàõ x S	 ôóíêöèÿ d äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì. Åñëè
ôóíêöèÿ h äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x S x� � ( ) , òî d äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è

� �
�

� �
� �

�d x
r

d x
x x

r

x x h x
h x( )

( )
( )

( , ( ))
( )

1
. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå p . Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ïðè ìàëûõ t � 0 èìååò ìåñòî

d x tp x tp x t x p o t x x t pS( ) || ( , ) ( ) || || || (� � � � � � � � � � � �� �2 2 S x p o t( , )) ( )� �1

� � �
� � �

�
�|| ||

( , ( , ))

|| ||
( )x x t

x x p x p

x x
o tS�

2 .

Îòñþäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè d ïî íàïðàâëåíèþ p â òî÷êå x ðàâíà

d x p
x x p x p

d x

S� �
� � �

( , )
( , ( , ))

( )

�
. Åñëè ôóíêöèÿ h äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x xS� � ( ) , òî, ïîäñòàâëÿÿ äëÿ � �S x p( , ) âûðàæåíèå èç (11), ïîëó÷àåì

d x p
r

d x
x x

r

x x g
g p� �

�
� �

� �
�

 
!

( , )
( )

( )
( , )

,
1

, ãäå g h x�� ( ) . Îòñþäà ñëåäóåò (12). �

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ � �( ) ( ( ))x f xS� .
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Ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2



Ëåììà 5. Ïóñòü x S	 , â òî÷êå x xS� � ( ) ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà. Òîãäà

â òî÷êå x �( )x äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì. Åñëè äîïîëíèòåëüíî â òî÷êå
x xS� � ( ) äèôôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ h , òî �( )x äèôôåðåíöèðóåìà è

� �
�
� � �

� �

� �
�  

!
�( ) ( )

( , ( ))

( , ( ))
( )x r f x

x x f x

x x h x
h x . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå p , ÷èñëî t � 0 . Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî � � � �( ) ( ( )) ( ( ) ( , ) ( )))x tp f x t p f x t x p o tS S S� � � � � � � � �
� � � � �f x t f x x p o tS( ) ( ( ), ( , )) ( )� , ò.å. ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ íàïðàâëåíèþ p

ôóíêöèè �( )x è îíà ðàâíà �� ( , )x p = ( ( ), ( , ))� �f x x pS� .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî â òî÷êå x xS� � ( ) äèôôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ h , òî, ïîä-

ñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ �� S x p( , ) , ïîëó÷àåì � � � �
� �

�
� ( , ) ( ( )

( , ( ))

( , )
, )x p r f x

x x f x

x x g
g p ,

ãäå g h z�� ( ) . Îòêóäà ñëåäóåò (13). �
3. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å (4) . Ãðàäèåíòû ôóíêöèè �� â òî÷êàõ, ãäå îíà äèôôåðåí-

öèðóåìà, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (11)–(13).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèè f è h âûïóêëû, ìíîæåñòâî òî÷åê,
â êîòîðûõ �� íåäèôôåðåíöèðóåìà, èìååò ìåðó 0. Ñëåäóÿ [7], îïðåäåëèì ïî÷òè ãðà-
äèåíò ôóíêöèè �� , â òî÷êå x êàê ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðàäèåíòîâ
{ ( )}� �

��� xk
k 1 , ãäå { }xk

k�
�

1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê x è òàêàÿ,

÷òî âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèÿ �� äèôôåðåíöèðóåìà. Â êà-
÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ïî÷òè ãðàäèåíòó â òî÷êå x ìîæíî âçÿòü ãðàäèåíò ��� ( )xk

â òî÷êå xk , äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê x .
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ëþáîé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè âû-

ïóêëûõ ôóíêöèé. Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ òðåáóåò ðåøåíèÿ ìíîãèõ âîï-
ðîñîâ. Íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü è óòî÷íÿòü èòåðàöèîííî çíà÷åíèå � , ÷òîáû îáåñïå-
÷èâàëàñü âûïóêëîñòü ôóíêöèè, è ñîîòíîøåíèå � � ( )x � 0 . Ïîíÿòíî, ÷òî òî÷êó x0 ,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ôîðìèðóþòñÿ ôóíêöèè � , �� , ìîæíî èçìåíÿòü â õîäå ðåøå-
íèÿ, íî ýòî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà �.

Aâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Í.Ã. Æóðáåíêî è Ò.À. Áàðäàäûì çà
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è öåííûå ñîâåòû.
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