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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêîìïîíåíòíûå òåëà, äèíàìè÷åñêîå óïðóãîå äåôîðìèðî-

âàíèå, èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ.

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé ãðàäèåíòîâ

ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê â çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè [2]

ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé òåõíîëîãèè, îñíîâàííîé íà òåîðèè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ [3–5], ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê

ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøèå ÷èñëåííûå ïðèáëèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ âîññòàíàâëèâà-

åìûõ õàðàêòåðèñòèê çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñîñòàâíûõ ïëàñòèí [6, 7].

Â äàííîé ñòàòüå ïîñòðîåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿ-

çîê äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷ äè-

íàìè÷åñêîãî óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ òåë.

1. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÍÀ×ÀËÜÍÎÃÎ
ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ àíàëèçà äèíàìèêè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òåë ÷àñòî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èõ íà÷àëüíîå íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäóÿ [8], èìååì � � � �� � �D( )0 0 , ãäå �,

� — òåíçîðû íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé; � 0 , �0 — íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, äåôîð-

ìàöèè, êîòîðûå ÷àñòî ñëîæíî îïðåäåëèòü, D — ìàòðèöà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ ñòðîãî ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ
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Çàäà÷ó (1)–(5) áóäåì ðåøàòü ïðèáëèæåííî. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ôóíêöèîíàë-

íåâÿçêó ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè �i :
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Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(4) èñïîëüçóåì åå

îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 ,

êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì:
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Âìåñòî çàäà÷è (1)–(5) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (7)–(9), (6), ñîñòîÿùóþ â

íàõîæäåíèè ýëåìåíòà u��, ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë (6) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå � ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé (7)–(9).

Èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ
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" äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
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l y u w y u f wn i

i

N

n i L i� ��( ( ) ; ) ( ( ) , ) ( )� �
�
�

1
2

. (19)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáîçíà÷åíèÿ

� 	 	

	 	

�( , ) ( ( ) ( ), ( ) ( )) ,

( ) ( ( ), ( ) (

u Y u Y Y Y

L f Y Y Y

� � �

� � �

0 0

0 0)) ,�

(20)

ãäå Y A( )	 	� , Y A( )0 0� , ( , ) ( , ) ( )� � � � �� �� � i i i L

T

i
dt

2

0

, � ��
�

{ }i i
N

1
, � ��

�
{ }i i

N
1
,

� �i i x t� ( , ) , ( , )x t iT�� .

Ïóñòü u, 	�� . Ïðè � � ( , )0 1 z u u� � � �� 	( ) �. Èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

lim
( ( )) ( )

( , ) ( ) ( ; )
�

� 	

�
� 	 	 	

$ �

� � �
� � � � � � �

0

J u u J u
u u L u J u u � % � � &J uu , .	 .(21)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè w òîæäåñòâà (17) ðàçíîñòü y u y un n( ) ( )� �1 . Ñ ó÷å-

òîì (14), (15) ïîëó÷èì

i

N

i n

T

i n n L

T

y u f y u y u dt
i

�
��� �� � �

�

10

1

0

2

2
� �

�
�( ( ) , ( ) ( )) ( )

�
�

	




�
�

�




�
�

��
t

y u y u dtn n2 1, ( ) ( )

� � � ��� �a y u y u dt l u dtn n

T

n

T

( , ( ) ( )) ( ~ ; )� ��1

0 0

#

� �
�

���
i k l m

T

iklm ik lm ik ikc u dx dt u

, , ,

~ ( ) ~ (

1

3

0

1 2

�

# #� � � � )

,

dx dt

i k

T

�
���

1

3

0 �

, (22)

ãäå � � ��y u y un n( ) ( )1 .

Ïîñêîëüêó

� �( , ) ( ) ( ( ) , ( ) ( ))u u u L u u Y u f Y u Y un n n n n n n n� � �� � � � � �1 1 1 , (23)

òî ñ ó÷åòîì (21), (22) èìååì

% & � �
�

���J u c u dx dtu n

i k l m

T

iklm ik lmn
' , ~ ~ ( )

, , ,

# #
� 1

3

0

1 � � #
�

~ ( ) .

,

u dx dt
ik ik

i k

T
2

1

3

0

� �
�
��� (24)

Ðàâåíñòâî (24) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòà �J un
ôóíêöèî-

íàëà (6) ïðè u un� äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåííî-äå-

ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ � � , �0 .

Èìååì
� �J un

~
� , (25)

ãäå
~ ~

,
~ ~

,
~ ~

� � � � � �� � �
� � �

{ } { } { }l l l l
j

j l
j

li
j

i1
2

1
2

1
6 .
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Â îáùåì ñëó÷àå íà îñíîâàíèè (24) ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ~ ~u uij
l

ji
l� èìååì:

~
( ) , ,

, ( )
,

� � �
�1 2 2

1

3

0

1 3
i i

j

l m

iilm lm

T

c dt i
j� �

�

� ��� �
;

~
( ) , ,

,

� � �
1 1

01

3

2 2 3
k
j

klm lm

T

l m

c dt k
j

� ���
�

�
;

~
( )

,

� � �
15 23

1

3

0

2j
lm lm

l m

T

c dt
j

�
�

�� �
;

~
( ) , ,

, ( )
� � �

�2 2 2
0

1 3
i i

j
ii

T

j
dt i

� �
� � �� �

; (26)

~
( ) , ,� � �

2 1

0

2 2 3
k

j
k

T

j
dt k� � �� �

;
~

( )� � �
25 23

0

2j
T

j
dt� � � �

,

� �
��
�� �J dx

u
kj l

lk
j

n

j

2

1

6

1

2
2

,

(
~

)

�

� .

Çäåñü �( )k �1 ïðè k � 0, �( )k � 0 ïðè k ' 0.

Åñëè ìàòåðèàë ñîñòàâëÿþùèõ � �1 2, òåëà� èçîòðîïíûé, òî, ñëåäóÿ [10], ìîæíî

ïðåäïîëîæèòü � � �
lm lmT0 � , ãäå � — êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, � lm —

ñèìâîë Êðîíåêåðà, T T T� � 0 — èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T òî÷êè x�� îò íà÷àëüíî-

ãî ñîñòîÿíèÿ T0 .

Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ èçîòðîïèè, íà îñíîâàíèè (5�) ìîæåì çàïèñàòü

� � � �
11
0

22
0

33
0

1
1� � � � �T u uii

~ , i �1 3, ; ~uij
1 0� ïðè i j� ; i j, ,�1 3, ãäå � �

� j

j� ,

j �1 2, .

Â ýòîì ñëó÷àå
~

{
~

}� ��
�l l 1

2 ,
~

{
~

}� �l l
j

j
�

�1
2 ,

~
{

~
}� �2 2 1

2�
�

j
j

,
~

{
~

}� �
2 2 1

6j
i

j
i

�
�

,
~
�

1
j �

�
��

��� c dtiilm lm

l mi

T

j
� �( )

, 1

3

1

3

0
�

.

Ñîñòàâëÿþùèå
~
�

2i
j îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè (26) è

� � �
�
�
�

�
�
 ��

���J dxu
j

i
j

ij
n

j

2

1
2

2
1

6
2

1

2

(
~

) (
~

)� �

�

.

Åñëè èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû Ò ïî îáëàñòÿì � �1 2, èçâåñòíî, òî íà îñíîâàíèè

(24) èìååì
~

( )

,

� � �
1

1

3

1

3

0

j
iilm lm

l mi

T

Tc dx dt

j

�
��

����
�

. Ñîñòàâëÿþùèå
~
�

2i
j îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè (26) è � � �
	




�
�
�

�




�
�
�

���
��

J dxu
j

i
j

ij
n

j

2

1
2

2
2

1

6

1

2

(
~

) (
~

)� �

�

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ îøèáîê (10), (11) ïðè

îïðåäåëåíèè ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (7)–(9), (6) íàïðàâ-

ëåíèå ñïóñêà pn è êîýôôèöèåíòà 
n ìîæåì îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé

(11), ãäå

e y u f e y u fn n i i
N

n

T

i

N

n i
iT

� � � �
�

�
� �{( ( ) ) } , || || || ( ) )

� 1
2

0 1

||
( )L i

dt
2

2
�

.

Ðåøèâ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z x t W T(
~

; , ) ( , )� � 0 , óäîâëåòâîðÿþùåé

� �w V0 ðàâåíñòâàì

�
�

�

	



�
�

�



�
� � � � �

2

2
0

z

t
w a z w l u J w t Tun

, ( , ) (~( ) ; ), ( , ) , (27)
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z y
z

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (28)

íàõîäèì

AJ z Ju i u i
N

n n
� � �

�
( )

1
, (29)

ãäå z J z x i Ni un iT
( ) (

~
; ) , ,� � ��

�
1 ; AJ z J dtu i u L

T

i

N

n n i

� � ���
�

2 2

01
2

( )
( )�

.

Ó÷èòûâàÿ (29), ìîæíî ðåàëèçîâàòü ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà (10), (12) äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (7)–(9), (6).

Íà îñíîâàíèè ðåøåíèÿ z W T� ( , )0 çàäà÷è âèäà (27), (28), ãäå âìåñòî �J un
èñ-

ïîëüçîâàíà ôóíêöèÿ pn , îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî âûðàæåíèÿ ñèñòåìû

(13), ïîëó÷èì âåêòîð Apn . Ýòî ïîçâîëèò ðåàëèçîâàòü ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-

òîâ (10), (13) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è

(7)–(9), (6).

2. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÍÀ×ÀËÜÍÎÃÎ
ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Íà îñíîâàíèè (24) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå ãðàäèåíòà �J un
äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà âñå èëè ÷àñòü âîññòàíàâëèâàåìûõ íåèçâåñòíûõ � �ij ij
0 0, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü

u x l k i
li
k

li
kj

j

m

li
kj

li
k

� � �
�
� � �

1

1 2 1 6( ), , , ; , , (30)

ãäå �
li
kj R R� , — ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, { }�

li
kj

j

mli
k

�1
— ñèñòåìà ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Íà îñíîâàíèè (24) ñ ó÷åòîì (5�) èìååì

� �J un

~
� , (31)

ãäå:
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� � �li
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3. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ
ÍÀ ÑÄÂÈÃ ÑËÀÁÎÏÐÎ×ÍÎÃÎ ÂÊËÞ×ÅÍÈß

Ïóñòü íà îáëàñòÿõ � �1 2T T, îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé óïðóãîãî ðàâíîâå-

ñèÿ (1). Íà ãðàíèöå �T çàäàíû ñìåùåíèÿ (2). Íà ðàçðåçå �T óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

èìåþò âèä

[ ] ,

[ ] , [ ] , [ ].

y

u y

n

n s s s

�

� � ��

0

0 0� � �
(32)

Ïðè t � 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà N ïîâåðõíîñòÿõ � i �� èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, ò.å. ñëåäû

ðåøåíèÿ y ó õ t� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), (4), (32), çàäàííûå

ðàâåíñòâàìè (5).

Çàäà÷à (1), (2), (4), (5), (32) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèè u u x t� � �( , ) �

� �C T( )� , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå y y u y u x t� �( ) ( ; , ) çàäà÷è (1), (2), (4), (32) óäîâ-

ëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (5), ãäå C x t CT T� � � �( ) { ( , ) ( ): }� 	 � 	 0 .

Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), (4), (32) áó-

äåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2), (4), (32) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u� �( )

� �y u x t W T( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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0 0
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1 20( ), , � � , (34)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 1,

a u y w c y w dx u y

i k l m
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, , ,

� �
�

�� �
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l w f w c w dx

i k l m
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0 0
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,

w dx

i k�
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�

.

Ñëåäóÿ [3], ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì u�� ðåøåíèå

y y u W T� �( ) ( , )0 çàäà÷è (33), (34) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ïðèðàùåíèå ( � # y ðåøåíèÿ y ó u� ( ) , ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ #u ,

îïðåäåëèì êàê ðåøåíèå çàäà÷è: íàéòè ôóíêöèþ ��W T0 0( , ) , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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�

� �
�

�
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0

t
w a u w l u w t T, ( ; , ) ( ; ), ( , )# , (35)

�
�

t
tt

x
�

�
�

�

�
� �

0
0

0 0, , � , (36)

ãäå l u w u y u w ds s�

�

�( ; ) [ ( )][ ]# #� �� .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (33), (34), (6) ñîïðÿæåííàÿ

íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä (16), ãäå âìåñòî r èñïîëüçóåì ôóíêöèþ

u un� �� . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáîáùåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíê-

öèè � �� �( , ) ( , )x t W Td 0 , êîòîðàÿ � �w x Vd( )
0

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

t
w a u w l y u w t Tn n, ( ; , ) ( ( ) ; ), ( , ) , (37)
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�
�

t T t
x

�
�
�

�
� �0, � , (38)

ãäå ìíîæåñòâà W T Vd d( , ),0
0

îïðåäåëåíû â ðàçä. 1, ôîðìà l y u wn� ( ( ) ; ) èìååò

âèä (19).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáîçíà÷åíèÿ
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� � 	 �) ( )) ,�Y un

(39)

ãäå
~

( ) {~( ) }Y u y un n i
N

i
� � �

�1 1 1�
.

Çäåñü åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ~ ~( ) ( , )y y u W Tn� ��1 0 , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâ-

ëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�

�

�

�

	




�
�

�




�
�
� � ��

2

2

~
, ( ; ~, ) ( ) [ ( )][ ]

y

t
w a u y w l w u y u wn n n# d t T�, ( , )� 0 , (40)

~ ( ),
~

( ),y y x
y

t
y x x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2� � . (41)

Ïðè u un n� �# � � �� ( , )0 1 u un n� ��# � . Íà îñíîâàíèè (40), (41) � �� ( , )0 1

èìååì

� �
�

� �

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2

( ( ) )
, ( ; ( ) , )

y u y

t
w a u y u y wn

n n

#
#

� � ��l w u y u w d t Tn n( ) [ ( )][ ] , ( , )� �

�

# 0 , (42)

( ( ) ) ( ),
( ( ) )

( ),y u y y x
y u y

t
y x xn t

n

t

� �
� �

�
� � �

�
�

#
#

��
�

0 0
0

1 1 �2 . (43)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî # #� �y y un� 0 ( ), ãäå y un0 ( )# � � — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è (35), (36) ïðè u un� . Ñ ó÷åòîì (42), (43) è îáîçíà÷åíèé (39) èìååì

lim
( ( )) ( )

�

�

�$ �

�� � �
�

0

1J u u u J un n n

� % & ) �J u u u L uu n n n nn
' , ( , ) ( )# # #� . (44)

Ñ ó÷åòîì (39) íà îñíîâàíèè (44) ïîëó÷àåì

% � & ) � ��J u Y u f Y u Y uu n n n nn
, ( ( ) ,

~
( ) ( ))# 1 � . (45)

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè w òîæäåñòâà (37) ðàçíîñòü ~( ) ( )y u y un n� �1 . Ñ ó÷å-

òîì (33), (34), (40), (41), èìååì

% � & ) �J u l u dtu n

T

nn
, ( ; )# #� �

0

. (46)

Ñëåäîâàòåëüíî,
� )J u nn

~
� , (47)

ãäå
~

[ ( )] [ ] ,� �
�n s n sy u

T

� � || | |
~� ) ��J d dtu n

T

n

2 2

0

� �

�

.
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè � � � �0 R , R� � �*( , )0 , òî
~

[ ( )][ ]� � �

�

n s n s

T

y u d dt� � ��
0

,

|| ||
~� )J u nn

2 2� . Åñëè � � ��C T([ , ))0 , òî
~

[ ( )][ ]� � �

�

n s n sy u d� �� , || ||
~� ) �J dtu n

T

n

2 2

0

� .

Åñëè � � �C ( )� , òî
~

[ ( )][ ]� �n s n s

T

y u dt� ��
0

, || ||
~� ) �J du nn

2 2� �

�

.

4. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ
ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ ÍÀ ÑÄÂÈÃ ÑËÀÁÎÏÐÎ×ÍÎÃÎ ÂÊËÞ×ÅÍÈß

Íà îñíîâàíèè (46) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòà �J un
äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà èñêîìûé ïàðàìåòð u èùåòñÿ â âèäå

u x t x t R i m Ri i

i

m

T i
m m� � � � � � � �

�
� �� � � � �

1

0 0 1 0( , ) , ( , ) , , , , � , (48)

ãäå { }�� i
m
�1

— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Íà îñíîâàíèè (46) ñ ó÷åòîì (48) ïîëó÷àåì

� �J u nn

~
� , (49)

ãäå
~

{
~

} ,
~

[ ( )] [ ] , ||� � � � � �

�

n ni i
m

ni i s n s

T

uy u d dt J� � � �
� ��1

0
n ni

i

m

||
~2 2

1

)
�
� � .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè � � �( ([ , ])) ,C T m0 � �i i x� ( ) , òî u t xi i

i

m

�
�
� � �( ) ( )

1

è
~
�ni �

� � � � �

�

i s n sy u d[ ( )][ ] , || ||
~� ) � �

�

J dtu

T

ni

i

m

n

2

0

2

1

� .

5. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏÐÓÃÈÕ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ

Ïóñòü îáëàñòè � �1 2, èçîòðîïíûå. Òîãäà [11]

aijlm ij lm il jm im jl� � ��� � � � � � �( ),

� � � � � ��ij ji kk

k

ij ijy y y y i j( ) ( ) ( ) ( ), ,� �
	



�
�

�



�
� �

�
�

1

3

2 �1 3, , (50)

ãäå � ij — ñèìâîë Êðîíåêåðà; � �, � �const 0 — óïðóãèå ïîñòîÿííûå (ïîñòîÿííûå

Ëÿìå).

Íà êàæäîé èç îáëàñòåé � i , i �1 2, , îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìè÷åñ-

êîãî óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ (1), ãäå êîìïîíåíòû � ij òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò

âèä (50). Íà ãðàíèöå �T çàäàíû ñìåùåíèÿ (2). Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ó÷àñòêå �T

èìåþò âèä (3). Ïðè t � 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà N ïî-

âåðõíîñòÿõ � i �� èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (5).

Îáîçíà÷èì u1 � � , u2 � � . Ïîëó÷åíà çàäà÷à âèäà (1)–(5), ñîñòîÿùàÿ â íàõîæ-

äåíèè âåêòîðà u u u R R� � � �� �( , )1 2
2 2

� , ïðè êîòîðîì ðåøåíèå ó ó u õ t� ( ; , ) çàäà÷è

(1)–(4) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (5).

Çäåñü u u ul l l
� ( , )1 2 , u u l i

l
i

l
i

� �
�

, , ,1 2. Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (6).

Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è âèäà

(1)–(4) èñïîëüçóåì åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è âèäà (1)–(4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u� �( )

� �y u x t W T( ; , ) ( , )0 , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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�
�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

y

t
w a u y w l w t T, ( ; , ) ( ), ( , ) , (51)

y y
y

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (52)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 1,

a u y w u y w u y wij ij

i j

( ; , ) ( ) ( )

,

� �
�
�
+

�+

�
�
+

�
�1 2

1

3

2div div � �

 +
�� dx

�

� �� r y w d l w f ws s[ ][ ] , ( ) (
~

, )

�

� .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un �� ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (51), (52), (6) ñîïðÿ-

æåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä (16).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáîáùåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèè

�( , ) ( , )x t W Td� 0 , êîòîðàÿ � �w x Vd( )
0

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

�
�

� �
�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

t
w a u w l y u w t Tn n, ( ; , ) ( ( ); ), ( , ) , (53)

�
�

t T
t Tt

x
�

�
�
�

�
� �0, � , (54)

ãäå ôîðìà l y u wn� ( ( ) ; ) èìååò âèä (19), ìíîæåñòâà W T Vd d( , ),0
0

îïðåäåëåíû â

ðàçä. 1,

a u w u w u wn ij ij

i j

( ; , ) ( ) ( )

,

� � � � �� �
�
�
+

�+

�
�

�
�1 2

1

3

2div div
+

 +
�� �

�

dx r w ds s[ ][ ]� �

�

.

Ñïðàâåäëèâû âûðàæåíèÿ âèäà (35), (36), ãäå

l u w u y u w u y u wn n ij n ij

i j

� � �( ; ) ( ) ( ( )) ( )

,

# # #� � �1 22div div

�
��

�
�
+

�+

�
�
+

 +1

3

�

dx . (55)

Ñëåäîâàòåëüíî,
� )J u nn

~
� , (56)

ãäå
~

{
~

}� �n nl l
�

�1
2 ,

~
{

~
}� �nl nl

i
i

�
�1

2 , l �1 2, ,
~

( )� �
n
l

n

T

y u dx dt

l

1
0

� � �� div div

�

,
~
�

n
l

2
�

� �
�
���2

1

3

0

� � �ij n ij

i j

T

y u dx dt

l

( ( )) ( )

,�

, l �1 2, ; || || (
~

)

,

� )
�
�J u nl

i

l i
n

2 2

1

2

� .

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ïðèðàùåíèå � � # y ðåøåíèÿ y y u� ( ) , ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðèðàùåíèþ #u îïðåäåëèì íà îñíîâàíèè ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷è âèäà (1)–(4) ñîñòîÿíèÿ òåëà, òî

l u w
x

u y u u yn
kk

ll n ik

l

ik� � � �( ; ) ( ( )) (# # #�
�

�
�

� �
� �

1

3

1

1

3

22 ( )) .u w dxn

i

i

	



�
�

�



�
�

�
�
+

�+

�
�
+

 +�
��

1

3

�

(56�)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ
~
�

nl
i âåêòîðà

~
�n (56) èìååì

~
( ( )� �

n
j

kk

ll n

li x
y u

1
1

3

1

3

1
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�
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ik i dx dt� � ,
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j ik n
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T
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dx dt j

l

2
1
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3
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.
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Çàìå÷àíèå 4. Â ñèëó âçàèìíî îäíîçíà÷íîé çàâèñèìîñòè ìåæäó êîýôôèöèåíòà-

ìè Ëÿìå � , � è óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè E , � (Å — ìîäóëü Þíãà, � — êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà, �
�

� �
�

� �( )( )1 1 2
, �

�
�

�

E

2 1( )
, �

�

� �
�

�2( )
, E �

�

�

� � �

� �

( )3 2
), íà îñíîâà-

íèè (55) èëè (56�) ëåãêî ìîæåì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåíèå
~
�n ãðàäèåíòà �J un

(56) äëÿ

èäåíòèôèêàöèè îäíîãî èç íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ Å èëè � íà îáëàñòÿõ � �1 2, , îä-

íîé èç íèõ èëè ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ Å , � íà ðàçíûõ îáëàñòÿõ � �1 2, .

6. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÌÀÑÑÎÂÛÕ ÑÈË

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ ñòðîãî ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ �1,

� 2 îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ

�
��

�
�

�

�
� � �

�
�

2

2
1

3

1 3 0
y

t x
u x t i t Ti ik

kk

i ( , ), , , ( , ) , (57)

ãäå

� �ik

l m

iklm lmc u u u u L T L� � � �
�

�
,

, ( , , ) ( ( , ; ( )))

1

3

1 2 3
2

20� � 3 . (57�)

Íà ãðàíèöå �T çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ (2). Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà �
T

èìåþò

âèä (3), à ïðè t � 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà N ïîâåðõ-

íîñòÿõ � i �� èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (5).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ó ó u õ t� ( ; , )

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (57), (2)–(4) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (57), (2)–(4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ó ó u õ t W T� �( ; , ) ( , )0 , êî-

òîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

y

t
w a y w l u w t T, ( , ) ( ; ), ( , ) , (58)

y y
y

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (59)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 1,

a y w c y w dx r y w

i k l m

iklm lm ik s s( , ) ( ) ( ) [ ][

, , ,

� �
�

�� �
1

3

�

� �

�

]d� . (60)

Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó (58), (59), (6), ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè âåêòîð-ôóíêöèè u ,

ìèíèìèçèðóþùåé íà � ôóíêöèîíàë (6), ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (58), (59), áóäåì ðåøàòü

ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (10).

Íà êàæäîì øàãå îïðåäåëåíèÿ ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� ââå-

äåì â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿæåííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà (16), ãäå � �ik ( ) �

�
�

�
l m

iklm lmc

,

( )

1

3

� � . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáîáùåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä (17), (18).

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ôóíêöèè w òîæäåñòâà (17) ðàçíîñòü y u y un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷å-

òîì (58), (59), (18) ïîëó÷àåì

� �i n

i

NT

i n n Ly u f y u y u dt
i

( ( ) , ( ) ( )) ( )

�
��� � � �

10

1 2

�
� �

�

	




�
�

�




�
�

� ��
�� � �

2
1

2
0

1

( ( ) ( ))
, ( ( ) (

y u y u

t
dt a y u yn n

T

n u u dtn n

T

), ) ( , )� �� � #
0

.
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Íà îñíîâàíèè ýòîãî ðàâåíñòâà èìååì

% � & � �J u u dtu n

T

nn
, ( , )# #

0

� . (60�)

Ñëåäîâàòåëüíî,
� �J un

~
� , (61)

ãäå
~
� ��

�T
.

Íàëè÷èå ãðàäèåíòà �J un
ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (10) äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u��.

7. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÌÀÑÑÎÂÛÕ ÑÈË

Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (60�) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòà �J un
äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà âñå èëè ÷àñòü ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ìàññîâûõ ñèë u u x ti i
�

�
{ }( , )

1
3

ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíî íå-
çàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü

u x t x t i x ti ij

j

m

ij T

i

( , ) ( , ), , , ( , )� � �
�
� � �

1

1 3 � , (62)

ãäå � ij R� , { }�ij j

mi

�1
— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Íà îñíîâàíèè (60�) ïîëó÷àåì

� �J un

~
� , (63)

ãäå
~

{
~

} ,
~

{
~

} ,
~

, |� � � � � � �� � �
� � ��i i i ij j

m
ij ij i

T
i dx dt

1
3

1
0 �

| || (
~

)� �
��
��J u ij

j

m

i
n

i
2 2

11

3

� .

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè � � � �ij ij ij ijx t� �( ), ( ) — âîññòàíàâëèâàåìûå ïàðàìåòðû,

òî
~

( ) ( , )� � �ij ij ix x t dx� �
�

, || ||
~� � ���

��

J dtu ij

T

j

m

i
n

i
2 2

011

3

� .

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè ñîñòàâëÿþùàÿ ui âåêòîðà ìàññîâûõ ñèë íåèçâåñòíà ëèøü

íà îáëàñòè � l l, { , }� 1 2 , à îñòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå uk èçâåñòíû, òî èìååì � �J un

~
� ,

ãäå
~

{
~

} ,
~

( , )� � � � �� �
� ��j j

m
j ij i

T
i

l

x t dx dt
1

0 �

, ãäå k i�{ , }\1 3 .

Àíàëîãè÷íî ìîæåì îïðåäåëèòü ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà �J un
ïðè äðóãèõ ïðåä-

ïîëîæåíèÿõ îá âîññòàíàâëèâàåìîì âåêòîðå u .

8. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ

Ïóñòü äëÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîãî òåëà èìååò ìåñ-

òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

�
��

�
�

�

�
� � �

�
�

2

2
1

3

1 3
y

t

y

x
f x t x t ii ik

kk

i T

( ) ~
( , ), ( , ) , , ,� (64)

ãäå � � �ik ik iklm lm

l m

i i
y c y f f� � �

�
��( ) ( ),

~
{

~
}

, 1

3

1
3 — ìàññîâûå ñèëû.

Çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ (2), óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (3) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

y u x
y

t
u x x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 1
0

2 1 2( ), ( ), � � . (65)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà N ïîâåðõíîñòÿõ � i �� èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå

ðàâåíñòâàìè (5). Òåì ñàìûì ïîëó÷åíà çàäà÷à (64), (2), (3), (65), (5), ñîñòîÿùàÿ â íà-

õîæäåíèè ôóíêöèè u u x u x V L� � � �( ( ), ( )) ( )1 2 0 2� � , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå
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ó u õ t( ; , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (64), (2), (3), (65) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (5).

Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óïîìÿíóòîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è áóäåì

èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (64), (2), (3), (65) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ó u õ t W T( ; , ) ( , )� 0 ,

êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

y

t
w a y w l w t T, ( , ) ( ), ( , ) , (66)

y u
y

t
u x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 1
0

2 1 2, , � � , (67)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 , ôîðìà l( ), îïðåäåëåíû â ðàçä. 1, à áèëèíåéíàÿ ôîðìà

à( , ), , — â ðàçä. 6.

Ïðèðàùåíèå � � # y , ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ #u ýëåìåíòà u��, îïðå-

äåëèì êàê ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:

�
� � ��

�
�

�

�
�

�
�

2

2
1

3
i ik

kk

T
t x

x t
( )

, ( , ) � ,

�

� � � � � � � �

� �

� � � ��

0

0 0 0

, ( , ) ,

[ ] , [ ( )] , [ ( )] , ( ) [

x t

r

T

n n s s

�

s Tx t], ( , ) ,��

(68)

�
�

t
t

u
t

u x
�

�
�

�

�
� � �

0 1
0

2 1 2# # � �, , .

Îïðåäåëåíèå 7. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (68) íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèÿ ��W T0 0( , ) , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

�

�
�

�

�

	



�
�

�



�
� � � �

�
�

��
�

2

2

0 1

0 0
t

w a w t T

u
tt

t

, ( , ) , ( , ),

,#
0

2 1 2� � �# � �u x, .

(69)

ãäå ïðîñòðàíñòâà W T V0 00( , ), îïðåäåëåíû â ðàçä. 2.

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (66), (67), (6) ñîïðÿæåííàÿ

çàäà÷à èìååò âèä (16). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáîáùåííàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíà âûðà-

æåíèÿìè (17), (18). Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè w òîæäåñòâà (17) ðàçíîñòü

y u y un n( ) ( )� �1 . Ñ ó÷åòîì (18), (69) ïîëó÷àåì

� �i n

i

NT

i n n Ly u f y u y u dt
i

( ( ) , ( ) ( )) ( )

�
��� � � �

10

1 2

�
�

�
�

	




�
�

�




�
�

��� �
�2

2 1

0 t
y u y u dtn n

T

, ( ) ( )

� � � �
�

�
�

	



�

�



� �� a y u y u dt

t
y u y un n

T

n n( , ( ) ( )) , ( ) ( )� �
�

1

0

1 � �( )0

�
�

�
�	



�

�



� �

� �
�

��� �, ( ( ) ( )) ( )
( ( ) ( ))

t
y u y u

y u y u
n n

n n
1

2
10

�

	




�
�

�




�
�

��
t

dt

T

2
0

, �

� � � �
�

�
	



�

�



� ��� a u y u dt u

t
un n

T

(( ) ( ), ) , ( ) ( ,1

0

1 20� �
�

�# # � )( )0 ,
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ò.å.

� �i n

i

NT

i n n Ly u f y u y u dt
i

( ( ) , ( ) ( )) ( )

�
��� � � �

10

1 2

� �
�

�
	



�

�



� �# #u

t
u1 20 0, ( ) ( , )( )�

�
�� . (70)

Íà îñíîâàíèè (70) ïîëó÷àåì
� �J un

~
� , (71)

ãäå
~

{
~

} ,
~

( ),
~

( ), || |� � � �
�

� ��� � �
�

�
� �

�
�

�i i
t

t u
t

x x J
n1

2
1

0
2 0

| (
~ ~

)2 � �� � .

Åñëè � � �R R , òî
~

,
~

, || ||
~ ~

� �
�

� �� � �1
0

2 0
2

1
2

2
� �

�

�
� � � �� �

�
�

� �
t

dx dx J
t

t un

2 .

9. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÍÀ×ÀËÜÍÛÕ ÓÑËÎÂÈÉ

Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (70) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòà �J un

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå èëè ÷àñòü ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü

u x x x ii ij

j

m

ij

i

( ) ( ), , ,� � �
�
� � �

1

1 2� , (72)

ãäå � �ij ij j

m
R i�

�
, { }

1
— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Íà îñíîâàíèè (70) ñ ó÷åòîì (72) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (71), ãäå
~

{
~

}� ��
�i i 1

2 ,

~
{

~
}� �i ij j

mi�
�1

,
~
� ��

�
1 1

0
j j

tt
dx� �

�

��
��

,
~
� �� �2 2 0j i t

dx� � �
�

, || ||
~� �

� �
� �J u

j

m

ijn

i
2

1

2

2

2

�

� .

Çàìå÷àíèå 7. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé ui íà êàæäîé èç îáëàñòåé � j ,

j �1 2, , ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñâîè ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, ò.å.

u x x x i j
i
j

il
j

l

m

il
j

j

i
j

( ) ( ), , , ,� � �
�
� � �

1

1 2� . (73)

Íà îñíîâàíèè (70) ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (73) äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ
~
� i âåêòîðà

~
� (71) èìååì

~
{

~
} ,

~
{

~
} ,

~
� � � � � ��i i

l
l i

l
ij
l

j

m

j
l

j
li

l

l

� � � �
�

� � �1
2

1 1 1
�

�

� �� � �

�

� � ��

t
d x

dx J
j

l
j

l
u ij

l

j
l

n

( ),

~
( ), || || (

~
) .

0

0
2 2

2 2

� ��
��

11

2 m

i l

i
l

,

(74)

Çàìå÷àíèå 8. Âûñêàçûâàÿ äðóãèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðèíàäëåæ-

íîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè u , íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (70)

ìîæåì ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàäèåíòà � �J un

~
� (71).

10. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ ÎÁËÀÑÒÅÉ �1, �2

Ïóñòü íà îáëàñòè �T îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî óïðóãîãî

ðàâíîâåñèÿ

u x
y

t

y

x
f x ti ik

kk

i( )
( ) ~

( , )
�

�
�

�

�
�

�
�

2

2
1

3 �
. (75)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 89



Íà ãðàíèöå �T çàäàíû ñìåùåíèÿ (2). Íà ó÷àñòêå �T óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìå-

þò âèä (3). Ïðè t � 0 îïðåäåëåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà N
ïîâåðõíîñòÿõ � i �� èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåíñòâàìè (5).

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (75), (2)–(5), ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè u u x� � �( ) �

� � � � �� � �C C C x Cj j( ) ( )( ( ) ( ) ( ): )� � � �1 2 0	 	 , ïðè êîòîðîé êëàññè÷åñêîå ðå-
øåíèå y ó u õ t� ( ; , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (75), (2)–(4) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñò-
âàì (5). Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (75), (2)–(4) áó-
äåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà-
÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (75), (2)–(4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u x t W T� �( ; , ) ( , )0 , êî-
òîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

y

t
w a y w f w t T, ( , ) (

~
, ), ( , ) , (76)

y y
y

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (77)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 1, à áèëèíåéíàÿ ôîðìà à( , ), , è

âåêòîð
~
f — â ðàçä. 9.

Ïðèðàùåíèå � � # y ðåøåíèÿ y ó u� ( ) , ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ #u ýëå-

ìåíòà u��, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, íà îñíîâàíèè çàäà÷è

(76), (77) ìîæåì îïðåäåëèòü êàê ôóíêöèþ ��W T0 0( , ) , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâ-

ëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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�
�
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�
� � � �

2

2
0

�
� �

t
w a w l u w t T, ( , ) ( ; ), ( , )# , (78)

�
�

t
tt

x
�

�
�
�

�
� �

0
0

0, � , (79)

ãäå l u w u
y u

t
w� ( ; )

( )
,# #� �

�

�

	




�
�

�




�
�

2

2
.

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (76), (77), (6) ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ñîïðÿæåííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

u
t x

i x ti ik

kk

dT
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�
�

�

�
� � �

�
�

2

2
1

3

0 1 3
� � �( )

, , , ( , ) � ,

�
�T

� 0,

[ ] , [ ( )] , [ ( )] , ( ) [ ] ,� � � � � � � �
� � � � �n n s s s

T T T T T
r� � � ��0 0 0

[ ] , [ ( )] ( ( ) ) ,� � � �
� � �i T i T i T

n i s n iny u f� � � �0
(80)

[ ( )] , ( ) ( ( ) ) , ,� � � � �
� � �s s i s n is

i T T i T
y u f i N� � � � ��0 1 ,

�
�

t T
t Tt

x
�

�
�
�

�
� �0, � ,

ãäå u un� .

Îïðåäåëåíèå 9. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (80) íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèÿ ��W Td ( , )0 , êîòîðàÿ � �w x Vd( ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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w a w l y u w t Tn
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0

�
� �, ( , ) ( ( ); ), ( , ) , (81)
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t T
t Tt

x
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�
� �0, � . (82)
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Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (39), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ (44), (45), ãäå ~ ~( )y y un� �1 —

ôóíêöèÿ èç W T( , )0 , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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�
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�

�




�
�
� � �

�

�

	




2

2

2

2

~
, ( ~, ) ( )

( )
,#�

�

�




�
�

�, ( , )t T0 , (83)

~ ,
~

,y y
y

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2� � . (84)

Ïðè u un n� �# � � �� ( , )0 1 u un n� ��# �. Íà îñíîâàíèè (76), (77) � �� ( , )0 1

èìååì

u
y u y

t
w a y u y wn

n
n

� �

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2

( ( ) )
, ( ( ) , )

#
#�

�

� �
�

�

	




�
�

�




�
�

�l w u
y u

t
w t Tn

n( )
( )

, , ( , )#
2

2
0 , (85)

( ( ) ) ,
( ( ) )

,y u y y
y u y

t
y xn t

n

t

� �
� �

�
� � �

�
�

#
#

� ��
�

0 0
0

1 1 2 , (86)

ãäå # #� �y y un� 0 ( ), y un0 ( )# � � — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (78), (79) ïðè

u un� , # #u un� .

Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (39) íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ âèäà (44) ïîëó÷àåì

% � & ) � ��J u Y u f Y u Y uu n n n nn
, ( ( ) ,

~
( ) ( ))# 1 � . (87)

Âûáåðåì â òîæäåñòâå (81) âìåñòî ôóíêöèè w ðàçíîñòü ~( ) ( )y u y un n� �1 . Ñ ó÷å-

òîì (78), (79) èìååì

% � & ) �J u l u dtu n

T

nn
, ( ; )# #� �

0

, (88)

ãäå l u u
y u

t
n n

n
� � �( ; )

( )
,# #� �

�

�

	




�
�

�




�
�

2

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
� )J u nn

~
� , (88�)

ãäå
~

{
~

}� �n n
i

i
�

�1
2 ,

~ ( )
� �n

i
T

ny u

t
dt

i
� �

�

�
�
0

2

2 �
, || || (

~
)� )

�
� �J dxu

i

n
i

n

2

1

2
2

�

� .

Çàìå÷àíèå 9. Åñëè � � �R 2 , òî
~

{
~

}� �n n
i� ,

~ ( )
� �n

i n
T

y u

t
dx dt

i

� �
�

�
��

2

2
0 �

,

| | || (
~

)� �
�
�J u n

i

i
n

2 2

1

2

� .

Çàìå÷àíèå 10. Åñëè � � �� �R C T( )�2 , òî
~ ( )
� �n

n
T

y u

t
dx dt1

2

2
0 1

� �
�

�
��
�

,
~
�n

2 �

� �
�

�
�

2

2
0

y u

t
dtn

T
( )

� , || || (
~

) (
~

)� ) � �J dxu n nn

2 1 2 2 2

2

� �

�

.

11. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÏÎÑÎÁ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (88) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ

ãðàäèåíòà �J un
, êîãäà ñîñòàâëÿþùèå âîññòàíàâëèâàåìîãî âåêòîðà ïëîòíîñòåé ìà-

òåðèàëîâ îáëàñòåé � �1 2, ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 91



Ïóñòü

u x x ii ij ij

j

mi

( ) ( ) , ,� � �
�
� � �

1

0 1 2. (89)

Íà îñíîâàíèè (88) ñ ó÷åòîì (89) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå (88�), ãäå
~

{
~

}� �n n
i

i
�

�1
2 ,

~
{
~

} ,
~ ( )

� � � � �n
i

nj
i

j

m
nj
i

ij
n

T
i

i

y u

t
dx dt� � �

�

�� ��1

2

2
0 �

, || || (
~

)� )
� �
� �J u

i

nj
i

j

m

n

i
2

1

2
2

1

� .

Çàìå÷àíèå 11. Åñëè ïëîòíîñòü îäíîé èç îáëàñòåé � i ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (89),

à âòîðîé — èç êëàññà ôóíêöèé C i� ( ){ , }\� 1 2 , òî
~ ( )
� � �nj

i
ij

n
T

y u

t
dx dt

i

� �
�

�
��

2

2
0 �

,

~ ( )
� �n

l n
T

y u

t
dt� �

�

�
�

2

2
0

.

Çàìå÷àíèå 12. Åñëè ïëîòíîñòü îäíîé èç îáëàñòåé � i ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå (89), à âòîðîé — èç êëàññà R� , òî
~ ( )
� � �nj

i
ij

n
T

y u

t
dx dt

i

� �
�

�
��

2

2
0 �

,
~
�n

l �

� �
�

�
��

2

2
0

y u

t
dx dtn

T

l

( )

�

� , || || (
~

) (
~

) , , , { , }\� ) � � �
�
�J i l iu nj

i

j

m

n
l

n

i
2 2

1

2 1 2 1 2� � .

12. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÍÀÏÐßÆÅÍÈÉ ÍÀ ×ÀÑÒÈ ÃÐÀÍÈÖÛ ÒÅËÀ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ ñòðîãî ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ �1,

� 2
3�R îïðåäåëåíà ñèñòåìà äèíàìè÷åñêîãî óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ

�
��

�
�

�

�
� � �

�
�

2

2
1

3

1 3 0
y

t x
f x t i t Ti ik

kk

i ( , ), , , ( , ) , (90)

ãäå � �ik

i k l m

iklm lmc y�
�

�
, , ,

( )

1

3

.

Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

y x t T� ��, ( , ) �1 , (91)

� ij

j

j i Ty n u i x t( ) , , , ( , )

�
� � � �

1

3

21 3 � , (92)

ãäå n n xj j�cos( , ), n — åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå � � �� �1 2 ,

� �1 2� �� , � �iT i T� � ( , )0 , i �1 2, .

Íà ó÷àñòêå �T óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìåþò âèä

[ ]yn � 0, (93)

[ ] , [ ] , [ ]� � �n s s sr y� � ��0 0 . (94)

Ïðè t � 0 çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

y y
y

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (95)

ãäå ui — ïðîåêöèÿ íà i -þ îñü äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïëîòíîñòè ñèëû u ,

ïðèëîæåííîé ê òåëó � â òî÷êå x��2 ïðè t T� ( , )0 .

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà N ïîâåðõíîñòÿõ � i �� èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå

ðàâåíñòâàìè (5).

Çàäà÷à (90)–(95), (5) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âåêòîðà u L T L� �� ( ( , ; ( )))2
2 2

30 � ,

ïðè êîòîðîì ðåøåíèå y ó u ó u õ t� �( ) ( ; , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (90)–(95) óäîâ-

ëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (5).
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Îïðåäåëåíèå 10. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà-

÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (90)–(95) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u y u x t W T� � �( ) ( ; , ) ( , )0 ,

êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

y

t
w a y w l u w t T, ( , ) ( ; ), ( , ) , (96)

y y
y

t
y x

t
t

�
�

�
�

�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (97)
ãäå

W T L T V
t t

L T L( , ) ( , ; ): , ( , ; ( ))0 0 02
2

2

2
2� �

�

�

�

�
�

�
�
�

�
�
 

	
	 	

� ,

V x t V V x V
T T

n n� � � � � � �{ } {	 	 � 	 	 	 	
�

( , ) : , [ ] , ( ) : , [
� �1 1

0 00 0 ]
�
� 0},

a y w c y w dx r y w d

i k l m

iklm lm ik s s( , ) ( ) ( ) [ ][ ]

, , ,

� �
�

��
1

3

� �

�

�

�
� ,l u w f w uw d( ; ) (

~
, )� � � �

�
2

2

.

Ïîëó÷åíà çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ u, ìèíèìèçèðóþùóþ íà � ôóíêöèîíàë-íå-

âÿçêó (6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (96), (97).

Äëÿ äîïóñòèìîãî ïðèðàùåíèÿ #u ýëåìåíòà u�� ïðèðàùåíèå � � # y ðåøåíèÿ

ó è( ) íà îñíîâàíèè íà÷àëüíî-êðàåâîé (90)–(95) èëè îáîáùåííîé (96), (97) çàäà÷è

ìîæåì îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è: íàéòè ôóíêöèþ � �� �( , ) ( , )x t W T0 0 , êîòî-

ðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

� �
�

�

	



�
�

�



�
� � � �

2

2
0

t
w a w l u w t T, ( , ) ( ; ), ( , )# , (98)

�
�

t
tt

x
�

�
�
�

�
� �

0
0

0, � , (99)

ãäå

W T x t L T V
t t

L T L0
2 0

2

2

2
20 0 0( , ) ( , ) ( , ; ): , ( , ; ( )� �

�

�

�

�
�	

	 	
� )

�
�
�

�
�
 

,

V x t V
T T

0

1
0 0� � � �{	 	 	

�
( , ) : ; [ ] }

�
,

l u w uw d� ( ; )# # �
�

� � 2

2

. (99�)

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un �� çàäà÷è (96), (97), (6) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ñëåäóþùóþ ñîïðÿæåííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:

�
� � ��

�
�

�

�
� � �

�
�

2

2
1

3

0 1 3i ik

kk

d
t x

i x t
T

( )
, , , ( , ) � ,

�
�1

0
T
� ,

� �ij j

j

Tn i x t( ) , , , ( , )

�
� � � �

1

3

20 1 3 � ,

[ ] , [ ( )] , [ ( )] , ( ) [ ]� � � � � � � �
� � � � �n n s s s

T T T T T
r� � � ��0 0 0 , (100)

[ ] , [ ( )] ( ( ) )� � � �
� � �iT iT iT

n i n n iny u f� � � �0 ,

[ ( )] ( ( ) ) , ,� � �
� �s i s n is

iT iT
y u f i N� � � �1 ,

�
�

t T
t Tt

x
�

�
�
�

�
� �0, � .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 93



Îïðåäåëåíèå 11. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (100)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ � �� �( , ) ( , )x t W Td 0 , êîòîðàÿ � �w x Vd( )
0

óäîâëåòâîðÿåò ðà-

âåíñòâàì

�
�

� �
�

�

	




�
�

�




�
�
� � �

2

2
0

t
w a w l y u w t Tn, ( , ) ( ( ); ), ( , ) , (101)

�
�

t T
t Tt

x
�

�
�
�

�
� �0, � , (102)

ãäå ôîðìà l( ; ), , îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (19),

W T x t L T V
t t

L T Ld d( , ) ( , ) ( , ; ): , ( , ; ( )0 0 02
2

2

2
2� �

�

�

�

�
�	

	 	
� )

�
�
�

�
�
 

,

V x t V i Nd d n
T T iT

� � � � � �{ }	 	 	 	
� �( , ) : , [ ] , [ ] , ,

�1
0 0 0 1 ,

V x t W j Nd j
j

� � � �{ }	 	( , ): ( ( )) , ,
�

�
2
1 3 0 1 ,

V x W j Nd j n
j0 12

1 3 0 1 0 0� � � � � �{	 	 	 	 	
�

( ): ( ( )) , , , , [ ] , [ ]
� �

� �i
i N� �0 1, , }.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè w òîæäåñòâà (101) ðàçíîñòü y u y un n( ) ( )� �1 . Ñ ó÷å-

òîì (98), (99), (102) ïîëó÷èì

� �
�

�i

i

NT

n i n n Ly u f y u y u dt
t

i

�
��� � � �

�

�10

1

2

22
( ( ) , ( ) ( )) ( ) , ( ) ( )y u y u dtn n

T

� �
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�

�� 1

0

� � ��� �a y u y u dt l u dtn n

T

n

T

( , ( ) ( )) ( ; )� ��1

0 0

# . (103)

Â ñèëó òîãî, ÷òî

% � & � � �
�

���J u y u f y u y uu n i

i

NT

n i n n Ln i
, ( ( ) , ( ) ( )) (# � �

10

1 2 ) ( ; )dt l u dtn

T

� � � �#
0

,

ñ ó÷åòîì (99�) èìååì
� �J u nn

~
� , (104)

ãäå
~

, || ||
~

� � �n u n

T

T n
J d dt� � � ���

�

�
2

2

2 2

0

2 .

Åñëè � � L2 2( )� , òî
~

, || ||
~

� � �n

T

u ndt J d
n

� � �� ��
�

�
2

20

2 2
2 .

Çàìå÷àíèå 13. Åñëè âìåñòî (92) çàäàíû óñëîâèÿ

� �n su g� �, , (105)

òî l u w f w u w g wn L s L( ; ) (
~

, ) ( , ) ( , )( ) ( )� � �
2 2 2 2� � , ãäå g — èçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíê-

öèÿ, u L T L� ��
2

2 20( , ; ( ))� . Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä (100) è l u w� ( ; )# �

� � # �
�

uw dn 2

2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, � �J un

~
� , ãäå

~
( , ) , || || || ||

( )
� � � �� � � � �n u n L

T

n J dt
n� � �2 2 2 2

2 2

0

. (106)
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Çàìå÷àíèå 14. Åñëè âìåñòî óñëîâèé (105) çàäàíî

� n su y g
T T

� �,
� �2 2

, (106�)

òî âûðàæåíèÿ (106) ñîõðàíÿþòñÿ, îäíàêî ïðè ýòîì èçìåíÿòñÿ ìíîæåñòâà W T( , )0 ,

V0 , W Td ( , )0 , Vd0
, l u w f w u wn L( ; ) (

~
, ) ( , ) ( )� �

2 2�
.

13. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÑËÀÁÎÏÐÎ×ÍÎÃÎ
ÂÊËÞ×ÅÍÈß ÏÐÈ ÇÀÄÀÍÍÛÕ ÍÀÏÐßÆÅÍÈßÕ È ÑÌÅÙÅÍÈßÕ
ÍÀ ÎÁÙÅÌ Ó×ÀÑÒÊÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÒÅËÀ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îáëàñòÿõ � �1 2
3, �R îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé (90).

Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

y x t T� ��, ( , ) �1 , (107)

� ij

j

j i Tn g i x t

�
� � � �

1

3

21 3, , , ( , ) � , (108)

y f x t T� �0 0, ( , ) � , (109)

ãäå � � �0 2 0 0 1
3

00- � � � �
�

� , ( , ), ,T i i
T g g f f{ } .

Íà ó÷àñòêå �T çàäàíû óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ:

[ ]yn � 0, (110)

[ ] , [ ] , [ ]� � �n s s su y� � ��0 0 . (111)

Ïðè t � 0 èìååì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (95).

Çàäà÷à (90), (95), (107)–(111) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ýëåìåíòà u C T� � �� ( )� ,

ìèíèìèçèðóþùåãî íà � ôóíêöèîíàë

J u Au f dt
L

T

( ) || ||
( )

� ��
1

2 2 0

2

0
�

, (112)

ãäå Au y u x t
T

� ( ; , )
�0

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (90), (95), (107), (108), (110), (111).

Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (90), (95), (107), (108),

(110), (111) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïðè êàæäîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-

äà÷è (90), (95), (107), (108), (110), (111) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u y u x t� � �( ) ( ; , )

�W T( , )0 , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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y y
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t
y x

t
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�
� � �

0 0
0

1 1 2, , � � , (114)

ãäå ìíîæåñòâà W T V( , ),0 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 12,

a u y w c y w dx u y w

i k l m

iklm lm ik s s( ; , ) ( ) ( ) [ ][

, , ,

� �
�

��
1

3

� �

�

]d�

�
� ,

l w f w gw d( ) (
~

, )� � � �
�

2

2

.

Äëÿ äîïóñòèìîãî ïðèðàùåíèÿ #u ýëåìåíòà u�� ïðèðàùåíèå � � # y ðåøåíèÿ

çàäà÷è (113), (114) ìîæåì îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è (98), (99), ãäå

a w a u w l u w u y u w d

u u

n s s

n

( , ) ( ; , ), ( ; ) [ ( )][ ] ,

,

� � ��

�

� � �

�

�# #

# #u u n� .

(114�)
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Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un �� çàäà÷è (112)–(114) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ñëåäóþùóþ ñîïðÿæåííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó:
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(115)

[ ] , [ ( )] , [ ( )] , ( ) [ ]� � � � � � � �
� � � �n n s s n s

T T T T
u� � � ��0 0 0 ,

�
�

t T
t Tt

x
�

�
�
�

�
� �0, � .

Çäåñü f f i i dT T0 0 1
3� �
�

{ } , � � .

Îïðåäåëåíèå 13. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (115) íà-

çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ��W T0 0( , ) , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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ãäå ìíîæåñòâà W T V0 00( , ), îïðåäåëåíû â ðàçä. 12,

l y u w y u f wn n L� �( ( ) ; ) ( ( ) , ) ( )� � 0 2 0
.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè w òîæäåñòâà (116) ðàçíîñòü ~( ) ( )y u y un n� �1 . Ñ ó÷å-

òîì (98), (99), (114�), (117) ïîëó÷èì
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, (118)

ãäå ~( )y un�1 — ðåøåíèå çàäà÷è: íàéòè ôóíêöèþ ~ ( , )y W T� 0 , êîòîðàÿ � �w x V( ) 0

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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|| ||
~� ) ��J d dtu n
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2 2

0

� �
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. (119�)

Îòíîñèòåëüíî
~
�n ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå 1 (ðàçä. 3).

Çàìå÷àíèå 14. Åñëè â çàäà÷å (90), (95), (107)–(111) âìåñòå ñ óñëîâèåì (109)

òàêæå èìååì

y f x t i Ni iT� � �, ( , ) , ,� 1 , (120)
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ãäå � i �� , òî ôóíêöèîíàë-íåâÿçêó çàäàäèì â âèäå
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, (121)

ãäå A u y u x t i Ni
iT

� �( ; , ) , ,
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0 .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un �� ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

ðàâåíñòâ (115), ãäå � �dT T dT dT
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iT� � �
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, è îãðàíè÷åíèÿìè
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(122)

Îïðåäåëåíèå 14. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (115), (122)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ��W Td ( , )0 , êîòîðàÿ � �w x Vd( )
0

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
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ãäå ìíîæåñòâà W T Vd d( , ),0
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îïðåäåëåíû â ðàçä. 12, à

l y u w y u f wn n i L

i

N

i� �( ( ); ) ( ( ) , ) ( )� �
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� 2
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.

Íà îñíîâàíèè çàäà÷è (123), (124) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ (119), (119�), äëÿ êîòî-

ðûõ îñòàåòñÿ â ñèëå çàìå÷àíèå 1 (ðàçä. 3).

Çàìå÷àíèå 16. Ïðè íàëè÷èè óñëîâèé (108), (109) ìîæåì ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðà-

æåíèÿ ãðàäèåíòà �J un
äëÿ èäåíòèôèêàöèè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñ-

òè, íàïðèìåð óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ è äð.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ñ å ð ã è å í ê î È . B . , Ä å é í å ê à Â . Ñ . Ðåøåíèå êîìïëåêñíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè-

÷åñêèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2008.

— ¹ 2. — Ñ. 55–80.

2. À ë è ô à í î â Î . Ì . , À ð ò þ õ è í Å . À . , Ð ó ì ÿ í ö å â Ñ . Â . Ýêñòðåìàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íå-

êîððåêòíûõ çàäà÷. — Ì.: Íàóêà, 1988. — 288 ñ.

3. Ä å é í å ê à Â . Ñ . , Ñ å ð ã è å í ê î È . Â . Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íåîäíîðîäíûìè ðàñïðåäåëåííû-

ìè ñèñòåìàìè. — Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2003. — 506 ñ.

4. Ä å é í å ê à Â . Ñ . Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ýëëèïòè÷åñêèìè ìíîãîêîìïîíåíòíûìè ðàñïðåäåëåí-

íûìè ñèñòåìàìè. — Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2005. — 364 ñ.

5. S e r g i e n k o I . V . , D e i n e k a V . S . Optimal control of distributed systems with conjugation condi-

tions. — New York: Kluwer Añadem. Publ., 2005. — 400 p.

6. Ä å é í å ê à Â . Ñ . , Â å ù ó í î â à Í . À . ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïàðà-

áîëè÷åñêèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì // Êîìïüþòåðíàÿ ìàòåìàòèêà. — 2008. — ¹ 1. — Ñ. 22–33.

7. Ä å é í å ê à Â . Ñ . , Â å ù ó í î â à Í . À . ×èñëåííîå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ íåñòàöèîíàðíîé òåïëî-

ïðîâîäíîñòè äëÿ ïëàñòèí // Òàì æå. — 2008. — ¹ 2. — Ñ. 32–43.

8. Ç å í ê å â è ÷ Î . Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â òåõíèêå. — Ì.: Ìèð, 1975. — 544 ñ.

9. Ä å é í å ê à Â . Ñ . , Ñ å ð ã è å í ê î È . Â . Ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ.

— Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2001. — 606 ñ.

10. Ê î â à ë å í ê î À . Ä . Îñíîâû òåðìîóïðóãîñòè. — Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1970. — 308 ñ.

11. Ä þ â î Ã . , Ë è î í ñ Æ . - Ë . Íåðàâåíñòâà â ìåõàíèêå è ôèçèêå. — Ì.: Íàóêà, 1980. — 384 ñ.

Ïîñòóïèëà 26.12.2008

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 97


