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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåøåíèÿ ìíîãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

êàê ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà (î ìèíèìàëüíîì ðàäè-

óñå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà, î ìèíèìàëüíîì êîëè÷åñòâå øàðîâ çàäàííîãî ðàäèóñà).

Ïðèìåðàìè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå çàäà÷è: ðàçìåùåíèå ñòàíöèé ñîòîâîé ñâÿçè â

ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûé ðàäèóñ äåéñòâèÿ

ñòàíöèé ñâÿçè ïðè èõ ôèêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå; ðàçìåùåíèå è îïðåäåëåíèå íå-

îáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ñòàíöèé ñîòîâîé ñâÿçè ñ çàäàííûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ;

îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ðàäèóñà ðàçáðîñà âîäû ïîëèâàëüíîé óñòà-

íîâêîé ñ ðàçìåùåíèåì çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ýòèõ óñòàíîâîê íà ó÷àñòêå ïîëèâà;

ïîñòîðîåíèå ñåòè èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ êîí-

òðîëèðîâàíèÿ äèàïàçîíà êðóãîâûõ îðáèò [1]; âûáîð îïòèìàëüíîé ìîùíîñòè äâèãà-

òåëüíûõ óñòàíîâîê ìàëîé òÿãè [2] è ìíîãèå äðóãèå. Ïðèìåðàìè òåîðåòè÷åñêèõ çà-

äà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ, ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëå-

íèÿ ôóíêöèé, ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóð [3].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòèìàëü-

íîì ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Ån ñ ïðîèç-

âîëüíîé ìåòðèêîé íà îñíîâå òåîðèè îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ. Ðàçðàáîòàí àë-

ãîðèòì ðåøåíèÿ íàçâàííîé çàäà÷è, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíà èç ìîäè-

ôèêàöèé r-àëãîðèòìà Øîðà [12]. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîêðûòèÿ íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâ, äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ, à òàêæå ìíî-

æåñòâ, òî÷êè êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûé âåñ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ äëÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî øàðîâîãî ïîêðûòèÿ.

1. ÎÁÇÎÐ ÌÅÒÎÄÎÂ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÊÐÛÒÈß

Ïðîâåäåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ, íàèáîëåå áëèçêèõ â ñâîèõ ïîñòàíîâêàõ ê çàäà÷àì, èçëî-

æåííûì àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå

ïðè ðàññìîòðåíèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ î ïîêðûòèè ìíîæåñòâ.

Ïóñòü � — îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â
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ñ õ i( , )� — íåêîòîðàÿ êâàçèìåòðèêà [3]. Ïðè ýòîì ñîâîêóïíîñòü öåíòðîâ � �1 , ,� N
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîêðûòèå ìíîæåñòâà �, çàäàâàåìîãî âåêòîðîì � � �N
N� �( , , )1 , ñ

ðàäèóñîì R N( )� , îïðåäåëÿåìûì ïî ôîðìóëå (1), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì c-øàðîâûì

ïîêðûòèåì, ãåíåðèðóåìûì âåêòîðîì � N , ò.å. íèêàêèå c-øàðû ìåíüøåãî ðàäèóñà ñ

öåíòðàìè â � �1 , ,� N íå ïîêðûâàþò � [3, 4]. Ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà íà-

çîâåì îïòèìàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ íåîáõîäèìî íàéòè

âåëè÷èíó

R ñ õN

x i N
i

N

( ) min ( , )
, ,

� �
�

�
� �

inf sup
� 1 �

,

íàçûâàåìóþ ðàäèóñîì îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ, è âåêòîð � � �
* * *( , , )N

N� �1 ,

ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå, ðàâíîå íèæíåé ãðàíè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîñòàíîâêè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ î ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè,

ñëåäóÿ [1, 3, 4].

Çàäà÷à 1 (öåíòðû ôèêñèðîâàíû). Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû öåíòðîâ � �1 , ,� N èç

Ån
N (ëèáî èç � N ) íàéòè ìèíèìàëüíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà � , ò.å. íàé-

òè âåëè÷èíó (1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè, â êîòî-

ðîé â îòëè÷èå îò çàäà÷è 1 öåíòðû � �1 , ,� N íå ôèêñèðîâàíû, à äîëæíû ðàçìåñòèòü-

ñÿ âî ìíîæåñòâå � òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà (ò.å.

îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå).

Çàäà÷à 2 (îá îïòèìàëüíîì îãðàíè÷åííîì ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè). Ïðè çàäàííîì

÷èñëå N öåíòðîâ � �1 , ,� N íàéòè èõ ðàçìåùåíèå â îáëàñòè ìíîæåñòâà � , îñóùå-

ñòâëÿþùåå ïîêðûòèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì, ò.å. íàéòè âåëè-
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íèå, ðàâíîå íèæíåé ãðàíè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè � — êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, à êâàçèìåòðèêà ñ õ i( , )� — íå-

ïðåðûâíà, òî îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà � çàäàííûì ÷èñëîì N ñ-øàðîâ

îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ñóùåñòâóåò [1].

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè, îòëè÷àþùóþñÿ îò

çàäà÷è 2 òåì, ÷òî öåíòðû � �1 , ,� N ìîãóò ðàçìåùàòüñÿ íå âî ìíîæåñòâå � , à âî

âñåì ïðîñòðàíñòâå Ån .

Çàäà÷à 3 (îá îïòèìàëüíîì ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè). Ïðè çàäàííîì ÷èñëå N öåíò-

ðîâ � �1 , ,� N íàéòè èõ ðàçìåùåíèå â Ån , îñóùåñòâëÿþùåå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà

� ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì, ò.å. íàéòè âåëè÷èíó
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Çàìåòèì, ÷òî îáîáùåíèåì çàäà÷ 2 è 3 ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ïîêðû-

òèè, â êîòîðîé êàæäûé (èëè âñå) èç öåíòðîâ � � �1 , , , ,� �i N ìîæåò ðàçìåùàòüñÿ â
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È, íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó î ïîêðûòèè, îòëè÷àþùóþñÿ îò ïåðâûõ òðåõ

çàäà÷ òåì, ÷òî ÷èñëî N öåíòðîâ � �1 , ,� N çàðàíåå íå çàäàíî.

Çàäà÷à 4 (îá îòûñêàíèè ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ñîâîêóïíîñòè öåíòðîâ ïîêðû-

òèÿ). Ïðè çàäàííîì ðàäèóñå ïîêðûòèÿ R íàéòè ìèíèìàëüíóþ ïî ÷èñëó N ñîâîêóï-

íîñòü öåíòðîâ � �1 , ,� N , ãåíåðèðóþùóþ ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà �.

Ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà êîíå÷íîé

ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ íà÷àëè èíòåíñèâíî èçó÷àòüñÿ â 60-å ãîäû ÕÕ âåêà è äî íà-

ñòîÿùåãî âðåìåíè ïðîäîëæàþò ïðèâëåêàòü âíèìàíèå ñ íàó÷íîé è ïðàêòè÷åñêîé òî-

÷åê çðåíèÿ [1–3, 5–10].

Òàê, â ðàáîòå [1] ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà (çàäà÷è 1, 2, 4). Çäåñü æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåð-

âûå äâå çàäà÷è âñåãäà èìåþò ðåøåíèå, à çàäà÷à 4 ðàçðåøèìà íå âñåãäà, è â ðÿäå

ñëó÷àåâ îáû÷íî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 2. Òàêæå â ýòîé ðàáîòå

ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è 2. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîêðûâà-

åòñÿ îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè, à ìíîæåñòâî öåíòðîâ — çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îá-

ëàñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíîãî (ëîêàëüíî-

ãî) ìèíèìóìà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ïî-

êðûòèþ îòðåçêà ÷èñëîâîé îñè. Â ðàáîòå [9] ñôîðìóëèðîâàííûå â [1] îñíîâû òåîðèè

îïòèìàëüíûõ ïîêðûòèé ïðèìåíÿþòñÿ ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è âûáîðà

óñòàíîâêè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ìàëîé òÿãè. Â [10] ðåøàåòñÿ óæå çàäà÷à âûáîðà

äâèãàòåëüíîé óñòàíîâêè ìàëîé òÿãè, îïòèìàëüíîé äëÿ äâóìåðíîãî äèàïàçîíà ïàðà-

ìåòðîâ, ãäå ïîêðûâàåìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Â ðàáîòå [2] äåòàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà ïîêðûâàåìîé îáëàñòüþ è îáëàñòüþ âîçìîæíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðîâ ÿâëÿ-

þòñÿ äâå çàìêíóòûå, îãðàíè÷åííûå îáëàñòè ïëîñêîñòè X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ îáëàñòè X ïî

íà÷àëüíîé ñèñòåìå öåíòðîâ y yn1
0 0,... , ñòðîèòñÿ ïîêðûòèå Äèðèõëå–Âîðîíîãî. Âû-

áèðàåòñÿ óëó÷øàåìûé öåíòð è çàìåíÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì öåíòðîì, ïîñëå ÷åãî ïðî-

èñõîäèò ïåðåõîä íà íîâóþ èòåðàöèþ. Ðàáîòà àëãîðèòìà îêîí÷åíà â òîì ñëó÷àå,

åñëè âñå öåíòðû íåóëó÷øàåìû. Âûáîð óëó÷øàåìîãî öåíòðà òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ

õàðàêòåðíûõ òî÷åê â îáëàñòè Äèðèõëå, ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøå-

íèè íà êàæäîé èòåðàöèè òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è îäíîé ýêñòðåìàëüíîé

çàäà÷è. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Àâòîðû óòâåðæäàþò, ÷òî,

íåñìîòðÿ íà ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòü ðåøàåìîé çàäà÷è, ïðåäëîæåííûé èìè àëãîðèòì

âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàõîäèò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå àëãî-

ðèòì ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå òîëüêî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ðå-

øåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ øàðàìè ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà

ïðåäñòàâëåíû ëèøü äëÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, è ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò ôîðìû ïîêðûâàåìîé îáëàñòè.

Â ðàáîòå [6], â îòëè÷èå îò [1, 2, 9, 10], ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïî-

êðûòèÿ òî÷êàìè êîìïàêòíîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà èç Ån è ïðåäëàãàþòñÿ ïóòè åå ðå-

øåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè öåëåâîé ôóíêöèîíàë çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ â äàí-

íîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ, âçâåøåííàÿ ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðîùåííûé

âàðèàíò çàäà÷è, ãäå ìíîæåñòâîì X ñ÷èòàåòñÿ îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Íà

ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è ïîêàçàíî, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî òî÷åê

ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, êîòîðûå ÷àñòî ñëîæíî îòäåëèòü îò ìèíèìóìîâ ãëîáàëüíûõ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïëîñêîñòè ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàöèÿ àëãîðèòìà ñêîðåéøåãî

ñïóñêà, ãäå â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà âûáèðàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó òåêóùèì

âåêòîðîì òî÷åê ïîêðûòèÿ è âåêòîðîì ñîîòâåòñòâóþùèõ èì öåíòðîâ òÿæåñòè ðàçáè-

åíèÿ Äèðèõëå–Âîðîíîãî. Äëÿ èçáàâëåíèÿ îò «ëîâóøêè ëîêàëüíîñòè» ïðåäëàãàåòñÿ

ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêîãî è äå-

òåðìèíèñòè÷åñêîãî ïîäõîäîâ. Àâòîð óòâåðæäàåò, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïåðâûé ïîäõîä

äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò è åãî áîëåå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü. Îäíàêî â äðóãèõ
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ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû, è ýêîíîìè÷åñêè áîëåå âûãîäíî ïðèìå-

íÿòü äåòåðìèíèñòè÷åñêèé ïîäõîä.

Ïðåäëîæåííûé â [6] àëãîðèòì èíòåðåñåí òåì, ÷òî îí ó÷èòûâàåò âåñ òî÷åê èñ-

õîäíîé îáëàñòè è äëÿ íåãî îïèñàí ìåòîä èçáàâëåíèÿ îò «ëîâóøêè ëîêàëüíîñòè».

Îäíàêî òàêîé ïîäõîä òàêæå èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé:

— ðåøåíèå çàäà÷è ïîêðûòèÿ ïðèâîäèòñÿ ðàçâåðíóòî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ôóíêöèÿ øòðàôà ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé;

— íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ öåíòðà òÿæåñòè äàåòñÿ ëèøü äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ øòðàôà — åâêëèäîâà ìåòðèêà;

— â çàäà÷å íå ñòàâèòñÿ öåëü ìèíèìèçèðîâàòü ðàäèóñ âîçìîæíîãî ïîêðûòèÿ,

íàõîäÿòñÿ òîëüêî ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ òÿæåñòè;

— íå äàåòñÿ ÷åòêîãî êðèòåðèÿ âûáîðà êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà: äåòåðìèíèñòè-

÷åñêîãî èëè ñòîõàñòè÷åñêîãî; ïðèâîäÿòñÿ ëèøü îáùèå ðåêîìåíäàöèè.

Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà êàê çà-

äà÷à êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè â Rn è ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì åå ðåøå-

íèÿ äëÿ ñëó÷àÿ R2 . Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ êîíå÷íîãî øàðîâîãî ïîêðûòèÿ êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à î êî-

íå÷íîì øàðîâîì ïîêðûòèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîé

îïòèìèçàöèè, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ýòîé çàäà÷è, à òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì

ðåøåíèÿ îãðàíè÷åííîé çàäà÷è î êîíå÷íîì øàðîâîì ïîêðûòèè íà êëàññå êîìïàê-

òíûõ ïîäìíîæåñòâ èç R2 . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé â [4] àëãîðèòì íà-

õîäèò ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Êàê è â [2], êðóã åãî äåéñòâèÿ îãðàíè÷åí ôîðìîé ïî-

êðûâàåìîãî ìíîæåñòâà, ÷òî äåëàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ðàçðàáîòêó óíèâåð-

ñàëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î

ïîêðûòèè ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà.

Â ðàáîòàõ [5, 11] ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì ðàäè-

óñå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà è çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà. Ïîêàçà-

íî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ íå âñåãäà

äàþò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè øàðàìè ìèíèìàëüíîãî

ðàäèóñà. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì è öåëåñîîáðàçíûì

èñïîëüçîâàíèå ýòèõ äîñòàòî÷íî ðàçâèòûõ è óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ

îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ.

Â ðàáîòå [8] ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ïîêðûòèÿ âûïóêëîé

ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòè êðóãàìè ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ â èíòåð-

âàëüíîì âèäå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ êëàññ

èíòåðâàëüíûõ ôóíêöèé òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ èíòåðâàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà I Rs
2 ,

îäíàêî ïîêà íå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä åå ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå [7] ðàññìîòðåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ ìíîãîóãîëüíîé îá-

ëàñòè P ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì îäèíàêîâûõ êðóãîâ çàäàííîãî ðàäèóñà. Îò ýòîé

çàäà÷è àâòîðû ïåðåõîäÿò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ïîêðûòèÿ îáëàñòè çàäàííûì

êîëè÷åñòâîì êðóãîâ ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè ïîêðûòèÿ

îáëàñòè øàðàìè çàäàííîãî ðàäèóñà ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà


 
( , ) ( , , ) min { ( , ), , ( , )}v u x y u v u v uk k� � � �1 1 � ,

ãäå �i i i iv u x x y y r( , ) ( ) ( )� � � � �2 2 2 , i k�1 2, , ... , , v u Pi, � , u u uk� ( ,... , )1 —

ìíîæåñòâî òî÷åê öåíòðîâ.

Åñëè F v v u
v P

( ) max ( , )*� �
�


 0 äëÿ íåêîòîðîãî u u� *, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøå-

íà. Â ïðîöåññå îòûñêàíèÿ ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ýòîé ôóíêöèè ðåøàåòñÿ åùå îäíà

âñïîìîãàòåëüíà çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ âûáîð íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà, íî ÷åò-

êèõ ðåêîìåíäàöèé ïî åãî âûáîðó íå ïðèâîäèòñÿ. Äàí îáùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî ïî òåêóùèì êîîðäèíàòàì öåí-
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òðîâ ñòðîÿòñÿ ìíîãîóãîëüíèêè Äèðèõëå–Âîðîíîãî, ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå

max ( )
v B

F v
�

� 0 . Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ

òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, íå ñòðîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ñåäëîâîé òî÷-

êîé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèäà òî÷êè òðåáóåòñÿ ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó îïòè-

ìèçàöèè, ÷òî îáóñëîâëèâàåò äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè àëãîðèòìà, ðàññìîòðåííîãî â [7]:

— ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîêðûòèÿ ïðèìåíèì ëèøü äëÿ ìíîãîóãîëüíûõ îáëà-

ñòåé, ïðèíàäëåæàùèõ R2 ;

— çàäà÷à ïîêðûòèÿ îáëàñòè øàðàìè çàäàííîãî ðàäèóñà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè çàäà÷ ïîêðûòèÿ îáëàñòè øàðàìè ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà;

— â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè,

÷òî óâåëè÷èâàåò ñëîæíîñòü àëãîðèòìà.

Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå îáçîðà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çà-

äà÷ îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ [1, 2, 9–14],

ýòè ìåòîäû íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, ïîñêîëüêó êàæäûé èç íèõ îáëàäàåò íåêî-

òîðûìè îñîáåííîñòÿìè èõ èñïîëüçîâàíèÿ, à èìåííî:

— ðåàëèçàöèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âèäà ìíîæåñòâà è ïðîñòðàíñòâà, â êîòî-

ðûõ çàäàíî ýòî ìíîæåñòâî [4, 7, 8];

— ïðàêòè÷åñêè íåïðèìåíèìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ èç ïðî-

ñòðàíñòâà ñ ðàçìåðíîñòüþ âûøå äâóõ [1, 2, 4, 6–10];

— íà ïðîìåæóòî÷íûõ èòåðàöèÿõ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

îïòèìèçàöèè, ÷òî îáóñëîâëèâàåò äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè [1, 2,

7, 9, 10];

— íà êàæäîé èòåðàöèè óëó÷øàåòñÿ ïîëîæåíèå òîëüêî îäíîãî öåíòðà øàðà èç

ñîâîêóïíîñòè ïîêðûâàþùèõ øàðîâ [1, 2, 9, 10];

— ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ (ïðèìåðîâ) ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ åâêëèäîâîé ìåò-

ðèêè [1, 2, 4, 6–10].

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé âûøå àíàëèç ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü ðàç-

ðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìíî-

æåñòâ, ïðèìåíèìûõ äëÿ ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû, ïðèíàäëåæàùèõ ïðî-

ñòðàíñòâó Ån , n �1 2 3, , ... , ñ ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêîé.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ñôîðìóëèðóåì íåïðåðûâíóþ çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì c-øàðîâîì ïîêðûòèè ìíî-

æåñòâà èç Ån â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïóñòü � — êîìïàêòíîå (îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå), èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíî-

æåñòâî â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Ån . Ïðè çàäàííîì ÷èñëå N öåíòðîâ

� �1 , ,� N íàéòè èõ ðàçìåùåíèå â îáëàñòè ìíîæåñòâà � , îñóùåñòâëÿþùåå c-øàðî-

âîå ïîêðûòèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì, ò.å. íàéòè âåëè÷èíó

R ñ õN

x i N
i

N
N

( ) min ( , )
*

( , , ) , ,
� �

� �
�

� � �
inf sup

1
1� �� �

(4)

è âåêòîð � � �
* * *( , , ) ,N

N
N

n
NÅ� � � 	1 � ïðè êîòîðûõ â (4) äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå,

ðàâíîå íèæíåé ãðàíè. Çäåñü ôóíêöèÿ ñ õ i( , )� îïðåäåëÿåòñÿ êàê îäíà èç ìåòðèê:

ñ õ õ xi i
j

i
j

i

n

( , ) || || ( )� � �� � � �
�
2

2

1

— åâêëèäîâà, (5)

ñ õ õ xi i
j

i
j

i

n

( , ) || || | |� � �� � � �
�
1

1

— ìàíõýòòåíñêàÿ, (6)

ñ õ õ xi i
j N

j
i
j( , ) || || max {| |}

, ,
� � �� � � �

�
0

1 �
— ×åáûøåâà. (7)
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Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü â [1], äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà � èç Ån è íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèè ñ õ i( , )� îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà � çàäàííûì ÷èñëîì N

ñ-øàðîâ îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ñóùåñòâóåò, òî çàäà÷ó (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R ñ õN
x i N

i
N

N
( , , ) max min ( , ) min

, , ( , , )
� � �

� �
1

1
1

� � �
� � �� �� �

. (8)

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè R N( , , )� �1 � äëÿ ñëó÷àÿ åâêëèäîâîé

íîðìû ñ õ õ
i i En

( , ) || ||� �� � . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ R N( , , )� �1 � — íåïðå-

ðûâíà è îãðàíè÷åíà íà � N è ýòà ôóíêöèÿ èç (8) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé íà � N, ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| max min ( , ) max min ( , ) |
, , , ,x i N

i
x i N

iñ õ ñ õ
� � � �

� �
� �1 1� �

� � L N N
En

N|| ||� �� ,

ãäå � � �N
N� �( , , )1 , L � 0 — êîíñòàíòà Ëèïøèöà, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà òî-

÷åê � N è � N èç � N . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáî-

òå [4]. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ R N( , , )� �1 � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî

îíà ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà [12], ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðàâîìåðíî

ãîâîðèòü î ïî÷òè èëè îáîáùåííûõ ãðàäèåíòàõ ýòîé ôóíêöèè. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî ôóíêöèÿ R N( , , )� �1 � çàäà÷è (8) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà � N [13].

Ìíîãîýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ R N( , , )� �1 � â çàâèñèìîñòè îò âèäà ìíîæåñòâà

� ìîæåò îáëàäàòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè öåíòðîâ) êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷-

íûì ÷èñëîì ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ, à òàêæå ìîæåò èìåòü ëîêàëüíûå ìèíèìóìû.

Êàê äîêàçàíî â [4], äëÿ íåïóñòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà � 	 Ån è � i �� ,

i N� �1, , , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

R ñ õ ñ õN

x i N
i

i N x i

( ) max min ( , ) max max (
, , , ,

� �� �
� � � �� �1 1� �

, )� i , (9)

ãäå ìíîæåñòâà � i , i N� �1, , , ñîñòàâëÿþò äèàãðàììó Äèðèõëå–Âîðîíîãî äëÿ

ìíîæåñòâà � , ò.å.

� �i i
j N

jõ ñ õ ñ õ� � �
�

{ : ( , ) min ( , )}
, ,

� �
1 �

è � ��
�

i

i

N

1

� ,

ïðè÷åì ìíîæåñòâà � i — êîìïàêòíû äëÿ âñåõ i N� �1, , . Çàìåòèì, ÷òî ìíîæå-

ñòâî � i îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé � i , ïîýòîìó � i ìîæíî çàïèñûâàòü êàê �( )� i .

Èç [4] ñëåäóåò òàêæå, ÷òî åñëè À — íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî èç Ån , òî

äëÿ ëþáûõ ó Ån� èìååò ìåñòî

ó ó õ ó õ
x A

E
x A

En n0 � � �
� �

sup sup
co

|| || || — ||
( )

,

ãäå ñî ( )À — âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà À.

Îáîçíà÷èì Ò ôèêñèðîâàííîå ðàçáèåíèå íåïóñòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà �

íà N íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Ò Ò N1 , ,� , ò.å. Ò i

i

N

�

�
1

� � , Ò Òi j� �� ,

i j� , i , j N� �1, , , Ò i — íåïóñòûå, êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ êàæäîãî

i N� �1, , ââåäåì ôóíêöèè

� � �i
N

x T
i

i

ñ õ( ) max ( , )�
�

. (10)

Ïîñêîëüêó â (10) ôóíêöèè ñ õ i( , )� , i N� �1, , , îïðåäåëåíû íà Ò Åi n� , íåïðå-

ðûâíû ïî x è âûïóêëû ïî � i íà Ån (ëèáî íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå èç

Ån ) ïðè ëþáîì õ Ò i� , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1.9 èç [14] ôóíêöèè � �i
N( ) èç (10)
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âûïóêëû ïî � i íà Ån
N è ñóáãðàäèåíòíîå ìíîæåñòâî G

i
T

N
�

�( )
0

â òî÷êå �
0
N ôóíê-

öèè (10) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

G G
i
T

i
N

N
c x

N

x I
� �

�

� �( ) ( )( , )

( )
0 0

0

�
�

co � , (11)

ãäå I õ õ ÒN
i( ) { :�

0
� � ; ñ õ i i

T N( , ) ( )}� � �0
0

� , Gc x
N

i( , ) ( )� �
0

— ñóáäèôôåðåíöèàë

ôóíêöèè ñ õ i( , )� ïî � i íà Ån ïðè äàííîì õ Ò i� . Ñóáãðàäèåíòíîå ìíîæåñòâî

G
i
T

N
�

�( )
0

íåïóñòîå, âûïóêëîå, êîìïàêòíîå.

Òàêèì îáðàçîì, èç âûïóêëîñòè ôóíêöèé � �i
N( ) íà Ån

N è ðàâåíñòâà (9) ñëåäó-

åò, ÷òî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (8) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èç

ðåøåíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå (11) Ò i — i-å ïîäìíîæåñòâî ôèêñèðî-

âàííîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà � . Îäíàêî åñëè ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà � íà ïîäìíî-

æåñòâà íå ôèêñèðîâàíî è íåèçâåñòíî çàðàíåå ïîëîæåíèå òî÷åê � �1 , ,� N , ãåíåðè-

ðóþùèõ îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà � , à çíà÷èò è ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèå-

íèå Äèðèõëå–Âîðîíîãî, òî ôóíêöèÿ R N( , , )� �1 � çàäà÷è (8) íå ÿâëÿåòñÿ, êàê

îòìå÷àëîñü âûøå, âûïóêëîé íà � N âñëåäñòâèå íåâûïóêëîñòè ïî � � �N
N� �( , , )1

íà � N ôóíêöèè r õ ñ õN

j N
j( , ) min ( , )

, ,
� ��

�1 �
. Íî õîòÿ ôóíêöèÿ r õ N( , )� íå ÿâëÿ-

åòñÿ âûïóêëîé ïî � N ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì õ�� , îíà ñîñòîèò èç âûïóêëûõ

ó÷àñòêîâ, îòâå÷àþùèõ ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì ôóíêöèè R N( , , )� �1 � , à, êàê èç-

âåñòíî [12], äëÿ íåâûïóêëûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé ïî÷òè-ãðàäèåíò ñîâïàäàåò ñ

ñóáãðàäèåíòîì ê îäíîìó èç ïðèìûêàþùèõ ê äàííîé òî÷êå âûïóêëûõ ó÷àñòêîâ.

Äàëåå ïðèâåäåì ëåììó, ñëåäóÿ [4], êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü ãåíåðèðîâàòü ìî-

íîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè R N( , , )� �1 �
çàäà÷è (8) îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà � .

Ëåììà 1. Ïóñòü � — êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî èç Ån è

R ñ õN

x i N
i( ) max min ( , )

, ,
� ��

� �� 1 �
. (12)

Åñëè öåíòðû ~ , , ~� �1 � N âûáðàòü èç óñëîâèÿ

max ( , ~ ) min max ( , )
( ) ( ) ( )x

i
x

i
i i i i

ñ õ ñ õ
� � �

�
� � �� � � �

� �
co

, i N� �1, , , (13)

òî R RN N(~ , , ~ ) ( , , )� � � �1 1� � � . (Çäåñü öåíòð ~�i çàäàåò øàð, ïîêðûâàþùèé

�( )� i ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

R ñ õN
x i N

i
i

( , , ) max min ( , ) max
( )

, ,

( )

,
� � �1

12

1

9

1
� � �

� � �� � �, ( )

( )

max ( , )
N x

i
i

c õ
�

�
� �

�
13

� �
� � � �

( )

, , ( ) , ,
max max ( , ~ ) max max

13

1 1i N x
i

i N xi

ñ õ
� �� ��

�
(~ )

( , ~ )
�

�
i

ñ õ i � (14)

� � �
� �

max min ( , ~ ) ( ~ , , ~ )
, ,x i N

i Nñ õ R
� 1

1
�

� � � .

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà â (14) çàìåòèì, ÷òî

� �
�

( ) ( ) ( ~ , max ( , ~ ))
( )

� � �
�

i i i
x

iÂ ñ õ

i

� �
�

ñî ,

ãäå Â ñ õi
x

i
i

(~ , max ( , ~ ))
( )

� �
���

— øàð ñ öåíòðîì â ~�i è ðàäèóñîì max ( , ~ )
( )x

i
i

ñ õ
�� �

� .
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Ïîýòîìó

� �
�

� �
� ��

( ) ( ~ , max ( , ~ ))
( )

� � �
�

i

i

N

i
x

i

i

N

Â ñ õ
i1 1

� � .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Â ñ õi
x

i i N
i

(~ , max ( , ~ ))
( )

, ,� �
��

� �
�

1 — øàðîâîå ïîêðûòèå ìíî-

æåñòâà � , ãåíåðèðóåìîå âåêòîðîì ~ (~ , , ~ )� � �N
N� �1 , è ñîãëàñíî [4] îíî ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì øàðîâûì ïîêðûòèåì, êîòîðîå äîïóñêàåò âåêòîð ~ (~ , , ~ )� � �N
N� �1 .

Ëåììà äîêàçàíà.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÊÐÛÒÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

ØÀÐÀÌÈ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÄÈÓÑÀ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè, ò.å. äëÿ îòûñêàíèÿ êîîðäè-

íàò öåíòðîâ � �* *, ,1 � N è çíà÷åíèÿ ðàäèóñà ïîêðûòèÿ R N( , , )* *� �1 � , ìèíèìè-

çèðóþùèõ öåëåâóþ ôóíêöèþ

R ñ õN
x i N

i( , , ) max min ( , )
, ,

� � �1
1

� �
� �� �

, (15)

ïðè óñëîâèè

( , , ) ( )� �1 � �N
Nñî� (16)

íåîáõîäèìî ñîãëàñíî ëåììå 1 ìèíèìèçèðîâàòü ïî � i , i N� �1, , , íà ìíîæåñòâå

ñî�( )� i ôóíêöèè

R ñ õi i
x

i
i

( ) max ( , )
( )

� �
�

�
��

, i N� �1, , . (17)

Ìèíèìèçàöèÿ íà ìíîæåñòâå ñî�( )� i äîïóñòèìà, òàê êàê

ñî�( )� � �
� �

ñî ñî� �( ) ( )� �i

i

N

i

i

N

1 1

� � .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ri i( )� èç (17) íåäèôôåðåíöèðóåìû, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (15), (16) áóäåì èñïîëüçîâàòü îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà îáîáùåííîãî ãðàäèåíò-

íîãî ñïóñêà ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ (r-àëãîðèòì Øîðà [12]).

Ñîãëàñíî (11) è çàìå÷àíèþ 1 i-ÿ êîìïîíåíòà N-ìåðíîãî âåêòîðà îáîáùåííîãî

ãðàäèåíòà

g g g gR
N

R
N

R
N

R
N

i

i

N

N( ) ( ( ), , ( ), , ( ))� � � �
� � �� � �

1

1 (18)

ôóíêöèè R N( )� èç (8) â òî÷êå � � �N
N� �( , , )1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñóáãðàäèåíò-

íîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèè Ri , i N� �1, , , èç (17) â òî÷êå � i , êîòîðîå èìååò âèä

G g x
R

N
c

N
i

i

i i� �
� �( ) ( , )�co{ ; x x õi i i

x
i

i

: || || max || ||
( )

� � �
�

� �
��

(19)

ãäå g xc
N

i
i�

�( , ) — îáîáùåííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè ñ x i( , )� â òî÷êå

� � � �N
i N� � �( , , , , )1 , à � � �i i i

n� �( , , )( ) ( )1 .

Ïåðåéäåì îò çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (15), (16) ïî � N íà ìíîæåñòâå

( )co� N ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ïî � N íà Ån
N ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ â

öåëåâóþ ôóíêöèþ (15) íåãëàäêîé øòðàôíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ñî� .

Åñëè ñî� � � �{ : ( ) }õ Å õn � 0 , ãäå � ( )õ — ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè

ñî � , òî íåãëàäêóþ øòðàôíóþ ôóíêöèþ H äëÿ çàäà÷è (15), (16) ìîæíî ââåñòè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Í SN i

i

N

( , , ) max{ , ( )}� � � �1

1

0� �
�
 , (20)

çäåñü S — êîýôôèöèåíò øòðàôà (äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî).

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 105



Òàêèì îáðàçîì, îò çàäà÷è óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (15), (16) ïåðåõîäèì ê ñëåäó-

þùåé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè:

R R ÍN N N
EN n

N
( , , ) ( , , ) ( , , ) min

( , , )
� � � � � �

� �
1 1 1

1

� � � � � �
��

, (21)

ãäå R N( , , )� �1 � èìååò âèä (15), Í N( , , )� �1 � èìååò âèä (20).

Îáîáùåííûé ãðàäèåíò ôóíêöèè R N( , , )� �1 � â òî÷êå � � �N
N� �( , , )1 çàäà-

åòñÿ ôîðìóëîé

g g g
R N R N Í N( , , ) ( , , ) ( , , )� � � � � �1 1 1� � � � � . (22)

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è (15), (16) îá îïòèìàëüíîì

ïîêðûòèè ìíîæåñòâà � èç Ån . Äëÿ ýòîãî îáëàñòü � çàêëþ÷èì â n-ìåðíûé ïàðàëëå-

ëåïèïåä � , ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,

ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ �( )õ , îïðåäåëåííóþ íà � , òàêóþ, ÷òî

�( )
\ ,

.
õ

x

x
�

�

�
�
�
�

0

1

äëÿ

äëÿ

� �

�

Òîãäà â çàäà÷å (15), (16) ïîä ôóíêöèåé ñ õ i( , )� áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ

ñ õ õi( , ) ( )� �� , îïðåäåëåííóþ íà � è ñîâïàäàþùóþ ñ ñ õ i( , )� íà � , ÷òî äàåò âîç-

ìîæíîñòü ïðèìåíÿòü ýòîò àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè äàæå äëÿ

íåâûïóêëûõ îáëàñòåé. Â àëãîðèòìå âåêòîð � � �N
N� �( , , )1 äëÿ óïðîùåíèÿ îáî-

çíà÷èì ÷åðåç � � �� �( , , )1 N .

ÀËÃÎÐÈÒÌ

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï. Ïàðàëëåëåïèïåä � ïîêðûâàåì ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé

ñ øàãîì �h j , j n� �1, , , è çàäàåì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðîâ ïîêðûòèÿ

� � �( ) ( ) ( )( , , )0
1
0 0� �

N
. Ñòðîèì ïî ýòèì öåíòðàì ðàçáèåíèå Äèðèõëå–Âîðîíîãî

�� �( ), , ( )}( ) ( )� �
1
0 0�

N
, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçáèå-

íèÿ ìíîæêñòâ (ÎÐÌ) áåç îãðàíè÷åíèé ñ çàäàííûì ïîëîæåíèåì öåíòðîâ

ïîäìíîæåñòâ, îïèñàííûé â [13].

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà �( )( )�
i
0 , i N� �1, , , íàõîäèì ïåðåáîðîì íà ñåòêå

âñå íàèáîëåå óäàëåííûå òî÷êè x
i
( )0 îò ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðà �

i
( )0 , i N� �1, , .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òî÷åê ïî ôîðìóëå (22) âû÷èñëÿåì âåêòîð-ãðàäèåíò

g
R N( , , )� �1 � â òî÷êå � ( )0 , âûáèðàåì íà÷àëüíûé ïðîáíûé øàã r-àëãîðèòìà h0 0� .

Ïåðâûé øàã. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

� � �1 0
0

0� �Ð h g
Rñî� ( ( ))( ) ( ) ,

ãäå Ðñî� — îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ñî� , îïðåäåëèì öåíòðû ïîêðûòèÿ.

Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîñëå k, k �12, ,� , øàãîâ àëãîðèòìà ïîëó÷åí

âåêòîð � � �( ) ( ) ( )( , , )k k
N
k� �

1
.

( )k �1 -é øàã. 1. Ïî öåíòðàì � �
1
( ) ( ), ,k

N
k� ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 3.1 èç [13]

ñòðîèì ðàçáèåíèå Äèðèõëå–Âîðîíîãî { ( ),( )� �
i
k i N� �1, , }. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà

�( )( )�
i
k , i N� �1, , , íàõîäèì ïåðåáîðîì íà ñåòêå âñå íàèáîëåå óäàëåííûå òî÷êè

x
i

k( ) îò ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðà �
i
k( ) .

2. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ g
R

( )� ïî ôîðìóëå (22) ïðè � �� ( )k .

3. Âûïîëíÿåì ( )k �1 -é øàã r-àëãîðèòìà â Í-ôîðìå (áîëåå ïîäðîáíîå åãî îïèñà-
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íèå ïðèâîäèòñÿ â [12]), èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà êîòîðîãî èìååò âèä

� �
�

� �

( ) ( )
( )

( ) (

( )

( ( ), (

k k
k

k R
k

k R
k

R
k

Ð h
H g

H g g

� �

�

� �1 1

1

ñî�
) ))

�

�

�
�
�

�

 

!
!
!

,

ãäå Ík�1 — ìàòðèöà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñ êîýôôèöèåíòîì � (åãî öåëåñî-

îáðàçíî áðàòü ðàâíûì òðåì) â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ, èìåþùàÿ âèä

Í Í
H H

H
k k

k k k
T

k

k k k
� � �1

21 1( / – )
( , )

�
� �

� �
, �k R

k
R

kg g� �( )– ( )( ) ( )� � 1 .

Åñëè ââèäó îêðóãëåíèé ñ÷åòà ìàòðèöà Ík�1 ïåðåñòàåò áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé, çàìåíÿåì åå åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Øàã hk âûáèðàåì èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî íàïðàâëåíèþ ñïóñêà [15]:

min
( )

( ( ), ( ))

( )
( )

( ) ( )h

k k R
k

k R
k

R
k

R h
H g

H g g�

�

�

�
�

�
0

1

1

�
�

� �

�
�
�

�

 

!
!
!

"

#

$
$
$

%

&

'
'
'

.

Åñëè óñëîâèå

|| ||� � �k k� � �1 , � � 0 , (23)

íå âûïîëíÿåòñÿ, ïåðåõîäèì ê ( )k � 2 -ìó øàãó àëãîðèòìà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå —

ê ï. 4.

4. Ïîëàãàåì � �*
( )� 1 , ãäå l — íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé âûïîëíèëîñü óñëî-

âèå (23) çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

5. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà ïîêðûòèÿ ïî ôîðìóëå

R ñ õ
i N x

³
i

( ) max max ( , )
, , , ( )

� �
�

�
� �1 2 � �

ïðè � �� * .

Àëãîðèòì îïèñàí.

Çàìå÷àíèå 1 (ê àëãîðèòìó). Îïèñàííûé àëãîðèòì ââèäó íåâûïóêëîñòè öåëå-

âîé ôóíêöèè R N( , , )� �1 � çàäà÷è (8) ïðèâîäèò â ïðåäåëå ê ñèñòåìå öåíòðîâ

� � �
* * *( , , )N

N� �1 , ÿâëÿþùåéñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

ýòîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 2 (ê àëãîðèòìó). Ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî c-ïîêðûòèÿ è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ áûëè èññëåäîâàíû â ðà-

áîòå [5]. Äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà � , ãåíåðèðóåìîãî âåêòîðîì � � �N
N� �( , , )1 ,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ÎÐÌ ñ ôèêñèðîâàííûìè öåíòðà-

ìè � �1 , ,� N (àëãîðèòì ÎÐÌ ñ ôèêñèðîâàííûìè öåíòðàìè), ÿâëÿþùååñÿ ðàçáèåíè-

åì Äèðèõëå–Âîðîíîãî. Ïîýòîìó íà êàæäîé èòåðàöèè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà

îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà � èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì 3.1 îïòèìàëüíîãî ðàç-

áèåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè çàäàííûõ êîîðäèíàòàõ öåíòðîâ ïîäìíîæåñòâ

� �1 , ,� N èç [13].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ è îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ

ðàçëè÷íû, èìåþò ìåñòî ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîãäà öåíòðû îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ñî-

âïàäàþò ñ öåíòðàìè îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ.

Òàê, íàïðèìåð, åñëè ìåòðèêà èìååò âèä

ñ õ õ õi i i
( , ) max{| | , | |}( ) ( ) ( ) ( )� � �� � �1 1 2 2 ,

òî äèàãðàììà Äèðèõëå–Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ãëîáàëüíûì îïòèìàëü-

íûì ðåøåíèåì äëÿ îáåèõ çàäà÷.
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4. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ Ñ-ÏÎÊÐÛÒÈß

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà îïòèìàëüíîãî ñ-øàðîâîãî ïîêðûòèÿ

áûëè ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïîêðûòèþ

c-øàðàìè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà � �Å2 .

Â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà â êàæäîé èç òðåõ ìåòðèê (5)–(7) ñëåäóþ-

ùèå ïàðàìåòðû ëèáî çàäàíû ïîëüçîâàòåëåì, ëèáî çàäàíû ïî óìîë÷àíèþ â

àëãîðèòìå:

• � — òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé (èñïîëüçóåòñÿ â óñëîâèè îñòàíîâà r-àëãîðèòìà

Øîðà, ïî óìîë÷àíèþ: � � 0 0001, );

• h0 — íà÷àëüíûé ïðîáíûé øàã r-àëãîðèòìà Øîðà (ïî óìîë÷àíèþ: h0 1� );

• Ì — êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè, àïïðîêñèìèðóþùåé ìíîæåñòâî � , ïî êàæäîé

êîîðäèíàòíîé îñè (ïî óìîë÷àíèþ: Ì �100);

• N — ÷èñëî ïîêðûâàþùèõ ñ-øàðîâ;

• � �
1
0 0( ) ( ), ,�

N
— íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå îïòèìàëüíûõ öåíòðîâ ïîêðûòèÿ (ïî

óìîë÷àíèþ: íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå äëÿ âñåõ öåíòðîâ ïîêðûòèÿ — íà÷àëî êî-

îðäèíàò).

4.1. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñ-ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî

êâàäðàòà ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Îïèøåì è ïðîàíàëèçèðóåì ðåçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà èç Å2 ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé

ñ õ õ x y³ i i i( , ) || || ( ) ( )( ) ( )
� � � �� � � � � �2

1 2 2 2 . (24)

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàäèóñîâ îïòèìàëü-

íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (8) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé N � �2 15, , , ïîëó÷åííûå

àëãîðèòìîì, è ðàäèóñàìè, ïîëó÷åííûìè ãåîìåòðè÷åñêè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

àëãîðèòìîì, ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, îïèñàííûìè â ðàáîòàõ [1, 2]. Çàìåòèì,

÷òî àâòîðàì ýòèõ ðàáîò óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ N �15 . Íà ðèñ. 1

èçîáðàæåíî îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñ ðàäèóñîì ïîêðûòèÿ

R ( ) ,*� � 0 0687 , ïîëó÷åííîå ïðåäëîæåííûì àâòîðàìè àëãîðèòìîì äëÿ N �100 íà

ñåòêå 200 200� ñ íà÷àëüíûì øàãîì 0,2.

Êàê ïðàâèëî, â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ àëãîðèòì ïðèâîäèë ê ãëîáàëüíîìó

îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (8) îá îïòèìàëüíîì ïîêðûòèè. Ýòî ìîæíî óâèäåòü

â òàáë. 1, ñðàâíèâàÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ ïîêðûòèÿ R ( )*� , ïîëó÷åííûõ

àëãîðèòìîì, ñ ðàäèóñàìè R* , ïîëó÷åííûìè ãåîìåòðè÷åñêè, õîòÿ (êðàéíå ðåäêî)

èìåëè ìåñòî ýêñïåðèìåíòû, ïðèâîäÿùèå ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó çàäà÷è (8).

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëþò òàêæå ñäåëàòü âûâîä

î òîì, ÷òî ââèäó âûñîêîé òî÷íîñòè r-àëãîðèòìà ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâà-
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Ò à á ë è ö à 1

N

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî

ðàäèóñà

N

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî

ðàäèóñà

ïîëó÷åííîãî

àëãîðèòìîì

ïîëó÷åííîãî

ãåîìåòðè÷åñêè

ïîëó÷åííîãî

àëãîðèòìîì

ïîëó÷åííîãî

ãåîìåòðè÷åñêè

2 0,5599 0,5590 9 0,2339 0,2357

3 0,5033 0,5038 10 0,2186 0,2221

4 0,3536 0,3536 11 0,2125 0,2125

5 0,3266 0,3260 12 0,2068 0,2082

6 0,3001 0,3005 13 0,1956 0,1966

7 0,2596 0,2750 14 0,1859 0,1912

8 0,2596 0,2612 15 0,1807 0,1852
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åìîé çàäà÷è îáóñëîâëèâàåòñÿ â îñíîâíîì ïî-

ãðåøíîñòüþ, ïîëó÷àåìîé âñëåäñòâèå âûáðàí-

íîé âåëè÷èíû øàãà ñåòêè. Ïðè ýòîì òî÷íîå

çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà ïîêðûòèÿ R*

íàõîäèòñÿ íà îòðåçêå [ ( ) ; ( ) ]* *R R� �� �� � ,

ãäå R ( )*� — çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèó-

ñà, ïîëó÷åííîå íà çàäàííîé ñåòêå; � — ïî-

ãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ðàäèóñà, ïîëó÷åííàÿ çà

ñ÷åò äèñêðåòèçàöèè ìíîæåñòâà � è âû÷èñëåí-

íàÿ ïî ôîðìóëå �
� �

�
�h hx y

2 2

2
. Çäåñü �hõ ,

�h ó — øàãè ñåòêè, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü

äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèàãðàììû Äèðèõëå–Âîðîíîãî

ïî îñÿì 0õ è 0ó ñîîòâåòñòâåííî.

4.2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî c-ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî

êâàäðàòà ñ ìåòðèêîé ×åáûøåâà. Äëÿ ìåòðèêè ×åáûøåâà â ðàáîòå [3] òåîðåòè÷åñêè

óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî � — êîîðäèíàòíûé êóá, ò.å. � � � �{ :õ õ j0 1,

j n� �1, , }, òî ðåøåíèå çàäà÷è (8) îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ â ñëó÷àå ìåòðèêè

×åáûøåâà (2) íàõîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå:

— R
m

* �
1

2
, ãäå m Nn� [ ] ; (25)

— mn èç öåíòðîâ � �* *, ,1 � N îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè

� i
nj

m

j

m

j

m
�
�

�
�

�

 
!1 2

2 2 2
, , ,� , j j mn1 1 3 2 1, , { , , , – }� � � ; (26)

— îñòàëüíûå ( )N mn� — ïðîèçâîëüíûå òî÷êè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ N mn� îïòèìàëüíûå êîîðäèíàòû âñåõ N öåí-

òðîâ ïîêðûòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïî ôîðìóëàì (26), à äëÿ ñëó÷àÿ

m N mn n( ( �( )1 , ãäå m — öåëîå, àíàëèòè÷åñêè ìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå êî-

îðäèíàòû òîëüêî mn öåíòðîâ ïîêðûòèÿ, îñòàëüíûå îñòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè.

Ñðàâíèì àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èç [3] ïî ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà

èç Å2 â ñëó÷àå ìåòðèêè ×åáûøåâà

ñ õ õ õ
i N

i i
( , ) max {| | , | |}³

, , ,

( ) ( ) ( ) ( )� � �� � �
�1 2

1 1 2 2

�

(27)

ñ ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîæíî îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû îïòèìàëü-

íûõ öåíòðîâ ïîêðûòèÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ N m� 2 , òàê è (â îòëè÷èå îò òåîðåòè÷åñêèõ ðå-

çóëüòàòîâ èç [3]) äëÿ ñëó÷àÿ m N m2 21( ( �( ) .

Îïèøåì è ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî

ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñ ìåòðè-

êîé (28) äëÿ ñëó÷àÿ N m� 2 , m � 2 3 4 5, , , .

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû äèàãðàììû Äèðèõ-

ëå–Âîðîíîãî ãëîáàëüíûõ îïòèìàëüíûõ

ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ

(8) äëÿ ñëó÷àåâ N m� �2 4 9 16 25, , , , ïî-

ëó÷åííûå ñ òî÷íîñòüþ � � 00001. , à â

òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îïòèìàëüíûõ ðàäèóñîâ ïîêðûòèÿ

R ( )*� , ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîì, è îïòè-

ìàëüíûõ ðàäèóñîâ, ïîëó÷åííûõ òåîðåòè-

Ðèñ. 1. Îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî
êâàäðàòà â ñëó÷àå || || || ||õ õ� 2, N � 100

Ò à á ë è ö à 2

N

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ

ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà

ïîëó÷åííîãî

àëãîðèòìîì

ïîëó÷åííîãî

òåîðåòè÷åñêè, R
T

*

4 0,2525 0,25

9 0,1684 0,1667

16 0,1275 0,125

25 0,1023 0,1
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÷åñêè â [3]. Êàê âèäíî, âñå ïðèâåäåííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî ïîêðûòèþ åäè-

íè÷íîãî êâàäðàòà ñîâïàäàþò (ñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ) ñ òåîðåòè÷åñêèìè, ïðèâå-

äåííûìè â ðàáîòå [3].

Àëãîðèòìîì ïîëó÷åíî òàêæå îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà äëÿ

ñëó÷àÿ || || || ||õ õ� 0 , N �100 . Ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ ïîêðûòèÿ R ( ) ,*� � 0 0563 .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ è àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ïî ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñ ìåòðèêîé ×åáûøåâà (28) äëÿ ñëó÷àÿ

m N m2 21( ( �( ) .

Íà ðèñ. 3, à ïðåäñòàâëåíà äèàãðàììà Äèðèõëå–Âîðîíîãî îïòèìàëüíîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ (8) äëÿ ñëó÷àÿ N � 3 . Çäåñü m N� �[ ] 1. Ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûé ðàäèóñ ïîêðûòèÿ R ( ) ,*� � 0 5004 îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåòè÷åñêîãî

RT
*

,� 0 5 íà âåëè÷èíó 0,0004. ×èñëî ïðîèçâîëüíûõ öåíòðîâ ñîñòàâëÿåò ( )N m� �2 2 .

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3, á, â, ã äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì ðå-

çóëüòàòàì èç [8]. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ m N� �[ ] 2 è ïîëó÷åííûå îïòèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ðàäèóñîâ ïîêðûòèÿ äëÿ N � 5 6 7, , ñîâïàäàþò (ñ íåêîòîðûìè ïîãðåøíîñòÿìè) ñ

òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè RT
*

,� 0 25 . Â ñëó÷àå N � 5 ïðîèçâîëüíûì öåíòðîì ïî-

êðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ �5 , çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ öåíòðîâ ñîâïàäàþò ñ òå-

îðåòè÷åñêèìè ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò çàäàííîé òî÷íîñòè � è ðàç-

ìåðîâ ñåòêè, ïîêðûâàþùåé ìíîæåñòâî � . Êîëè÷åñòâî ïðîèçâîëüíûõ öåíòðîâ, ñî-

ãëàñíî òåîðèè, â ñëó÷àå N � 6 äîëæíî áûòü ðàâíî ( )N m� �2 2 , à â ñëó÷àå N � 7

ðàâíî ( )N m� �2 3 . Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî òàêèìè ïðîèçâîëüíûìè öåíòðàìè ìîãóò

áûòü ïðè N � 6 òî÷êè �5 è �6 , ïðè N � 7 — òî÷êè �5 , �6 è �7 .

4.3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî c-ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî

êâàäðàòà ñ ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêîé. Îïèøåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà èç Å2 ñ ìàíõýòòåíñêîé

ìåòðèêîé

ñ õ õ õ õi i i( , ) || || | | | |³� � � �� � � � � �1
1 1 2 2 , i N� �1, , . (28)

Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà â ñëó÷àå || || || ||õ õ� 0 ïðè N a� 4 ( ) , N á� 9 ( ) ,
N â� 16 ( ) , N ã� 25 ( )

à á â ã

Ðèñ. 3. Îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà â ñëó÷àå || || || ||õ õ� 0 ïðè N a� 3 ( ) , N á� 5 ( ) ,
N â� 6 ( ) , N ã� 7 ( )

à á â ã



Äëÿ ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêè â ðàáîòå [3] òåîðåòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè

ìíîæåñòâî � 	 Å2 èìååò âèä � � � �{ : | | | | }õ õ õ1 2 1 è N m� 2 , m — öåëîå, òî îïòè-

ìàëüíûå êîîðäèíàòû öåíòðîâ ïîêðûòèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

� i

j j

m

j j m

m

* , ,� �
�

� � � )
*

1 2 1 2

2

2

2
j1, j m2 1 3 2 1� � �{ , , , } .

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîêðûòèþ ìíîæåñòâà � ñ-øàðàìè

äëÿ N � 4 9, ñîâïàäàþò ñ òåîðåòè÷åñêèìè ñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ. Ïîêðûâàþ-

ùèì ñ-øàðîì â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ðîìá. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû äèàãðàììû Äè-

ðèõëå–Âîðîíîãî ãëîáàëüíûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå

àëãîðèòìîì:

— äëÿ N � 4 (çà 142 èòåðàöèè ïðè Ì �100 , h0 1� , � � 0 0001, , � i
0 0 0� ( ; ) ,

i � �1 4, , ): �	
 � (0,5030; 0,7506), �	2 � (0,5022; 0,2504), �	3 � (0,2525; 0,5000),

�	4 � (0,7525; 0,5000), R ( ) ,*� � 0 2476 ;

— äëÿ N � 9 (çà 211 èòåðàöèè ïðè Ì �100 , h0 0 5� , , � � 0 0001, , � i
0 çàäàíû ñëó-

÷àéíî, i � �1 9, , ): �	
 � (0,5000; 0,1667) , �	2 � (0,5000; 0,8333) , �	3 � (0,1703;

0,4986) , �	4 � (0,6621; 0,3338), �	5 � (0,3302; 0,6698) , �	6 � (0,8333; 0,5000) ,

�	7 � (0,4949; 0,5051) , �	8 � (0,3378; 0,3288) , �	9 � (0,6667; 0,6667),

R ( ) ,*� � 01667 .

Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû äèàãðàììû Äèðèõëå–Âîðîíîãî îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ

åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ðåøåíèé çàäà÷è (8) äëÿ ìåòðèêè (28), ïîëó÷åííîãî àëãîðèò-

ìîì ïðè N � 4 . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ R ( ) ,*� � 0 5000 . Íà ðèñ. 5, à èçîáðàæåíà äèàãðàì-

ìà Äèðèõëå–Âîðîíîãî îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ÷åòûðüìÿ

c-øàðàìè, ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì çà 140 èòåðàöèé ïðè Ì �100 , h0 1� , � � 0 0001, ,

� i
0 0 0� ( ; ) , i � �1 4, , . Îïòèìàëüíûå êîîðäèíàòû öåíòðîâ ïîêðûòèÿ â ýòîì ñëó÷àå

èìåþò âèä �* ( , ; , )1 0 6768 01717� , �* ( , ; , )2 0 3232 0 8283� , �* ( , ; , )3 01717 0 3232� ,

�* ( , ; , )4 0 8283 0 6768� .
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Ðèñ. 4. Äèàãðàììà Äèðèõëå–Âîðîíîãî îïòèìàëü-

íîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà � , ïîëó÷åííîãî àëãî-

ðèòìîì â ñëó÷àå || || || ||õ õ� 0 ïðè N a� 4 ( ) ,

N á� 9 ( )

à á

Ðèñ. 5. Äèàãðàììû Äèðèõëå–Âîðîíîãî îïòèìàëü-

íîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ïîëó÷åí-

íîãî àëãîðèòìîì äëÿ ìåòðèêè (28) ïðè N � 4

çà 140 èòåðàöèé ( )a è çà 115 èòåðàöèé ( )á

à á

Ðèñ. 6. Äèàãðàììû Äèðèõëå–Âîðîíîãî çàäà÷è (8) îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà
â ñëó÷àå | | | | | | | |x x� 1 äëÿ N a� 5 ( ) , N á� 7 ( ) , N â� 9 ( )

à á â



Íà ðèñ. 5, á èçîáðàæåíà äèàãðàììà Äèðèõëå–Âîðîíîãî äðóãîãî îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ ýòîé æå çàäà÷è ( ( ) , )*R � � 0 5000 , ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì çà 115 èòåðà-

öèé ïðè Ì �101, h0 0 2� , , � � 0 0001, , � i
0 0 0� ( ; ) , i � �1 4, , . Îïòèìàëüíûå êîîðäè-

íàòû öåíòðîâ ïîêðûòèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä �	
 � ( , ; , )0 9851 0 4800 ,

�	2 0 5225 0 9875� ( , ; , ) , �	3 0 0165 0 5165� ( , ; , ) , �	4 0 4784 0 0134� ( , ; , ) .

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû Äèðèõëå–Âîðîíîãî äëÿ çàäà÷è îïòèìàëü-

íîãî ïîêðûòèÿ (8) åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñ ìåòðèêîé (28), ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì

äëÿ N � 5 7 9, , ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ � i
0 0 0� ( ; ) , i � �1 9, , .

4.4. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

c-ïîêðûòèÿ ê äèñêðåòíûì çàäà÷àì ïîêðûòèÿ. Äèñêðåòíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

ïîêðûòèÿ ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Çàäà÷à 5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðîâ � � �	
 	 	, , , ,� �i N , êàæäûé èç êîòîðûõ

ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó Ò i , i N� �1, , , (âûïóêëîìó,

çàìêíóòîìó, îãðàíè÷åííîìó, ïðèíàäëåæàùåìó Ån ), ãåíåðèðóþùèõ ñ-øàðîâîå ïî-

êðûòèå äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà � ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ðàäèóñîì, ò.å.

R ñ õN
x i N

³
N

( , , ) max min ( , ) min
, , , ( , , )

� � �
� �

1
1 2 1

� � �
� � �� � � T TN1 � ��

. (29)

Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé çàäà÷è (8) î ñ-øà-

ðîâîì ïîêðûòèè ê ðåøåíèþ äèñêðåòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ (29) ïðîèë-

ëþñòðèðóåì íà ñëåäóþùèõ äâóõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâà Ò i , i � �1 4, , , ñîâïàäàþò ñ åäèíè÷íûì êâàäðàòîì, ò.å.

Ò Ò Ò Ò1 2 3 4 01 01� � � � �{[ , ] [ , ]}. Ìåòðèêà ñ õ ³( , )� — åâêëèäîâà, N � 4 . Ìíîæåñòâî �
ñîñòîèò èç òî÷åê:

� � {(0,0; 0,0), (1/7; 0,0), (0,0; 1/7), (1/7; 1/7), (0,0; 6/7), (1/7; 6/7), (0,0; 1,0),
(1/7; 1,0), (3/7; 4/7), (4/7; 4/7), (3/7; 5/7),

(4/7; 5/7), (6/7; 6/7), (1,0; 6/7), (6/7; 1,0), (1,0; 1,0)}.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì çà 254 èòåðà-

öèè ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: h0 1� ,

� � 0 0001, , Ì � 71, � i
0 0 0� ( ; ) , i � �1 4, , .

Çäåñü öåíòðû �*i , i � �1 4, , , îòìå÷åíû çíà-

êîì � . Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû

ïîäòâåðæäàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîñòðîå-

íèÿìè:

�	
 � ( , ; , )0 0714 0 0714 , �	2 0 9286 0 9286� ( , ; , ) ,

�	3 0 0714 0 9286� ( , ; , ) ,

�	4 0 5000 0 6429� ( , ; , ) , R ( ) ,*� � 01010 .

Ïðèìåð 2. Ïîêðûâàëîñü ìíîæåñòâî � ,

ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (ðèñ. 8):

� � { (0,0; 0,0), (0,0; 0,25), (0,0; 0,5), (0,0; 0,75), (0,0; 1,0), (0,25; 0,0), (0,25;

0,25), (0,25; 0,5), (0,25; 0,75), (0,25; 1,0), (0,5; 0,0), (0,5; 0,25), (0,5; 0,5), (0,5; 0,75),

(0,5; 1,0), (0,75; 0,0), (0,75; 0,25), (0,75; 0,5), (0,75; 0,75), (0,75; 1,0), (1,0; 0,0), (1,0;

0,25), (1,0; 0,5), (1,0; 0,75), (1,0; 1,0)},
Ìåòðèêà ñ õ( , )³� — åâêëèäîâà, N � 2 . Çàäàíû ìíîæåñòâà Ò1 � {[0,0; 0,25] �

� [0,0; 0,25]} , Ò 2 0 75 10 0 0 0 25� �{[ , ; , ] [ , ; , ]}.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì çà îäíó èòåðà-

öèþ ïðè h0 1� , � � 0 0001, , Ì � 41, � i
0 0 0� ( ; ) , i �1 2, , èìåþò âèä

�	
 � ( , ; , )0 0200 0 2500 , �	2 0 7500 0 2500� ( , ; , ) , R ( ) ,*� � 0 7906 .
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Ðèñ. 7. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ äèñ-
êðåòíîãî ìíîæåñòâà � èç ïðèìåðà 1

��*1

��*4

��*2

x2

R*

1

6
7

5
7

4
7

1
7

0
1
7

3
7

4
7

6
7 1 x1

��*3



Íà ðèñ. 8 èçîáðàæåíî îïòèìàëüíîå ïîêðû-

òèå ìíîæåñòâà � , îïòèìàëüíûå öåíòðû ïîêðû-

òèÿ îòìå÷åíû çíàêîì � . Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè.

4.5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ïî c-ïîêðûòèþ íåâûïóêëûõ îáëàñ-

òåé. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ðå-

øåíèÿ íåïðåðûâíîé çàäà÷è (8) î ñ-øàðîâîì

ïîêðûòèè ê ïîêðûòèþ íåâûïóêëûõ îáëàñòåé

ïðîèëëþñòðèðóåì ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 3. Ïðîâîäèëîñü ïîêðûòèå íåâû-

ïóêëîãî ìíîæåñòâà � (ìîçàèêè, íàáðàííîé èç

ñåìè ïðàâèëüíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ) ñåìüþ

øàðàìè. Öåíòðû ïîêðûòèÿ � i , i � �1 7, , , ðàç-

ìåùàëèñü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ

Ò i , i � �1 7, , , ãäå Ò i � �{[ , ] [ , ; , ]}01 0 0 10 3923 .

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò öåíòðîâ ïî-

êðûòèÿ âûáèðàëèñü íóëåâûìè, ò.å .

� i
0 0 0� ( ; ) , i � �1 7, , . Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,

ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì çà 224 èòåðàöèè ïðè

h0 1� , � � 0 0001, , Ì �151, èìååò âèä

�	
 � ( , ; , )0 4968 01677 , �	2 0 5034 0 5125� ( , ; , ) ,

�	3 01967 0 3461� ( , ; , ) , �	4 0 4993 0 8666� ( , ; , ) ,

�	5 0 8029 0 3408� ( , ; , ) , �	6 01991 0 6920� ( , ; , ) ,

�	7 0 8003 0 6930� ( , ; , ) , R ( ) ,*� � 0 2010 .

Îïòèìàëüíûå öåíòðû ïîêðûòèÿ �*i , i � �1 7, , , îòìå÷åíû íà ðèñ. 9 çíàêîì �.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè-

ìè ïîñòðîåíèÿìè.

Ïðèìåð 4. Äàííûé òåñòîâûé ïðèìåð âçÿò

èç ðàáîòû [4]. Òðåìÿ øàðàìè ïîêðûâàëîñü íå-

âûïóêëîå ìîæåñòâî � , èçîáðàæåííîå íà

ðèñ. 10. Öåíòðû ïîêðûòèÿ � i , i �1 2 3, , , ðàçìå-

ùàëèñü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ

Ò i � �{[ ; , ] [ ; ]}0 8 5 0 6 , i �1 2 3, , .

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå àëãî-

ðèòìîì çà 860 èòåðàöèé ïðè h0 1� , � � 0 0001, ,

èìååò âèä

�	
 � ( , ; , )2 5000 5 0000 , �	2 61003 0 9992� ( , ; , ) ,

�	3 17961 19464� ( , ; , ) .

Ïðè ýòîì R( ) ,*� � 2 6926 . Íà ðèñ. 10

îïòèìàëüíûå öåíòðû îòìå÷åíû òî÷êàìè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì äëÿ

äàííîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà, ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîòû [4].

4.6. Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà îïòèìàëüíîãî c-ïîêðûòèÿ äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ, òî÷êè êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûé âåñ. Â ðÿäå

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîêðûòèÿ îáëàñòè, íàïðèìåð ïðè îïòèìèçàöèè ïðîãðàìì

ðàáîòû ñèñòåì äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè, âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ, êîãäà íà

îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ îáëàñòè ïîòðåáíîñòü â ñïóòíèêîâîé ñâÿçè âûøå, ÷åì íà

äðóãèõ. Òàê, â çàäà÷å ïîêðûòèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ

ñóïåðìàðêåòîâ ïëîòíîñòü íàñåëåíèÿ íå âåçäå îäèíàêîâà. Â çàäà÷å ïëàíèðîâàíèÿ â
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ
äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà � èç ïðèìåðà 2

�*1

x2

R*

1

3
4

1
2

1
4

1
4

1
2

3
4 1 x1

�*2

Ðèñ. 9. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìî-
çàèêè ñåìüþ øàðàìè

�*1

x2

0 1 x1

�* 3

�* 4

�* 6

�*2

�* 5

�*7

Ðèñ. 10. Ãðàôèê îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ
íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâà � òðåìÿ øàðàìè

�* 3

x2

2

x1

�* 1

�*2

2

8,5

6



íåêîòîðîì ðåãèîíå ðàçìåùåíèÿ ñòàíöèé ñîòîâîé ñâÿçè ñòàíäàðòà CDMA ðàäèóñ

äåéñòâèÿ ýòèõ ñòàíöèé çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ïîòðåáèòåëåé. Ïðè óâåëè÷åíèè

íàãðóçêè ðàäèóñ äåéñòâèÿ ñòàíöèè óìåíüøàåòñÿ, è ñîîòâåòñòâåííî, êîãäà àáîíåíòû

ïîêèäàþò çîíó äåéñòâèÿ ñòàíöèè, åå ðàäèóñ äåéñòâèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Èçâåñòíà

ïðåäïîëàãàåìàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáîíåíòîâ â ÷àñû ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîé íàãðóçêè. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäèóñ

äåéñòâèÿ ñòàíöèé ñîòîâîé ñâÿçè. Ñîîòâåòñòâåííî âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ «âåñ»

êàæäîé òî÷êè â ïîêðûâàåìîì ìíîæåñòâå ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Äëÿ ó÷åòà

ïëîòíîñòè ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü èñõîäíûé öåëåâîé ôóíêöèîíàë òàê, ÷òîáû ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è ó÷èòûâàëñÿ âåñ êàæäîé òî÷êè îáëàñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) îá îïòèìàëüíîì c-ïîêðûòèè, ò.å. äëÿ îòûñêàíèÿ êîîð-

äèíàò öåíòðîâ � �	
 	, ,� N è âåëè÷èíû ðàäèóñà ïîêðûòèÿ R N( , , )� �	
 	� , ìèíè-

ìèçèðóþùèõ öåëåâóþ ôóíêöèþ

R x ñ õN
x i N

i( , , ) max min ( ) ( , )
, ,

� � � �1
1

� �
� �� �

, (30)

ïðè óñëîâèè

( , , ) ( )� �1 � �N
Nñî� (31)

íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ïî � i , i N� �1, , , íà ìíîæåñòâå ñî� ( )� i ôóíêöèè

R x ñ õi i
x

i
i

( ) max ( ) ( , )
( )

� � �
�

�
��

, i N� �1, , . (32)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

ïî÷òè âñþäó è �( )x � 0 , òîãäà ìîäèôèêàöèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà íå ìåíÿåò åãî

ñâîéñòâ è âñå äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå íà ïðèìåðå ÷àñòè àëãîðèòìà, ñâÿçàííîé ñ

ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà � íà ïîäìíîæåñòâà { ( )� � i , i N N� �1 1, , } { ( ), , ( )}� �� �� �

ïðè çàäàííûõ öåíòðàõ � � �� ( , , )1 � N . Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçà-

òåëüñòâî êîòîðîé äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî.

Ëåììà 2. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà � íà ïîäìíîæåñòâà { ( ), , ( )}� �� �1 � N ïðè

çàäàííûõ öåíòðàõ � � �� ( , , )1 � N è ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàäà-

åò ñ ðàçáèåíèåì Äèðèõëå–Âîðîíîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ öåëå-

âîãî ôóíêöèîíàëà íå ïðèâî-

äèò ê èçìåíåíèþ àëãîðèòìà

ïîèñêà îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 5. Â êà÷åñòâå ïî-

êðûâàåìîãî ìíîæåñòâà ðàñ-

ñìàòðèâàëñÿ åäèíè÷íûé êâàä-

ðàò, âåñà òî÷åê êîòîðîãî çàäà-

âàëèñü ôóíêöèåé �( , )x y �

e x y� � � � �( , ) ( , )0 7 0 5 12 2

.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû

âçâåøåííûé ðàäèóñ øàðîâ

ïîêðûòèÿ, êîîðäèíàòû èõ

öåíòðîâ. Íà ðèñ. 11 ïðåä-

ñòàâëåíû îïòèìàëüíûå ïî-

êðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðà-

òà ñ íåðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåííîé ïëîòíîñòüþ äëÿ

N � +2 7 ïðè íà÷àëüíûõ

äàííûõ � i
0 0 0� ( ; ) , i � 2, ...

..., 7 , îïòèìàëüíûå öåíòðû

ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà îòìå-
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Ò à á ë è ö à 3

N

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì

R( )*� ( , . . . , )* *� �1 N

2 0,6482 �1 � (0,7525; 0,4010) � 2 � (0,2474; 0,4010)

3 0,6215 �1 � (0,7266; 0,240934)

� 3 � (0,7341; 0,586252)

� 2 � (0,1768; 0,404144)

4 0,5356 �1 � (0,7549; 0,5237)

� 3 � (0,2428; 0,2879)

� 2 � (0,7500; 0,2797)

� 4 � (0,2523; 0,5290)

5 0,4897 �1 � (0,7531; 0,5837)

� 3 � (0,5050; 0,2767)

� 5 � (0,1293; 0,2916)

� 2 � (0,8754; 0,2964)

� 4 � (0,2444; 0,5778)

6 0,4531 �1 � (0,8088; 0,5958)

� 3 � (0,8979; 0,2724)

� 5 � (0,0963; 0,5825)

� 2 � (0,5629; 0,2400)

� 4 � (0,4421; 0,5783)

� 6 � (0,1807; 0,2450)

7 0,4389 �1 � (0,3619; 0,7920)

� 3 � (0,8833; 0,2711)

� 5 � (0,5034; 0,4484)

� 7 � (0,5327; 0,1485)

� 2 � (0,8326; 0,5942)

� 4 � (0,1377; 0,5820)

� 6 � (0,1487; 0,2564)



÷åíû òî÷êàìè. Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàä-

ðàòà, ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè àëãîðèòìîì äëÿ äàííîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàäèóñ ïîêðûòèÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå â ñëó÷àå íåðàâíî-

ìåðíîé ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà, à ñàìè öåíòðû øàðîâ ñìåùåíû â îáëàñòü ñ áîëüøåé

ïëîòíîñòüþ. Ïîñêîëüêó â äàííîì ïðèìåðå ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà çàäàíà íåèçìåííîé

âî âðåìåíè (â äåéñòâèòåëüíîñòè ïëîòíîñòü ìîæåò èçìåíÿòüñÿ äèíàìè÷åñêè), òî

î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ïîêðûòèÿ áóäåò ïðèáëèæåííûì. Äëÿ ðåøåíèÿ äèíà-

ìè÷åñêîé çàäà÷è ïîòðåáóåòñÿ äîðàáîòêà ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

5. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ Ñ-ÏÎÊÐÛÒÈß ÄËß ÐÅØÅÍÈß

ÇÀÄÀ×È ÏÎÊÐÛÒÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎÌ ØÀÐÎÂ

ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ ÐÀÄÈÓÑÀ

Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ

ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì øàðîâ çàäàííîãî ðàäèóñà. Äëÿ ýòîãî

îïðåäåëÿåì îöåíî÷íîå çíà÷åíèå N 0 êîëè÷åñòâà øàðîâ çàäàííîãî ðàäèóñà R ïî

ôîðìóëå N S S� / øàðà (S — ïëîùàäü çàäàííîãî ìíîæåñòâà � �Ån , S øàðà — ïëî-

ùàäü øàðà çàäàííîãî ðàäèóñà R). Çàòåì ðåøàåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì c-øàðî-

âîì ïîêðûòèè çàäàííûì êîëè÷åñòâîì øàðîâ N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìèíè-

ìàëüíûé ðàäèóñ ïîêðûòèÿ R . Åñëè ïîëó÷åííûé ðàäèóñ R áîëüøå çàäàííîãî R ,

òî óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå N íà åäèíèöó è ñíîâà ðåøàåì çàäà÷ó îá îïòèìàëüíîì

c-øàðîâîì ïîêðûòèè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà çàäàííûì êîëè÷åñòâîì øàðîâ.

Ïðîöåäóðó ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëó÷åííûé ðàäèóñ ïîêðûòèÿ íå ñòàíåò

ìåíüøå çàäàííîãî. Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ðåàëèçóþùåå äàííûé ïîäõîä, ðàç-

ðàáîòàíî è ïðîòåñòèðîâàíî íà ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 6. Ïîêðûâàåìîå ìíîæåñòâî äëÿ äàííîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âçÿòî èç

ðàáîòû [7], ãäå íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî � ïîñëåäîâàòåëüíî ïîêðûâàëîñü øàðàìè çà-

äàííîãî ðàäèóñà RT
*

.

Â ðåçóëüòàòå áûëè îïðåäåëåíû ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øàðîâ, íåîáõîäèìîå

äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà N , à òàêæå ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäèóñ, òðåáóåìûé

äëÿ ïîêðûòèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà øàðàìè. Öåíòðû øàðîâ ïîêðûòèÿ � i , i N� �1 2, , , ,

ðàçìåùàëèñü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ Ò i �ñî� , i N� �1 2, , , . ×èñëåííûå

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àëãîðèòìîì äëÿ äàííîãî òåêñòîâîãî ïðèìåðà è ïðåäñòàâ-

ëåíûå â òàáë. 4, ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðîáîòû [7].
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Ðèñ. 11. Îïòèìàëüíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, òî÷êè êîòîðîãî èìåþò ðàçëè÷íûé âåñ



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ íåïðåðûâíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ñ-øàðîâîãî ïîêðûòèÿ êîìïàêòíîãî ìíî-

æåñòâà � èç Ån çàäàííûì êîëè÷åñòâîì øàðîâ ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà ïðåäëîæåí

è îáîñíîâàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè îïòèìàëüíîãî ðàç-

áèåíèÿ ìíîæåñòâ è r-àëãîðèòìà Øîðà.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

• íà êàæäîé èòåðàöèè óëó÷øàåòñÿ ïîëîæåíèå âñåõ öåíòðîâ îïòèìàëüíîãî ïî-

êðûòèÿ;

• ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ èç n-ìåðíîãî åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè;

• åãî ðåàëèçàöèÿ íå ñâÿçàíà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè ïîêðûâàåìîãî

ìíîæåñòâà;

• ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîêðûòèÿ êàê âûïóêëûõ, òàê è íåâûïóêëûõ

ìíîæåñòâ, äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ, à òàêæå

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì øàðîâ

çàäàííîãî ðàäèóñà;

• ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ, òî÷êè êîòîðûõ èìåþò ðàç-

ëè÷íûé âåñ.

Àëãîðèòì íàõîäèò ëîêàëüíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì

c-øàðîâîì ïîêðûòèè. Õîòÿ, êàê ïðàâèëî, â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ,

ïðîâåäåííûõ äëÿ ìåòðèê (5)–(7), àëãîðèòì ïðèâîäèë ê ãëîáàëüíîìó îïòèìàëüíîìó

ðåøåíèþ.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

êîëè÷åñòâà øàðîâ ïîêðûòèÿ. Îäíàêî, êàê óñòàíîâëåíî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ, ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà øàðîâ ïîêðûòèÿ ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ è îò-

íîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, ñ ó÷åòîì êîòîðîé ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Ñ++ â ñðåäå Visual_C 6.0. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäåíà ñðàâíèòåëüíàÿ ïðîñòîòà çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ è âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãîðèòì õîðî-

øî ðàáîòàåò èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ öåíòðîâ ïîêðûòèÿ. Ïîýòîìó

äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ ïî÷òè âî âñåõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ äëÿ öåíòðîâ ïîêðûòèÿ âûáèðàëîñü íà÷àëî êîîðäèíàò. Îäíàêî ïðè ïî-

êðûòèè ìíîæåñòâà áîëüøèì êîëè÷åñòâîì øàðîâ, íàïðèìåð 100, áîëåå ýôôåêòèâ-

íûì îêàçàëñÿ ñëó÷àéíûé âûáîð íà÷àëüíûõ öåíòðîâ ïîêðûòèÿ.
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Ò à á ë è ö à 4

N
Çíà÷åíèå

îïòèìàëüíîãî

ðàäèóñà èç [7]

Çíà÷åíèå ðàäèóñà,

ïîëó÷åííîãî

àëãîðèòìîì

N
Çíà÷åíèå

îïòèìàëüíîãî

ðàäèóñà èç [7]

Çíà÷åíèå ðàäèóñà,

ïîëó÷åííîãî

àëãîðèòìîì

1 106,06602 106,0668 11 28,53897 28,4122

2 83,85255 81,4968 12 27,38858 27,6912

3 70,27146 70,146 13 25,86670 26,2953

4 51,08375 50,3442 14 25,11455 25,5798

5 47,27901 47,2688 15 24,23172 24,8292

6 40,67141 39,8952 16 22,96237 23,3793

7 38,14401 38,0997 17 22,44569 22,7394

8 34,02622 33,9957 18 21,62820 21,5163

9 31,82953 31,2228 19 21,01274 20,8467

10 29,32231 29,3273 20 19,98385 20,5308



Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ïðèáëèæåíèé îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

çàäà÷ ïîäòâåðæäåíà ëèáî ñîâïàäåíèåì ñ óæå èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èëè

òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè èç [1–4], åñëè òàêîâûå èìåëèñü, ëèáî ãåîìåòðè÷åñêè-

ìè ïîñòðîåíèÿìè äëÿ íîâûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷.
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