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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíòåç ñèñòåì êëàññèôèêàöèè, ïñåâäîîáðàòíûå è ïðîåêöèîí-

íûå ìàòðèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòàõ [1–5] ïðåäëîæåíû èäåè ñèíòåçà ñèñòåì êëàññèôèêàöèè, êëàñòåðèçàöèè

ñèãíàëîâ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö. Íèæå

ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòèå ïîäîáíûõ ñðåäñòâ ñèíòåçà ñèñòåì, âêëþ÷àÿ àíàëèç ëèíåé-

íîé ðàçäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö [6, 7].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîcëåäîâàòåëüíî îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

âîçìóùåíèé ìàòðèö, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âîçìóùåíèé ïñåâäîîáðàòíûõ è

ïðîåêöèîííûõ îïåðàöèé, ñðåäñòâà âûäåëåíèÿ (ôèëüòðàöèè) â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå

òî÷åê èç R n îòäåëèìûõ è ðàçäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ, îïòèìèçàöèè ïðîöåññîâ îòäå-

ëèìîñòè è ðàçäåëèìîñòè ïîäìíîæåñòâ ïðè îòáîðå ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâ, èíòåð-

ïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó êîíñòðóèðîâàíèþ (ñèíòåçó)

ñèñòåì êëàññèôèêàöèè ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ñèãíàëîâ.
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1. CÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÒÅÎÐÈÈ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ È ÏÐÎÅÊÖÈÎÍÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû A R m n� � , ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåí-

òîâ aij :

A a a n a a Rm
m n� � � �( ( ) ( )) ( ) ,( ) ( )1 1��� ���

T (1)

ãäå a j R m( )� — ñòîëáöû ìàòðèöû A , a Ri
n

( ) � — âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòðîê, i m� 1, , j n� 1, .

1.1. Îïòèìèçàöèîííàÿ ôîðìà îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû. Äëÿ

ìàòðèöû A R m n� � ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó A R n m� �� ìîæíî îïðåäåëèòü ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ

� � ��

�
b R A b xm

x bA

, min || ||
( )

arg
�

2 , ãäå � A
x R

b Ax b
n

( ) min || ||� 	
�

arg 2 . (2)

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû [2].

1.2. Îñíîâíûå ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñ ïñåâäîîáðàòíîé ìàò-
ðèöåé. Ïðè ïðèìåíåíèè ïñåâäîîáðàùåíèÿ âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèîííûå ìàò-

ðèöû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ è âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö A è A � :


 ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû

Z A I A An( ) � 	 � , Z A I AAm( )T � 	 � (3)

— ýòî ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêòîðû íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ïîäïðîñ-

òðàíñòâó âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A , è íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâó âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ;


 âçâåøåííûå ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû

R A A A( ) ( ) ,� � � T R A A A( ) ( )T T� � � . (4)

1.3. Çàâèñèìîñòü ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö îò äîáàâëåíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ âåêòîð-ñòðîê ê èñõîäíîé ìàòðèöå. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàñ-

øèðåíèå ìàòðèöû A (ôîðìóëà (1)) ïðîèñõîäèò äîáàâëåíèåì íîâîé ñòðîêè a R nT �

ïîñëå ( )i 	1 -é ñòðîêè i m� �2 1, , ò.å. îáðàçóåòñÿ ìàòðèöà

A a a a a a Ri a i i m
m n

, ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )� �	

� �
1 1

1
��� � � ���

T , (5)

òî ïðè èçâåñòíîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöå A R n m� �� äëÿ ðåêóððåíòíîãî âû÷èñ-

ëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû A Ri a
n m

,
( )� � �� 1 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ —

ïðÿìûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ.

Ïðÿìûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ äëÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö. Åñëè íåèçâåñòíóþ

ïñåâäîîáðàòíàóþ ìàòðèöó Ai a,
� ïðåäñòàâèòü â âèäå

A p p i p i p i p m R
i a

n m
,

(( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))� � �� 	 � � �1 1 1 1 1
��� � � �� �

) , (6)
ãäå

P p p i p i p mi � 	 � �( ( ) ( ) ( ) ( ))1 1 1 1�� � � � �� , (7)

ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöó Ai a,
� ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû P Ri

n m� � äîáàâëåíè-

åì ïîñëå ( )i 	1 -ãî ñòîëáöà âåêòîðà p i( ) , òî äëÿ ìàòðèöû Pi èìååò ìåñòî ôîðìóëà

P p i a Ai � 	 �( ( ) )1 T . (8)

Ïðè ýòîì íåèçâåñòíûé âåêòîð p i( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè âåêòîðà a îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A:

1) åñëè âåêòîð a ëèíåéíî íåçàâèñèì îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê

ìàòðèöû A , ò.å. a Z A aT ( ) � 0, òî

p i Z A a Z A a( ) ( ) || ( ) ||� 	2 ; (9)
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2) åñëè âåêòîð a ëèíåéíî çàâèñèì îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê

ìàòðèöû A , ò.å. a Z A aT ( ) � 0, òî

p i R A a a R A a( ) ( ) ( ( ) )� � 	1 1T . (10)

Ñëåäñòâèå. Îïåðàöèÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ êîììóòàòèâíà ñ òðàíñïîíèðîâàíèåì,

ïîýòîìó ïðÿìûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ äëÿ âàðèàíòà ðàñøè-

ðåíèÿ ìàòðèöû ñòîëáöîì.

Ïðÿìûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ äëÿ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö. Èñïîëüçóÿ ïðÿìûå

ôîðìóëû Ãðåâèëÿ (8)–(10) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ai a,
� , ìîæ-

íî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö Z Ai a( ), , Z Ai a( ),
T

è âçâåøåííûõ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö R Ai a( ), , R Ai a( ),
T (ñì. (3), (4)):

à) ïðè a Z A aT ( ) � 0 (âåêòîð a ëèíåéíî íåçàâèñèì):


 äëÿ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö

Z A Z A p i p i p i Ri a
n n( ) ( ) ( ) ( ) || ( ) || ,, � 	 �	 �T 2 (11)

Z A

Z A i Z A

i m i

Z

i a( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

,
T

T T

T T�

	

	 � 	

11 12

21

0 1

0 1 0 0 1

A m i Z A

R m m

T T) ( ) ( )

( ) ( )

0 1 22

1 1

� 	

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� � � � , (12)

ãäå ìàòðèöû-áëîêè Z A R i i
11

1 1( ) ( ) ( )T � 	 � 	 , Z A R m i i
21

1 1( ) ( ) ( )T � 	 � � 	 , Z A12 ( )T �

� 	 � 	 �R i m i( ) ( )1 1 , Z A R m i m i
22

1 1( ) ( ) ( )T � 	 � � 	 � îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðåäñòàâëå-

íèþ íåâîçìóùåííîé ïðîåêöèîííîé ìàòðèöû Z A( )T :

Z A
Z A Z A

Z A Z A
R m m( )

( ) ( )

( ) ( )

T
T T

T T
�

�



�
�

�

�

�
�

� �11 12

21 22

, (13)

à 0 0 0 0( ) ( , , ... , )k R k� �T — íóëåâîé âåêòîð;

R A R A p i a R A R A ap i p ii a( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) || ( ) ||, � 	 	 �	T T 2

� � �	 �p i p i a R A a R n n( ) ( )( ( ) )T T1 1 ; (14)

R A

R A c i R A

c i c m i

R

i a( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

,
T

T T

T T�

	

	 � 	

11 12

21

1

1 1 1

A c m i R A

R m m

T T) ( ) ( )

( ) ( )

� 	

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� � � �

1 22

1 1 , (15)

ãäå ìàòðèöû-áëîêè R A R i i
11

1 1( ) ( ) ( )T � 	 � 	 , R A R m i i
21

1 1( ) ( ) ( )T � 	 � � 	 , R A12 ( )T �

� 	 � 	 �R i m i( ) ( )1 1 , R A R m i m i
22

1 1( ) ( ) ( )T � 	 � � 	 � — áëîêè íåâîçìóùåííîé ïðîåêöè-

îííîé ìàòðèöû R A( )T :

R A
R A R A

R A R A
R m m( )

( ) ( )

( ) ( )

T
T T

T T
�

�



�
�

�

�

�
�

� �11 12

21 22

, (16)

à âåêòîðû c i( )	1 , c m i( )� 	1 ÿâëÿþòñÿ âåêòîð-áëîêàìè âåêòîðà c :

c i c c c c m i c c ci i i i m( ) ( , ,... , ) , ( ) ( , ,... , )	 � � 	 �	 �1 11 2 1
T T , (17)

( ( ) ( )) ( , ,... , , , ,... , )c i c m i c c c c c ci i i i m	 � 	 � 	 �1 1 1 2 1�
T T T

� � 	 �c A a; (18)

á) ïðè a Z A aT ( ) � 0 (âåêòîð a ëèíåéíî çàâèñèì):
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Z A Z A Ri a
n n( ) ( ), � � � , (19)

R A s

Z A d i Z A

d i d mi a

i a i a

( )

( ) ( ) ( )

( ) (,

, ,

�

	

	 	 �

11 121

1 1 1

T T

T T 	

� 	

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�� �i

Z A d m i Z A

R

i a i a

m)

( ) ( ) ( ), ,

(

21 22

1

1T T

) ( )� �m 1 , (20)

ãäå ìàòðèöû-áëîêè Z Akl i a( ),
T îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûì ðàâåíñòâîì

Z A Z A

Z A Z A
Z

i a i a

i a i a

11 12

21 22

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

T T

T T

�



�
�

�

�

�
�

� ( ) ( ( ) )A dd a R A a R m mT T T� � � �1 , (21)

ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà Z A( )T îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (15), à âåêòîðû d i( )	1 ,

d m i( )� 	1 — âåêòîðíûì ðàâåíñòâîì

( ( ) ( )) ( ,... , , , ,... , )d i d m i d d d d di i i i m	 � 	 � �	 �1 1 1 1�
T T

�	 �� 	A a a R A a
T T( ( ) )1 1; (22)


 äëÿ âçâåøåííûõ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö:

R A R A R A aa R A a R A a Ri a
n n( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ), � � � �	 �T T1 1 , (23)

R A

R A b i R A

b i b m
i a

i a i a

( )

( ) ( ) ( )

( ) (
,

, ,

T

T T

T T�

	

	 � 	

11 121

1 1 1 i

R A b m i R A

R

i a i a

m)

( ) ( ) ( )
, ,

( )

21 22

1

1T T� 	

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� � �( )m �1 , (24)

ìàòðèöû-áëîêè R Akl i a( ),
T îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

R A R A

R A R A

i a i a

i a i a

11 12

21 22

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

T T

T T

�



�
�

�

�

�
�

�

� � 	 � �� � � � �R A A aa A p i A p i a ap i A R m m( ) || ( ) || ( ( ) ( ))T T T T T T2 , (25)

ãäå âçâåøåííàÿ ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà R A( )T îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (17), à âåê-

òîðû b i( )	1 , b m i( )� 	1 — âåêòîðíûì ðàâåíñòâîì

( ( ) ( )) ( ,... , , , ,... , )b i b m i b b b b bi i i i m	 � 	 � �	 �1 1 1 1�
T T

� � ��b A p i p i c
T

( ) || ( ) ||2 , (26)

p i R A a a R A a( ) ( ) ( ( ) )� � 	1 1T , (27)

c A a� 	 � T
. (28)

1.4. Çàâèñèìîñòü ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö îò óäàëåíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ âåêòîð-ñòðîê â èñõîäíîé ìàòðèöå. Åñëè ìàòðèöå A Ri a

m n
,

( )� � �1

(ïîñëå ( )i 	1 -é ñòðîêè (i m� �2 1, ) ìàòðèöû A ðàñïîëîæåíà âåêòîð-ñòðîêà aT ) ñîîò-

âåòñòâóåò ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A Ri a
n m

,
( )� � �� 1 , òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïñåâäîîá-

ðàòíîé ìàòðèöû A R n m� �� (ñòðîêà aT èç ìàòðèöû Ai a, óäàëÿåòñÿ) èìåþò ìåñòî

îáðàòíûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ.

Îáðàòíûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ äëÿ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö. 1. Â ñëó÷àå ëè-

íåéíîé çàâèñèìîñòè óäàëÿåìîé âåêòîð-ñòðîêè aT îò âåêòîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà

âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû Ai a, , à ýòî îïðåäåëÿåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ

a p iT ( ) � 1, (29)
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ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà A R n m� �� èìååò âèä

A I p i a a p i Pn i
� 	� � 	( ( ) ( ( )) )T T1 1 . (30)

Ïðè ýòîì ðàíã ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. rank rank T TA A a� ( )� .

2. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè óäàëÿåìîé âåêòîð-ñòðîêè aT îò âåêòî-

ðîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû A , à ýòî îïðåäåëÿåòñÿ âûïîëíåíèåì

óñëîâèÿ

a p iT ( ) � 1, (31)

ìàòðèöà A R n m� �� îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

A I p i p i p i Pn i
� 	� 	( ( ) ( )|| ( ) || )T 2 . (32)

Ïðè ýòîì ðàíã ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ïàäàåò, ò.å. rank rank T TA A a� 	( )� 1.

Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

|| ( ) || ( ),p i R Aii i a
2 � T , (33)

1	 �p i a Z Aii i a
T T( ) ( ), . (34)

Îáðàòíûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ äëÿ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö. Èñïîëüçóÿ îáðàò-
íûå ôîðìóëû Ãðåâèëÿ (30), (32) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû

A R n m� �� ïðè èçâåñòíîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöå A Ri a
n m

,
( )� � �� 1 (èç ìàòðèöû

A Ri a
m n

,
( )� � �1 óäàëÿåòñÿ i -ÿ ( i m� �2 1, ) âåêòîð-ñòðîêà aT ), ìîæíî ïîëó÷èòü ïî-

ëåçíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ôîðìóëû ýêîíîìíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö

Z A( ) , Z A( )T , R A( ) , R A( )T .

1. Åñëè óäàëÿåìàÿ âåêòîð-ñòðîêà aT ëèíåéíî çàâèñèìà îò âåêòîðîâ ïîäïðîñò-

ðàíñòâà âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû Ai a, , ò.å. a p iT ( ) � 1 , òî

Z A Z Ai a( ) ( ),� ; (35)

R A R A p i p i Z Ai a ii i a( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,� � 	T T1 ; (36)

Z A E Z A E h h E Z Ai i a i i i i ii i a( ) ( ) ( ), ,
T T T T T� 	 	1 . (37)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (34), à òàêæå ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ìàòðè-

öà E
i

, ïîëó÷åííàÿ èçúÿòèåì i -é ( i m� �2 1, ) âåêòîð-ñòðîêè èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû

I m�1:

E e m e m e m e m Ri i i m
m� � � � � �	 � �( ( ) ( ) ( ) ( ))1 1 1 11 1 1 1��� � ���

T � �( )m 1 , (38)

h A ai i a� 	 �
,

T
; (39)

R A E R A E E h h p i p i h t t hi i a i i i i i i i i( ) ( ) ( ( ( ) ( )),
T T T T T T� � � � T T)Ei , (40)

t A p i Z Ai i a ii i a� 	 � 	
, ,( ) ( )
T T1 . (41)

2. Åñëè óäàëÿåìàÿ âåêòîð-ñòðîêà aT ëèíåéíî íåçàâèñèìà îò ïîäïðîñòðàíñòâà

âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû Ai a, , ò.å. a p iT ( ) � 1, òî

Z A Z A p i p i p ii a( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ||,� � 	T 2 , (42)

R A Z p i R A Z p ii a( ) ( ( )) ( ) ( ( )),� T T , (43)

Z p i I p i p i p in( ( )) ( ) ( ) || ( ) ||T T� 	 	2 . (44)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ei (ôîðìóëà (37)) ïîëó÷àåì

Z A E Z A Ei i a i( ) ( ),
T T T� , (45)

R A E R A Ei i a i( ) ( ),
T T T� . (46)
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2. ÔÈËÜÒÐÀÖÈß ÎÒÄÅËÈÌÛÕ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÒÎ×ÅÊ Â ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ïóñòü x x xm� ( ,... , )1
T — âåêòîð ïðèçíàêîâ, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ðàñïîçíàâàå-

ìûé ñèãíàë (âðåìåííîé ïðîöåññ èëè èçîáðàæåíèå). Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x x n( ), ... , ( )1 â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, ýëåìåíòû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷-

íûì ðåàëèçàöèÿì èññëåäóåìûõ ñèãíàëîâ, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ëèíåéíîé êëàñ-

ñèôèêàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàíî íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê

� x
mx x j R j n� � �{ : ( ) , , }1 , (47)

è îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî îòäåëèìûì îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.å. � �a R m ,

|| ||a � 0, äëÿ êîòîðîãî

a x j j nT ( ) , ,� �1 1 . (48)

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê � �f x� íå ïîçâîëÿåò ýòîìó

ìíîæåñòâó áûòü ëèíåéíî îòäåëèìûì. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû òàêîå ïîäìíî-

æåñòâî ñîäåðæàëî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåòîâ. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à, ñ òî÷-

êè çðåíèÿ åå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è m ñëîæíàÿ, ïîýòî-

ìó ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü åå ïîñëåäîâàòåëüíûìè èñêëþ÷åíèÿìè ýëåìåíòîâ, êîòî-

ðûå íåáëàãîïðèÿòíî âëèÿþò íà ëèíåéíóþ îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ, è òåì ñàìûì

îñóùåñòâèòü ôèëüòðàöèþ ëèíåéíî îòäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ. Çàòåì ïîêàæåì ïîëåç-

íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè ïðè ñèíòåçå ñèñòåì êëàññèôè-

êàöèè ñèãíàëîâ.

Èç ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ [1] èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê � x

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ a xT , ÷òî � �x x� èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

a xT � 1, (49)

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

min ( ) ( )
y y

y Z X y y Z X y
�

� �� �
�

T T 0, (50)
ãäå

� y y y y y n y j j n� � � �{ : ( ( ), ... , ( )) , ( ) , , }1 1 1T , (51)

X x x n x x Rm
m n� � � �( ( ) ( )) ( )( ) ( )1 1��� � ��

T . (52)

Ïðè ýòîì èñêîìàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå

a X y� �
�( )T , (53)

à ðàññòîÿíèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè

a xT � 1 (54)

îò íà÷àëà êîîðäèíàò ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

h a y R X y( ) ( ( ) ) /� � �
	T 1 2 . (55)

Åñëè æå ñîîòíîøåíèå (50) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å

y Z X y� � �T ( ) 0, (56)

òî ïîèñê ýëåìåíòà x k( ) , óñòðàíåíèå êîòîðîãî èç ìíîæåñòâà � x ïðèâåäåò èëè ê

ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê � x
mx k x x j R j n j k\ ( ) { : ( ) , , , }� � � �1 ,

èëè ê óëó÷øåíèþ ïåðñïåêòèâû ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà â ñìûñ-

ëå ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (56), ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ

çíà÷åíèÿ k ñîãëàñíî óñëîâèþ

k y Z X y
i n y

i i i
i y i

�
� �

arg Tmin min ( )
,1 �

, (56)

ãäå
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� y i ii
y y y y i y i y n y j� � 	 �{ : ( ( ), ... , ( ), ( ), ... , ( )) , ( )1 1 1 T � � �1 1, , , }j n j i , (57)

X x x i x i x ni � 	 �( ( ) ( ) ( ) ( ))1 1 1��� � ��� . (58)

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè

èçúÿòèè èç ìíîæåñòâà � x ýëåìåíòà x i( ) , ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî îò äðóãèõ ýëåìåí-

òîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

1 0	 ��x i X e ni
T T

( ) ( ) , (59)

e ni ( ) — i -é îðò â ïðîñòðàíñòâå R n , èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

y Z X y y Z X yi i i
T T( ) ( )� . (60)

Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (36), îïèñûâàþùåé âîçìóùåíèå ïðîåêöèîííîé

ìàòðèöû Z X( ) ïðè èçúÿòèè èç ìíîæåñòâà � x ýëåìåíòà x i( ) , ëèíåéíî çàâèñèìîãî

îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà, óñëîâèå âûáîðà çíà÷åíèÿ k , ïðè êîòîðîì

äîñòèãàåòñÿ íàèëó÷øåå èçúÿòèå ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà � x äëÿ ôèëüòðàöèè îòäå-

ëèìîãî ïîäìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k y Z X
i y j n j i

i
i j

� 	
� � � �

arg Tmin min ( ( )
, , ,

,
� 1 1

0

	 	� � � 	X x i x i X x i X e n yi i( ) ( ) ( ( ) ( )) ) ,
T T T T

1 1
0 , (61)

� i ii x i X e n i n� 	 � ��{ : ( ) ( ) , , }1 0 1T T
, (62)

y y y i y i y n Ri o
n

, ( ( ), ... , ( ), , ( ), ... , ( )) )� 	 � �1 1 0 1 T . (63)

Åñëè ïîäìíîæåñòâî � x x k\ ( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè,

òî ïðîöåññ ôèëüòðàöèè ìíîæåñòâà � x ê ñâîéñòâó ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè çàâåðøà-

åòñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ìíîæåñòâà � x x k\ ( ) îñóùåñòâëÿåòñÿ òîò æå àëãîðèòì

âûÿâëåíèÿ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíîãî íà èçúÿòèå ýëåìåíòà, ÷òî è äëÿ èñõîäíîãî

ìíîæåñòâà � x .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ îòäåëèìîñòü îòôèëüòðîâàííîãî ïîäìíîæåñòâà âîçíè-

êàåò çà ñ÷åò ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçúÿòèÿ èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íåñêîëüêèõ åãî ÷ëåíîâ,

ò.å. � �x x\ ( )1 , ãäå � x n nx x x k x k x k( ) { : ( ),... , ( ), ( )}1 1 11 1
� � 	 — ëèíåéíî îòäåëèìîå

ïîäìíîæåñòâî, à ïðåäûäóùåå ïîäìíîæåñòâî � x nx x x k x k\ { : ( ),... , ( )}� 	1 11
— ëèíåé-

íî íåîòäåëèìîå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî � x áóäåì íàçûâàòü 2-êóñî÷íî-ëèíåéíî îòäåëè-

ìûì, åñëè � �x x\ ( )1 , � x ( )1 — ëèíåéíî îòäåëèìûå ïîäìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2 (ðåêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå). Ìíîæåñòâî � x íàçûâàåòñÿ s -êó-

ñî÷íî-ëèíåéíî îòäåëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ( )s 	1 -êóñî÷íî-ëèíåéíî îòäåëèìîå

ïîäìíîæåñòâî � �x x( )1 � , ÷òî � �x x\ ( )1 — ëèíåéíî îòäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïóñòü � x — s-êóñî÷íî-ëèíåéíî îòäåëèìîå ìíîæåñòâî, òîãäà ïîäìíîæåñòâà

� � � � �x x x x xs s s\ ( ),... , ( )\ ( ) ( )1 2 1 1	 	 	 (64)

ëèíåéíî îòäåëèìû è â êà÷åñòâå ìåðû s-êóñî÷íî-ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ðàññìîò-

ðèì âåëè÷èíó

h y R X i y
i s y i

i i
i y

�
� �

arg Tmin max ( ( ( )) )
, ( )

/

1

1 2

�
, (65)

ãäå

� y i i i i i i i ii y y y y n y j j n y( ) { : ( ( ), ... , ( )) , ( ) , , ,� � � �1 1 1T T Z X yi i( ) }� 0 , (66)

X i x i x i n Ri
m ni( ) ( ( , ) ( , ))� � �

1 ��� — ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ýëåìåíòàìè i -ãî ïîä-

ìíîæåñòâà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìíîæåñòâ (64).

Ìåðà s-êóñî÷íî ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè — âåëè÷èíà h — ïðè ðåàëèçàöèè àëãî-

ðèòìà ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïîýòîìó âîçìîæåí ïðîöåññ óâåëè÷åíèÿ



âåëè÷èíû h òðàíñïîðòèðîâêîé ýëåìåíòîâ èç ïîäìíîæåñòâà � �x x\ ( )1 â ïîäìíîæåñ-

òâî � x ( )1 . Íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ 2-êóñî÷íî-ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè, êîãäà âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî h h1 2� , ìîæíî óâåëè÷èòü h1 è h h h� min{ , }1 2 . Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû X ( )1 — ýëåìåíòû

ïîäìíîæåñòâà � �x x\ ( )1 , ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé èõ ëèíåéíîé íåçàâèñè-

ìîñòè îò ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû X ( )1

1 1 1 0 1 1 1 1 11 1	 � � ��x j X e n j n X x xj
T T

( , ) ( ) ( ) , , , ( ) ( ( , ) ( ,��� n R
m n

1
1)) ,� �

(67)

òo âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû X ( )1 áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óñëîâèþ. Óäàëåíèå

òàêîãî âåêòîð-ñòîëáöà (ïóñòü ýòî áóäåò âåêòîð x n( , )1 1 ) èç ïîäìíîæåñòâà

� �x x\ ( )1 è ïîñëåäóþùåãî ïðèñîåäèíåíèÿ åãî ê ïîäìíîæåñòâó � x ( )1 ñîõðàíÿåò

ñâîéñòâî ïîäìíîæåñòâà � �x x\ ( )1 íà îòäåëèìîñòü, âìåñòî ìàòðèöû X R
m n

( )1 1� �

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðèöà X R
m n

1
1

1 1( )
( )� � 	

, ÷òî îáóñëàâëèâàåò ïåðåñìîòð ïàðàìåò-

ðà ëèíåéíîé îïåðàöèè a xT ( )1 , êîãäà � �x x x� �\ ( )1 èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

a xT ( )1 1� . (68)

Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ h1, åñëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

min ( ( )) ( ( ))
( )y y

y Z X y y Z X y
� � �� �

� 1
1 1 1 11 1 0T T , (69)

ãäå

� y y y y y n y j j n( ) { : ( ( ),... , ( )) , ( ) , , ( )}1 1 1 1 1 11 1� � 	 � � 	T , (70)

îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé ïàðàìåòð ëèíåéíîé îïåðàöèè a1 1( ) ñîãëàñíî ôîðìóëå

a X y
1 1 11 1T T( ) ( ))�

�

� , (71)

à çàòåì è íîâîå ðàññòîÿíèå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè

a x
1

1 1T ( ) � (72)

îò íà÷àëà êîîðäèíàò

h y R X y1 1 1 1
1 21 1( ) ( ( ( )) ) /�

� �
	T , (73)

è ïðè ýòîì h h1 1 1� ( ) . Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ïîä-

ìíîæåñòâà � x ( )1 , ðàñøèðåííîãî âåêòîð-ñòîëáöîì x n( , )1 1 , âû÷èñëåíèÿ äëÿ íåãî ïî

ñõåìå (69)–(73) äàþò èçìåíåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû h h2 2 1	 ( ) , êîòîðîå îáåñïå-

÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

min { ( ), ( )} ( ) min { , }h h h h h h1 2 1 21 1 1� � � , (74)

òî öåëü óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè äîñòèãíóòà.

Åñëè ïðè óäàëåíèè èç ìàòðèöû X ( )1 âåêòîð-ñòîëáöîâ, ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îò

ïîäïðîñòðàíñòâà åå âåêòîð-ñòîëáöîâ, êà÷åñòâî ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè íå óëó÷øàåò-

ñÿ, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïåðåáîð âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû X ( )1 äëÿ ïî-

ñëåäóþùåé òðàíñïîðòèðîâêè â ïîäìíîæåñòâî � x ( )1 . Ðàñ÷åòû áóäóò îñóùåñòâëÿòü-

ñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (36), (45).

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà s -êóñî÷íî-ëèíåéíî

îòäåëèìîãî (s � 2 ) ìíîæåñòâà � x ïåðåñ÷åò äîïóñêàåò ðåêóððåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå

ñîãëàñíî ôîðìóëàì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà

îïðåäåëåíèè â òåëå öèêëà íàèìåíåå îòäàëåííîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò ãèïåðïëîñêîñ-

òè a j xT ( ) � 1, j s� 	1 11, ( ) , çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà óëó÷-

øåíèÿ êà÷åñòâà ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè óäàëåíèåì èç ìàòðèöû X j( ) âåêòîð-ñòîëá-

öîâ ñ ïîñëåäóþùåé èõ òðàíñïîðòàöèåé â ìàòðèöó X j( )� 1 . Íåîáõîäèìûå âû÷èñëå-

íèÿ ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé âûøå, äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà

ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè äâàæäû êóñî÷íî-ëèíåéíî îòäåëèìîãî ìíîæåñòâà.
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3. ÔÈËÜÒÐÀÖÈß ÐÀÇÄÅËÈÌÛÕ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄËß ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÒÎ×ÅÊ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÒÎ×ÅÊ ÏÐÈ ÊÀÑÊÀÄÍÎÉ
ÄÈÕÎÒÎÌÍÎÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÑÈÃÍÀËÎÂ

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ äèñêðèìè-

íàíòíûõ îïåðàöèé íà ýòàïå îáó÷åíèÿ ñèñòåìû êëàññèôèêàöèè ïî îáó÷àþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðêè âîç-

ìîæíîñòè ëèíåéíîãî ðàçäåëåíèÿ äàííûõ íà êëàññû è îðãàíèçàöèè áîëåå ñëîæíîé

ñòðóêòóðû ðàçäåëåíèÿ, ÷åì ëèíåéíàÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðåàëèçàöèþ êëàññèôèêàöèè

äëÿ ëèíåéíî íåðàçäåëèìûõ íà êëàññû äàííûõ èç îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çäåñü èäåÿ ôèëüòðàöèè îòäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ, èçëîæåííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäå-

ëå, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà èññëåäîâàíèå çàäà÷è ëèíåéíîé è êóñî÷íî-ëèíåéíîé ðàçäå-

ëèìîñòè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ èç îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü äëÿ òî÷åê x j R j nm( ) , ,� � 1 (â öåëÿõ ôîðìèðîâàíèÿ íàä êîìïîíåíòàìè

x j( ) íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ îïåðàöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x jm ( ) � 1), òî÷êè

x i Rk
m( ) ,� k n� 1 1, , íàõîäÿòñÿ â ïåðâîì êëàññå � x1, ò.å.

x ik x( )�� 1, � x n nx x x i x i x i1 1 11 1
� � 	{ : ( ),... , ( ), ( )}, (75)

òî÷êè x i Rs
m( ) ,� s n� 1 2, , — âî âòîðîì êëàññå, ò.å.

x js x( )�� 2 , � x n nx x x j x j x j2 1 12 2
� � 	{ : ( ), ... , ( ), ( )}. (76)

Ïðè ýòîì � � �x x x� �1 2 , n n n� �1 2 . Òîãäà ýòè äâà êëàññà áóäóò íàçûâàòüñÿ

ëèíåéíî ðàçäåëèìûìè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ � � �a R m 1, 0 � � �|| ||a ,

äëÿ êîòîðûõ

a
x ikT ( )

1
1

�


��

�

�
�� � , k n� 1 1, , a

x j
s n

sT ( )
, ,

1
1 1 2

�


��

�

�
�� � 	 � . (77)

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè ýòèõ òî÷åê ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

min
y

n n

y

y Z

X

J

y y Z

X

J

y
�

� �

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�
�

T

T

T

T

� � 0, (78)

ãäå

X x x n R m n� � �( ( ) ( ))1 �� � . (79)

� y k sy y y y n y i k n y j s� � � � � 	{ : ( ( ),... , ( )) , ( ) , , , ( ) ,1 1 1 11
T � 1 2, }n , (80)

J Rn
n� �( , ,... , )1 1 1 T ,

è ñàì âåêòîð a R m� �1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (77), ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

a

X

J

y

n
T

�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

��

T

. (81)

Ðàññòîÿíèå ìåæäó íàéäåííûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè

a
xT

1
1

�


��

�

�
�� � , a

xT

1
1

�


��

�

�
�� � 	 (82)

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

h a a y R

X

J

y
m

n
T

� 	 �

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�



�
�
��

�

�
	

� �2 2
1

2 1 2(|| || ) / T
�

�

�
�
��

	

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�



�
�
�
�

�y

X

J

e m

n
T

T

+

� ( )1

2

�

�

�

�
�
�
�
�

	1 2/

, (83)

e m R m( ) ( , , ... , , )� � � �1 0 0 0 1 1T .

132 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 4



Åñëè æå óñëîâèå (78) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìåæ-

äó ðàññìàòðèâàåìûìè ìíîæåñòâàìè x i Rk
m( )� , k n� 1 1, è x j Rs

m( ) ,� s n� 1 2, , íå

ñóùåñòâóåò, òî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñðåäñòâî ôèëüòðàöèè îòäåëèìûõ ïîä-

ìíîæåñòâ äî ñâîéñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïðè-

çíàêîâ. À èìåííî, èç îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêîå èçúÿ-

òèå ýëåìåíòîâ, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøåå óìåíüøåíèå âåëè÷èíû

y Z

X

J

y

n

� �

�



�
�
�

�

�

�
�
�

T

T

� .

Ïîèñê ýëåìåíòà x l( ) , óñòðàíåíèå êîòîðîãî èç ìíîæåñòâà � x ïðèâåäåò èëè ê

ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê � x
mx l x x j R j n j l\ ( ) { : ( ) , , , }� � � �1 èëè

ê óëó÷øåíèþ ïåðñïåêòèâû ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà, ñâîäèòñÿ ê

îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ l ñîãëàñíî óñëîâèþ

l y Z

X

J

y
q n y

q

q

n

q
q y q

�

�



�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �

	

arg T

T

min min
,1

1

�
� , (84)

ãäå
� y q q

k

q
y y y y q y q y n

y i

� � 	 �{ : ( ( ),... , ( ), ( ), ... , ( )) ,

(

1 1 1 T

) , , , , ( ) , , , },� � � � � �1 1 1 11 2i q k n y j j q s nk s s

(85)

X x x q x q x nq � 	 �( ( ) ( ) ( ) ( ))1 1 1��� � � �� . (86)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èçûìàòü èç ìíîæåñòâà � x äëÿ ïîñëåäóþùåé

òðàíñïîðòèðîâêè â ïîäìíîæåñòâî � x ( )1 öåëåñîîáðàçíî ýëåìåíò x l( ) , êîòîðûé ëè-

íåéíî çàâèñèì îò ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû ( )X J N
T T
� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü îòôèëüòðîâàííîãî ïîäìíîæåñòâà

� x âîçíèêàåò çà ñ÷åò ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçúÿòèÿ èç èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íåñêîëü-

êèõ åãî ÷ëåíîâ, ò.å. ïîäìíîæåñòâî � �x x\ ( )1 , ãäå � � �x x x( ) ( ) ( )1 1 11 2� � , ëèíåéíî

ðàçäåëèìîå, íî îáëàäàåò ëè òàêèì ñâîéñòâîì ïîäìíîæåñòâî� x ( )1 — âîïðîñ äîïîë-

íèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Ââåäåì ïîíÿòèå s -êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçäåëèìîãî

ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî � x áóäåì íàçûâàòü 2-êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçäåëè-

ìûì, åñëè � �x x\ ( )1 , � x ( )1 — ëèíåéíî ðàçäåëèìûå ïîäìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4 (ðåêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå). Ìíîæåñòâî � x íàçûâàåòñÿ

s -êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçäåëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ( )s 	1 -êóñî÷íî-ëèíåéíî

ðàçäåëèìîå ïîäìíîæåñòâî � �x x( )1 � , ÷òî � �x x\ ( )1 — ëèíåéíî ðàçäåëèìîå ïîä-

ìíîæåñòâî.

Åñëè ìíîæåñòâî � x — s -êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçäåëèìîå, òî ïîäìíîæåñòâà

� � � �x x x xs s\ ( ), , ( ) \ ( )1 2 1� 	 	 (87)

êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçäåëèìû, äëÿ êàæäîãî èç íèõ áóäóò îïðåäåëåíû âåêòîðû

a a s( ), , ( )1 � — âåêòîðû-íîðìàëè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñ-

êîñòåé, à òàêæå âåëè÷èíû hi , i s� 1, , — ðàññòîÿíèå ìåæäó íàéäåííûìè ãèïåð-

ïëîñêîñòÿìè. Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñò-

âà � x , ò.å. óâåëè÷åíèÿ ìåðû s -êóñî÷íî-ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè

h h
i s

i�
�

min { }
,1

, (88)

íåñëîæíî àäàïòèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà s -êóñî÷-

íî-ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâà.
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Äëÿ s -êóñî÷íî-ëèíåéíî ðàçäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ

� � � � �x x x x xs s s\ ( ), , ( ) \ ( ), ( )1 2 1 1� 	 	 	 (89)

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåêòîðîâ a a s( ), , ( )1 � ñðåäñòâî êëàññèôèêàöèè ïî îáó÷à-

þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ

êàñêàäíîé ñòðóêòóðîé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìåòîäû ïñåâäîîáðàùåíèÿ, â òîì ÷èñëå òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ è
ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö, ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíûå, ÿâíûå ñõåìû
ñðåäñòâ âûäåëåíèÿ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ òî÷åê îòäåëèìûõ è ðàçäå-
ëèìûõ ïîäìíîæåñòâ, îïòèìèçèðîâàòü êà÷åñòâî òàêèõ ïðöåññîâ ïåðåáîðîì ýëå-
ìåíòîâ ïîäìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ñèíòåçà ñèñòåì êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò â
ïðåäåëàõ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ìîäåëè óñïåøíî ðåøàòü ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, îáåñïå-
÷èâàÿ ïðè ýòîì ýôôåêòèâíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ðåàëèçàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãî-
ðèòìîâ.
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