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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âàæíîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ çàíèìàåò ìåòîä

îïîðíûõ âåêòîðîâ (Support Vector Method/Machine, — SVM), ïîñêîëüêó îí

óñïåøíî êîíêóðèðóåò ñ íàèáîëåå ðàçâèòûìè ìíîãîóðîâíåâûìè íåéðîñåòåâûìè

ñèñòåìàìè ðàñïîçíàâàíèÿ [1, 2]. Åãî íåëèíåéíàÿ âåðñèÿ íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì

ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ (kernel SVM). Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé

÷àñòüþ ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ, îñíîâû êîòîðîé áûëè çàëîæåíû â ðà-

áîòàõ [3–5]. Ñóòü òåîðèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [1–11]. Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à îá-

ó÷åíèÿ, ò.å. âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè (ìîäåëè) ïî íàáëþäåíèÿì «âõîä-âû-

õîä». Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî «âõîä» ãåíåðèðóåò-

ñÿ ñëó÷àéíî, à «âûõîä» íàáëþäàåòñÿ ñ îøèáêàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìî ãåíåðèðóþòñÿ èç íåêîòîðîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé íà ïðîñòðàíñòâå «âõîäîâ-âûõîäîâ». Çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàñ-

ñèôèêàöèè ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ñïåöèàëüíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

çàâèñèìîñòè, êîãäà â ïîñëåäíåé «âûõîä» äèñêðåòåí. Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè

îáó÷åíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè, ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè

ñâîäÿòñÿ ê äâóõêðèòåðèàëüíûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

äîïóñòèìûõ çàâèñèìîñòåé. Ïðè ýòîì îäèí êðèòåðèé (ôóíêöèîíàë ýìïèðè÷åñêîãî

ðèñêà) îòâå÷àåò çà ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè íàáëþäåííûì äàííûì, à äðóãîé (ñëîæ-

íîñòü) — çà åå îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü, ò.å. çà ñîîòâåòñòâèå ìîäåëè íîâûì

äàííûì. Â êà÷åñòâå ìåðû ñëîæíîñòè ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ åå íîðìà êàê ýëåìåí-

òà ïðîñòðàíñòâà ìîäåëåé.

Îñíîâíûå çàäà÷è äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àþòñÿ â çàäàíèè ïðîñòðàíñòâà è ïîä-

ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ìîäåëåé, ýôôåêòèâíîì ïåðåáîðå ìîäåëåé è íàõîæäåíèè

êîìïðîìèññà ìåæäó ñòåïåíüþ ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè äàííûì è ñëîæíîñòüþ ìîäåëè.

Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâî ìîäåëåé ëèíåéíî è ñîñòîèò èç ëè-

íåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ (ÿäåðíûõ) ôóíêöèé âåêòîðà «âõîäîâ», ïðè÷åì êàæäîìó

íàáëþäåííîìó âåêòîðó «âõîäîâ» ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ìîäåëü èç ýòîãî ïðîñòðà-

íñòâà. Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ ïðåäïîëàãàåò ïîèñê èñêîìîé ìîäåëè êàê ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè òîëüêî òåõ ìîäåëåé ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäåí-

íûì «âõîäàì». Âû÷èñëèòåëüíî îí ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷

êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ðàâíûì ÷èñëó íàáëþäåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ è ìåòîäà îïîðíûõ

âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ òåîðèè ðåïðîäóêòèâíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, âûïóêëûõ

îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íåêîððåêòíûõ îïòèìèçà-

öèîííûõ çàäà÷ è îáîáùåííûå çàêîíû áîëüøèõ ÷èñåë, â ÷àñòíîñòè îáîáùåíèÿ òåî-

ðåìû Ãëèâåíêî–Êàíòåëëè è òåîðåìû îá ýêñïîíåíöèàëüíîé êîíöåíòðàöèè ìåðû.

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ, êîãäà îí ïðèìåíÿåòñÿ ê îöåíêå çàâèñèìîñòåé, ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê îäèí èç ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè: â åãî ëèíåéíîé âåð-

ñèè îí áëèçîê ê ìåòîäó ãðåáíåâîé ðåãðåññèè [12], à â íåëèíåéíîé — ê ìåòîäàì íå-

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÿäåðíîãî îöåíèâàíèÿ [13].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà SVM-îöåíîê èñêî-

ìîé çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ ïðè íåîãðàíè÷åííîì

óâåëè÷åíèè ÷èñëà íàáëþäåíèé (îáó÷àþùåé âûáîðêè), òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Â ëèòåðàòóðå ïî ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ

â îñíîâíîì èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü îöåíîê òîëüêî ïî ôóíêöèîíàëó [1–11, 14–16].

Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü è ñõîäèìîñòü îöå-

íîê ïî âåðîÿòíîñòè ê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ðåãðåññèè â òîé èëè èíîé íîð-

ìå [8, 13, 16, 17–19]. Îòìåòèì, ÷òî â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ, êàê ïðàâèëî, èñ-

ïîëüçóþòñÿ íåêâàäðàòè÷íûå è äàæå íåãëàäêèå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà. Â äàííîé

ñòàòüå äàíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì (ïðîïîðöèîíàëüíàÿ 1 4/ m , ãäå

m — ÷èñëî íàáëþäåíèé) çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

SVM-îöåíîê ê åãî òåîðåòè÷åñêîìó ìèíèìóìó; ïîäîáíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè äëÿ äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöû êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ðèñêà ïðèâåäåíà

â [16, section 4]. Â ñëó÷àå çàäà÷ áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

äàþò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè áàéåñîâñêîãî ðèñêà (âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîé

êëàññèôèêàöèè) ê åãî òåîðåòè÷åñêîìó ìèíèìóìó. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñèëüíîì ïðåä-

ïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíòîâ âõîäíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â [20, 21]

äëÿ áàéåñîâñêîãî ìåòîäà êëàññèôèêàöèè íàéäåíà íåóëó÷øàåìàÿ îöåíêà ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ 1 / m. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ïî ôóíêöèîíàëó

îïðàâäàíî äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, íî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷ ðåã-

ðåññèè, â ÷àñòíîñòè ìåäèàííîé è êâàíòèëüíîé ðåãðåññèè [15, 22, 23]. Ïîýòîìó â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå äàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè SVM-îöå-

íîê ðåãðåññèè ê èñêîìîé çàâèñèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, â ÷àñòíîñòè óñòà-

íàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè

â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íàáëþäåíèé. Ïðè ýòîì íå èñïîëü-

çóþòñÿ ìåðû ìîùíîñòè êëàññà ìîäåëåé (òèïà VC-ðàçìåðíîñòè [1, 4, 5]), êîòîðàÿ

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé), à ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ðî-

áàñòíîñòè ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ ïî îòíîøåíèþ ê îòäåëüíûì íàáëþäåíèÿì [14]

è ïðèìåíÿþòñÿ òåîðåìû îá ýêñïîíåíöèàëüíîé êîíöåíòðàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ óñðåä-

íåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âîêðóã èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ [24]. Äëÿ èòåðà-

òèâíûõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè èìåþòñÿ â [3, 25].

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ïðè óñëîâèè

êîìïàêòíîñòè äîïóñòèìîé îáëàñòè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí â ðàáî-

òàõ [26, 27], ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ñëó÷àè ïåðèîäè÷åñêèõ, ñëó÷àéíî ðàñïðå-

äåëåííûõ è çàâèñèìûõ íàáëþäåíèé. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè ðåøåíèå, êàê ïðàâèëî, íå åäèíñòâåííîå, ïîýòîìó

ïðåäïîëîæåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà ïðàêòèêå îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ

ôèêñèðîâàííàÿ (íå èñ÷åçàþùàÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà íàáëþäåíèé) ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è.

Òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè ñìåùåííûì îöåíêàì. Êðîìå òîãî,

îíà äàåò òîëüêî ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ óðîâíÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

Â îòëè÷èå îò [26, 27] â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé ìíîæåñòâåííûõ

ðåøåíèé è èñïîëüçóåòñÿ ïîñòåïåííî âûðîæäàþùàÿñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ðåçóëüòàòû

äàííîé ðàáîòû ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåíû â [28, 29].

Èçëîæåíèå îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå äàåòñÿ êðàò-

êàÿ ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ î ðåïðîäóêòèâíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âî âòîðîì

ïîêàçàíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷åé êâàíòèëüíîé ðåãðåññèè è áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè

ñ ìèíèìèçàöèåé âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ ðèñêà. Â òðåòüåì èññëåäóåòñÿ ñõîäè-

ìîñòü ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà äëÿ ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíà-

ëîâ ðèñêà â ðåïðîäóêòèâíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ÷åòâåðòîì èçëàãàåòñÿ

âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà, à â ïÿòîì èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ.

Â çàêëþ÷åíèè ðåçþìèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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1. ÐÅÏÐÎÄÓÊÒÈÂÍÛÅ ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÛ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Â ñîâðåìåííîé èíòåðïðåòàöèè ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè

ðåïðîäóêòèâíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ (Reproducing Kernel Hilbert Spaces,

RKHS, — ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì), êîòîðàÿ âîç-

íèêëà â íà÷àëå XX ñòîëåòèÿ ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ ïîòðåáíîñòåé òåîðèè èíòåã-

ðàëüíûõ óðàâíåíèé è çàòåì ïðîíèêëà âî ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè [2, 8, 30].

Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìûõ îñíàùåííûõ

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ [31].

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H Xk ( ) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà

çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X R n� , íàçûâàåòñÿ ðåïðîäóêòèâíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì (ÐÃÏ), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ k( , )� � , îïðåäå-

ëåííàÿ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè X X� , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) k x H Xk( , ) ( )� � � �x X ;

á) f x f k x k( ) , ( , )� � � 	 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f H X
k

� ( ) è ëþáîãî x X� (ðåïðî-

äóêòèâíîå ñâîéñòâî ÿäðà).

Ñâîéñòâî á) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ÿäðî k x( , )� äåéñòâóåò

ïîäîáíî �-ôóíêöèè Äèðàêà. Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ çíà÷åíèå k x x( , )
ÿäðà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìåðà ñõîäñòâà îáúåêòîâ x è x . ÐÃÏ ñ ÿäðîì k îáîçíà÷à-

åòñÿ H Xk ( ) , èëè Hk äëÿ êðàòêîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

è íîðìà â ÐÃÏ îáîçíà÷àþòñÿ � � �	, k è || || ,
/� � � � �	k k

1 2
; R n — n -ìåðíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé 

�
�

� 

�
�

�f x k x xi ii
( ) ( , )� èç ÐÃÏ H Xk ( ) ,

ãäå { }xi — ïðîèçâîëüíûé íàáîð òî÷åê èç X , { }� i — ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïëîòíûì â H Xk ( ) .

Â ñèëó ðåïðîäóêòèâíîãî ñâîéñòâà ÿäðà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé

f x k x x
i i i( ) ( , )�� � , g x k x xj ij

( ) ( , )�� � èç H Xk ( ) ïðåäñòàâèìî â âèäå

� 	 ��f g k x xk i j i ji j
, ( , )

,
� � , â ÷àñòíîñòè || || , ( , )

,
f f f k x x

k k i j i ji j
2 � � 	 �� � � .

Ïðåäëîæåíèå 2. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H X( ) ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà

ìíîæåñòâå X , ÿâëÿåòñÿ ÐÃÏ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî x X� ôóíêöè-

îíàë f f f xx : ( )� íåïðåðûâåí ïî íîðìå || || ,
/

f f fk k
� � 	 1 2

, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàí-

òà K x òàêàÿ, ÷òî | ( )| || ||f x K fx k� � �f H X( ) .

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó íîðìàìè | | ||f k è

|| || sup | ( ) |f f xx X� �� .

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè sup | ( , ) |x X k x x K� � � �2 , òî || | | || ||f K f k� � è, ñëåäî-

âàòåëüíî, ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü f fm � (ïî Hk -íîðìå) âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü f fm � íà X , m�� .

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ÿäðî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 2� � �� k x x K( , ) � �x x X,

è ôóíêöèÿ f fn n� ��lim , ãäå f x k x xn i

I
ni

nin( ) ( , )� �� 1
� , �ni � 0, òî || ||f k �

� �( / ) || ||K f� .

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè sup | ( , ) |x X k x x K� � � � �, òî ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü f fn �

ïî íîðìå â ÐÃÏ H Xk ( ) âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà � �X X .

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè ÿäðî k x x( , ) íåïðåðûâíî ïî ( , )x x X X� � , òî ñîîòâå-

òñòâóþùåå ÐÃÏ ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ k x x( , ) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ìåðñåðà, åñëè ÿäðî k( , )� �
íåïðåðûâíî è ñèììåòðè÷íî íà êîìïàêòå X X� è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

òî÷åê { }x Xi � ìàòðèöà { }k x xi j( , ) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé.
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Íàïðèìåð, ôóíêöèè k x x x x( , ) exp ( || || / )� � � 2 2� , k x x x x( , ) ( || || )� � � �� �2 2 2

,

k x x x x l( , ) ( , )� � � 	1 , ãäå l — öåëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü, ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè

Ìåðñåðà.

Ïðåäëîæåíèå 7 (òåîðåìà Ìåðñåðà). ßäðà Ìåðñåðà äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå

â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä k x y x y
i i i i( , ) ( ) ( )� �
�� 1

� � � ïî ñîáñòâåííûì (íåïðå-

ðûâíûì) ôóíêöèÿì { }�i x( ) è çíà÷åíèÿì { }� i � 0 èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

A f x f x k x x dx L X L Xk X
( ) ( ) ( , ) : ( ) ( )� �� 2 2 ,

ãäå L X2 ( ) — ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé íà X .

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ëþáîãî ÿäðà Ìåðñåðà k x x( , ) , x x X, � , ñóùåñòâóåò ðåïðî-

äóêòèâíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H Xk ( ) , çàäàâàåìîå ýòèì ÿäðîì ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 1. Ïî çàäàííîìó ÿäðó Ìåðñåðà k x y( , ) , x y X, � , ñîîòâåòñòâóþùåå

ÐÃÏ ìîæíî ïîñòðîèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) H X f x k x x N R x Xk i

N
i i i i( ) ( ) ( , ) , ,� 


�
�

� � � � � 

�
���cl

1
1� � ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì � 	 � ��f g k x xk i j

N
i j i j, ( , )

, 1
� � ôóíêöèé f x k x x

i

N
i i( ) ( , )� �� 1

� è

g x k x x
i

N
i i( ) ( , )� �� 1

� èç H Xk ( ) ;

2) H X f x a x ak i i i i i i( ) ( ) ( ) : /� 
�
�

� � � � 

�
��

�
�
�� �1 1

2� � ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì � 	 � �
��f g a bk i i i i, /

1
� ôóíêöèé f x a xi ii

( ) ( )� �
�� �

1
è g x( ) �

� �
�� b xi ii

� ( )
1

, ãäå {�i x( )}, { }� i — ñîáñòâåííûå âåêòîðû è çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíî-

ãî îïåðàòîðà Ak .

Â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ íàáîð { }�i x( ) íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïðîèç-

âîäíûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà x.

Ïðåäëîæåíèå 9. Êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé H X( )

ñ áàçèñîì { }�i i
Nx( ) �1

è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì � � �	, , çàäàâàåìûì ìàòðèöåé

Ãðàììà � � � � 	{ }	 � �ij i j, , ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÐÃÏ ñ ÿäðîì k x y( , ) �
� ��i j

N
ij i jx y

,
( ) ( )

1
� � � , ãäå { }� ij � �� 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ÐÃÏ äëÿ

ôóíêöèé f x a x
i

N
i i( ) ( )� �� 1
� è g x b x

i

N
i i( ) ( )� �� 1
� îïðåäåëÿåòñÿ êàê � 	 �f g k,

� ��i j

N
ij i ja b

, 1
	 .

2. ÇÀÄÀ×È ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ, ÌÅÄÈÀÍÍÎÉ È ÊÂÀÍÒÈËÜÍÎÉ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ïîä çàäà÷åé ðåãðåññèè (âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó y è x) ïîíèìàåòñÿ

íàõîæäåíèå îïðåäåëåííûõ (óñëîâíûõ, ïðè ôèêñèðîâàííîì x) õàðàêòåðèñòèê ñî-

âìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ( , )x y , íàïðèìåð óñëîâíîãî ñðåäíåãî, ìå-

äèàíû èëè êâàíòèëåé. Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé íà îñíîâå äàííûõ íàáëþäåíèé.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê S x X R y Rm i
n

i i
m� � � � �{ }( , )1

1
, ïîëó÷åííûõ

ïóòåì íàáëþäåíèé, êîòîðûå, ïðåäïîëîæèòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

y f x� ( ) , ãäå f — íåêîòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ

çàíèìàåòñÿ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà îñíîâå ñîáðàííûõ íàáëþäåíèé.

Îäíàêî, ÷òîáû ýòî áûëî âîçìîæíî, íåîáõîäèìà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ

î êëàññå ôóíêöèé F, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èñêîìàÿ çàâèñèìîñòü f . Íàïðèìåð,

â òåîðèè ëèíåéíîé ðåãðåññèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êå íåêîòîðûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé { }
h x h r( ), , , ... ,�1 2 . Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò
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â òðåáîâàíèè, ÷òîáû f ïðåäñòàâëÿëàñü â íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå, íàïðèìåð, èìåëà

ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ïàðàìåòðîâ â ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè. Èìåííî

ýòîò ïóòü âûáðàí â òîé ÷àñòè ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ, êîòîðàÿ èçâåñòíà

êàê ÿäåðíîå îáó÷åíèå (kernel learning) [1, 2] è ñòðåìèòñÿ îáúåäèíèòü ãèáêîñòü

ñ ïðîñòîòîé ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñèìîñòè f . Ïðè ýòîì êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè äàí-

íûõ èçìåðÿåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ðèñêîì, ò.å. ñóììîé àáñîëþòíûõ âåëè÷èí îòêëîíå-

íèé ïðîãíîçíûõ çíà÷åíèé ìîäåëè f îò íàáëþäåííûõ, à ñëîæíîñòü ìîäåëè îöåíèâà-

åòñÿ íåêîòîðîé ìåðîé ñëîæíîñòè, íàïðèìåð íîðìîé f â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðà-

íñòâå ôóíêöèé. Îïòèìàëüíûé âûáîð f îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ýòèì äâóì êðèòåðèÿì

ïóòåì ìèíèìèçàöèè âçâåøåííîé ñóììû ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà è ìåðû ñëîæíîñòè.

Êðèòåðèé, îòâå÷àþùèé çà ñëîæíîñòü, íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì, ïîñêîëüêó îí

óñòðàíÿåò íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è, îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü è ìèíèìèçèðóåò

÷èñëî íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñèìîñòè. Êðîìå òîãî, ñòàòèñòè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ îáó÷åíèÿ ëèíåàðèçóåò è, òàêèì îáðàçîì, óïðîùàåò çàäà÷ó ïóòåì îòî-

áðàæåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ { }xi èç ïðîñòðàíñòâà R n ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ â äðóãîå

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ, âîçìîæíî î÷åíü áîëüøîé èëè

äàæå áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òàêîå, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó çàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé y è âòîðè÷íûìè ïðèçíàêàìè ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé è ìîæåò áûòü âûðàæåíà

ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîäîáíûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè

îáîáùåííûõ ôóíêöèé Ñîáîëåâà–Øâàðöà [32], â êîòîðîé íåëèíåéíûå ôóíêöèè ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ êàê ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ

ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ çàâèñèìîñòü èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé, êîòîðûå

â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è ìîãóò áûòü çàäàíû

â íåì âåêòîðîì. Âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè óñòðàíÿþòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ òàêî-

ãî ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ, ÷òî âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-

íèÿ äâóõ âåêòîðîâ î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ

ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ÿäðà, ò.å. íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè äâóõ ïåðå-

ìåííûõ k x y( , ) . Ýòî è åñòü ðåïðîäóêòèâíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Êëþ÷åâîé

ðåçóëüòàò [33] î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è â ÐÃÏ ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÿäåðíûõ ôóíêöèé

f x k x x
i

m
i i( ) ( , )� �� 1

� , ïðèâÿçàííûõ ê òî÷êàì íàáëþäåíèÿ xi . Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à

îöåíèâàíèÿ (èëè îáó÷åíèÿ) ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ { }� i i
m
�1

. Â ñëó÷àå êóñî÷íî-ëèíåéíîé

ôóíêöèè ïîòåðü ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè,

äâîéñòâåííàÿ ê êîòîðîé îñîáåííî óäîáíà äëÿ ðåøåíèÿ (ñì. ðàçä. 4).

Íàèáîëåå îáùåé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ çàâèñèìîñòè ìåæäó y Y R� � 1 è

x X R n� � ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà X Y� , êîòîðîå

ìîæíî âîññòàíîâèòü èç íàáëþäåíèé S x X R y Rm i
n

i i
m� � � � �{ }( , )1

1
. Îäíàêî

äàæå â ýòîé îáùåé ïîñòàíîâêå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî íåêîòîðûå õàðàêòå-

ðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð óñëîâíîå ïðè äàííîì x ñðåäíåå çíà÷åíèå, ìåäèà-

íà èëè êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, åñëè ðàñïðåäåëå-

íèå èçâåñòíî. Óñëîâíîå ñðåäíåå ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü ïî ïðÿìûì íåïà-

ðàìåòðè÷åñêèì ôîðìóëàì Íàäàðàè–Âàòñîíà [34]. Â òî æå âðåìÿ óñëîâíîå ñðåäíåå

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà êâàäðàòè÷åñêîãî ðèñêà ïî

âñåì èçìåðèìûì çàâèñèìîñòÿì. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêâàäðàòè÷íûå

ôóíêöèîíàëû, òàêèå êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå àáñîëþòíîãî îòêëîíåíèÿ, ñ ëè-

íåéíî-êâàäðàòè÷íûìè [35] è � -íå÷óâñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè ïîòåðü [1], êîòîðûå

ïðèâîäÿò ê ðîáàñòíûì îöåíêàì, ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíûì ê ðàçáðîñó íàáëþäåíèé.

Ïóñòü z x y� ( , ) — âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíè-

åì P dz( ) , ñîñðåäîòî÷åííûì íà ìíîæåñòâå Z, c z y( , ) — âûïóêëàÿ ïî âòîðîìó àðãó-

ìåíòó ôóíêöèÿ ïîòåðü, f X R: � 1 — ôóíêöèÿ èç íåêîòîðîãî êëàññà F . Îïðåäåëèì
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ôóíêöèîíàë ðèñêà êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîòåðü, R f E c z f xz( ) ( , ( ))� �
� �Z

c z f x P dz( , ( )) ( ) . Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðèñêà èìååò âèä

R f E c z f x c z f x P dzz Z f F( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) inf� � �� � . (1)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì F � . Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïî-

òåðü, c z f y f( , ) ( )� � 2 , õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîãî ñðåäíåãî

�( ) ( )x yp z dy
Yx

� � ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x è �( )x F� âëå÷åò f � � � [13].

Äëÿ íåêâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ ðèñêà ñîîòâåòñòâèå èõ ìèíèìóìîâ êà-

êèì-ëèáî õàðàêòåðèñòèêàì ðàñïðåäåëåíèÿ ìåíåå î÷åâèäíî, íî â ñëó÷àå ôóíêöèîíà-

ëà ñðåäíåãî àáñîëþòíîãî îòêëîíåíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêî-

ãî îáó÷åíèÿ, òàêîå ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ôóíêöèè ïîòåðü âèäà c z f y f f y y f( , ) | | max ( ), ( )� � � � �{ }áåçóñëîâíûé ìèíèìóì

â (1) ôóíêöèîíàëà R f( ) ïî âñåì èçìåðèìûì ôóíêöèÿì f x( ) äîñòèãàåòñÿ íà óñëîâ-

íîé ìåäèàíå ðàñïðåäåëåíèÿ P dz( ) , åñëè îíà ñóùåñòâóåò. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå â

çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ðèñêà èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü

c z f f y y f( , ) max ( ), ( )� � �{ }� � , � �, � 0. (2)

Òîãäà òî÷íûé ìèíèìóì (1) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì êâàíòèëåì ðàñïðåäåëåíèÿ P dz( )
óðîâíÿ � � � �� �/ ( ) (ñì. [22, 23]; â êîíòåêñòå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìèíèìàêñíûõ çà-

äà÷ ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí â ðàáîòàõ [36, ñ. 95; 37]; îí äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ

â [38]). Äëÿ ìåäèàíû èìååì � �� �1. Äàëåå ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòî-

ðûõ óñëîâíûé � -êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìóìîì ñî-

îòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà ðèñêà.

Ïðåäïîëîæåíèå 1 (óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè ìîäåëè):

à) ðàñïðåäåëåíèå P dz( ) èìååò ïëîòíîñòü p z p x y( ) ( , )� , z Z� �
� � � �{ }z x y x X y Yx( , ): , îòîáðàæåíèå x Yx� ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî;

á) x-ïëîòíîñòü p x p x y dy
Yx

( ) ( , )� � íåâûðîæäåíà, ò.å. p x( ) � 0 äëÿ âñåõ x X� ;

â) óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F a p y dyx

a

x( ) ( )�
� �� , ãäå p yx ( ) �

p x y p x( , ) / ( ) , íåïðåðûâíà ïî ( , )x a è ñòðîãî ìîíîòîííà ïî a äëÿ a òàêèõ, ÷òî

0 1� �F ax ( ) .

Óñëîâèå 1à ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ; 1á òðåáóåò,

÷òîáû x-çíà÷åíèÿ çàïîëíÿëè âñå ìíîæåñòâî X ; 1â ãàðàíòèðóåò, ÷òî êâàíòèëè ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fx ( )� è óñëîâíîå ñðåäíåå �( ) ( , )x yp x y dy
Yx

� � — íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè x . Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìèíèìèçàöèè ðèñêà

R f f x y y f x p z dz
Z f( ) max ( ( ) ), ( ( )) ( ) inf� � � �� { }� � (3)

íà êëàññå ôóíêöèé, êîòîðûå íåïðåðûâíû è èíòåãðèðóåìû ïî ìåðå ñ ïëîòíîñòüþ

p x( ) íà ìíîæåñòâå X . Òîãäà äëÿ äàííîãî x ìèíèìóì â (3) äîñòèãàåòñÿ íà êâàí-

òèëå q x� ( ) óðîâíÿ � � � �� �/ ( ) , � �, � 0, è ýòîò ìèíèìóì åäèíñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðèñêà

� � � � �( , ) max ( ), ( ) max ( ), ( )|x a E a y y a a y y ay x Yx

� � � � ��{ }= { }dF yx ( ). (4)

Èçâåñòíî, ÷òî áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèè �( , )x a ïî a äîñòèãàåòñÿ íà

óñëîâíîì êâàíòèëå ðàñïðåäåëåíèÿ P dz( ) [15, 22, 23, 36, 37, 38]. Ïðèâîäèìîå äî-

êàçàòåëüñòâî íàïðàâëåíî íà òî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíè-

ÿõ ýòîò êâàíòèëü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò x è åäèíñòâåííûì íåïðå-

ðûâíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèîíàëà (3).
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Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1à ôóíêöèÿ �( , )x a îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ a R� è x X� .

Îòìåòèì, ÷òî �( , )x a ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà (äàæå ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâà) ïî a

è â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé 1à, 1â íåïðåðûâíà ïî x (ïî òåîðåìå Õåëëè î ïðåäåëüíîì

ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà–Ñòèëüòüåñà [32]), ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðå-

ðûâíà ïî ( , )x a X R� � . Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f èìååì

R f E f x y y f xx y( ) max ( ( ) ), ( ( )),� � � �{ }� �

� � � � �E E f x y y f x E x f x Ex y x x x a| max ( ( ) ), ( ( )) ( , ( )) inf{ }� � � �( , )x a .

Ñîãëàñíî [36, 37] ïðåäñòàâèì óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðèñêà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � � �( , ) ( ) ( ) ( )x a dF y a ydF y
a

x x� � � �
� � � �

� �
� � .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1â îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ �( , )x a äèôôåðåíöèðóå-

ìà ïî a ñ ïðîèçâîäíîé � � � �a xx a F a( , ) ( ) ( )� � � . Òàê êàê � � 
 �, ïî ïðåäïîëî-

æåíèþ, êâàíòèëü q x( ) óðîâíÿ � � � �� �/ ( ) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F ax ( ) ÿâëÿåò-

ñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì ïî ïåðåìåííîé a óðàâíåíèÿ �a x a( , ) � 0. Îòìåòèì òàê-

æå, ÷òî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 1â ôóíêöèÿ � � � �a xx a F a( , ) ( ) ( )� � � íåïðåðûâíà

ïî ( , )x a è ñòðîãî ìîíîòîííà ïî a ; ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû

î íåÿâíîé ôóíêöèè êîðåíü q x( ) óðàâíåíèÿ �a x a( , ) � 0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé x . Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ �a x a( , ) íåîòðèöàòåëüíà ïðè

a q x� ( ) è ïîëîæèòåëüíà ïðè a q x� ( ) , à Fx ( )� ñòðîãî ìîíîòîííà, ôóíêöèÿ �( , )x �
ïðè ôèêñèðîâàííîì x äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â òî÷êå q x( ) . Òàêèì îáðàçîì,

äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f èìååì

inf ( ) inf ( , ) ( , ( ))f x a xR f E x a E x q x� � �� �

� � � �E q x y y q x Vx y, max ( ( ) ), ( ( )) ( , ){ }� � � �

è èíôèíóì äîñòèãàåòñÿ ïðè f x q x( ) ( )� . Îäíàêî îñòàåòñÿ åùå âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ

ëè ìèíèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííîé.

Òàê êàê ôóíêöèÿ �( , )x a íåïðåðûâíà ïî ( , )x a , ñóïåðïîçèöèè �( , ( ))x q x è

� ( ) ( , ( ))x x f x� � íåïðåðûâíû ïî x äëÿ íåïðåðûâíûõ f x( ) . Â ñèëó îïòèìàëüíîñòè

q x( ) èìååì � �( , ( )) ( , ( ))x f x x q x� äëÿ ëþáîãî x X� . Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f x q x( ) ( )�  � â íåêîòîðîé òî÷êå � �x X . Òîãäà ââèäó åäèíñòâåííîñòè ìèíèìóìà q x( )

ôóíêöèè �( , )x a ïî a èìååì � �( , ( )) ( , ( ))� � � � �x f x x q x . Áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîñòè

� ( )x è �( , ( ))x q x ýòî íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî íå òîëüêî â òî÷êå �x , íî è â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè �x , è â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ïëîòíîñòè p x p x y dy
Yx

( ) ( , )� �
ïîëó÷àåì

R f E x f x E x q x R qx x( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )� � �� � .

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî q x( ) — åäèíñòâåííûé íåïðåðûâíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíà-

ëà R( )� .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìèíèìèçàöèè ðèñêà

R f E f x yx y f( ) | ( ) | inf,� � � (5)

íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà X . Òîãäà äëÿ äàííîãî x ìèíèìóì äîñ-

òèãàåòñÿ íà ìåäèàíå m x q x( ) ( )/� 1 2 è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Áîëåå îáùàÿ, ÷åì, íàïðèìåð, îöåíèâàíèå ìåäèàíû èëè ñðåäíåãî, ïîñòàíîâêà

çàäà÷è îöåíèâàíèÿ êâàíòèëåé ìîæåò áûòü ïîëåçíîé ïîòîìó, ÷òî êðîìå îöåíèâà-

íèÿ íåêîòîðîé ñðåäíåé òåíäåíöèè îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óñòàíîâëåíèå îá-

ëàñòè çíà÷èìîñòè, â êîòîðóþ ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ ïîïàäàþò ñ çàäàííîé âåðîÿò-

íîñòüþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, èññëåäîâàòåëü òàêæå ñòðåìèòñÿ îöåíèòü îøèáêè

� ( ) | ( ) ||x E y m xy x� � , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè îæèäàåìîãî ðèñêà

R m E y m x E E y m x E x x p xx y x y x x X
( ) | ( ) | | ( ) | ( ) ( ) ( ), |� � � � � � �� � dx .
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Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ðåãðåññèÿ � ( )x íà îñíîâå íàáëþäåíèé ( , )xi i� , ãäå

� i i iy f x� �| ( ) |. Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ îøèáîê ñîñòîèò â ïîñëåäîâà-

òåëüíîì èëè îäíîâðåìåííîì ïîñòðîåíèè ðÿäà óñëîâíûõ êâàíòèëüíûõ ôóíêöèé

q x� ( ) äëÿ óðîâíåé � , ìåíÿþùèõñÿ îò 0 äî 1, ìåäèàíå ñîîòâåòñòâóåò óðî-

âåíü 0,5; ýòîò ïîäõîä îáñóæäàåòñÿ â [15, 22]. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà êâàíòèëåé

äëÿ ðàçëè÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ óðîâíåé äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ïàêåò ñòà-

òèñòèê, íàïðèìåð, ìåäèàíó è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, 5 %-é êâàíòèëü ñëåâà

è 95 %-é êâàíòèëü ñïðàâà, ñîâìåñòíî äàþùèå 90 %-þ äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü äëÿ

ïðîãíîçà, êîãäà ñàì ïðîãíîç ïðîâîäèòñÿ, ñêàæåì, ïî ìåäèàíå. Äëÿ óðîâíåé, áëèç-

êèõ ê íóëþ èëè åäèíèöå, îöåíêà êâàíòèëåé ñâîäèòñÿ ê îöåíêå âåðõíåé è íèæíåé

ãðàíèö ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàëû ðèñêà (3), (5) øòðàôóþò âñå îøèáêè, áîëüøèå

è ìàëåíüêèå. Â ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ îáó÷åíèÿ, ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâ äëÿ

ðåãðåññèè è êëàññèôèêàöèè, â ÷àñòíîñòè, ìàëåíüêèå îòêëîíåíèÿ çà÷àñòóþ íå

øòðàôóþòñÿ, à ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìóùåííàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðèñêà, ò.å. èñ-

ïîëüçóþòñÿ � -íå÷óâñòâèòåëüíûå ôóíêöèè ïîòåðü, òàêèå êàê

c z f x f x y y f x� � � � �( , ( )) max , ( ( ) ) , ( ( ))� � � � �{ }0 , (6)

è ñîîòâåòñòâóþùèé � -íå÷óâñòâèòåëüíûé ôóíêöèîíàë ðèñêà R f E c z f xx y� �( ) ( , ( )),� .

Î÷åâèäíî, ÷òî R f� ( ) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê R f( ) , êîãäà � � 0, íî ýòîãî åùå

íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìèíèìóìîâ f� �
�arg min ( )f R f� ê q R ff�arg min ( ), ïîòîìó ÷òî ðèñê, ÿâëÿþùèéñÿ èíòåãðàëîì,

íå÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíî ìàëîé

îáëàñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òàêèõ âîçìóùåíèÿõ ìîæíî òîëüêî óñòàíîâèòü ñõî-

äèìîñòü ïî ìåðå Px ê ýòîìó êâàíòèëþ ïðè � � 0.

Òåîðåìà 2 (îá èäåíòèôèêàöèè êâàíòèëÿ ïîñðåäñòâîì � -íå÷óâñòâèòåëüíûõ ðå-

øåíèé ïðè � � 0). Ïóòü f� — ëþáîé ìèíèìóì R� ( )� íà ìíîæåñòâå èçìåðèìûõ

ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X R n� . Òîãäà ïðè óñëîâèÿõ

ïðåäïîëîæåíèÿ 1 f� ñõîäÿòñÿ ê êâàíòèëþ q x( ) ïî ìåðåe Px , ãåíåðèðóåìîé ïëîòíîñ-

òüþ p x p x y dy
Yx

( ) ( , )� � , ò.å. äëÿ ëþáîãî �
 � èìååì

P q x f xx{| ( ) ( ) | }� � �� � 0 ïðè � � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî c z f x c z f x c z f x( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))� � �� � è,

çíà÷èò, R f R f R f( ) ( ) ( )� � �� � ðàâíîìåðíî ïî âñåì èçìåðèìûì ôóíêöèÿì f . Ñëå-

äîâàòåëüíî,

R q R f R f R q R q( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �� � � � ,

ò.å. R q R f R q( ) ( ) ( )� � �� � è lim ( ) ( )� �� �0 R f R q . Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò

ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû �
 � è 	 
 � , äëÿ êîòî-

ðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �m � 0 òàêîâà, ÷òî P q x f xx m
{ }| ( ) ( ) |� � �� � 	 
 � . Âåðî-

ÿòíîñòíàÿ ìåðà Px íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X R n� ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîé, ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî � �X X òàêîå, ÷òî P Xx{ } /� � �1 2	 . Òîãäà

P x X q x f xx m
{ }� � � � � �: | ( ) ( ) | /� � 	 2 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ �( , )x a , îïðåäåëåí-

íóþ ôîðìóëîé (4). Êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïðè

ïðåäïîëîæåíèè 1 ôóíêöèÿ �( , )x a íåïðåðûâíà ïî ( , )x a , èìååò åäèíñòâåííûé

ìèíèìóì q x( ) ïî a , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x. Ïî-

ýòîìó ñóïåðïîçèöèÿ � ( ) ( , ( ))x x q x� � òàêæå íåïðåðûâíà. Îáîçíà÷èì

y x ydF yxYx

( ) ( )� � ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ ðåãðåññèè. Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ

1à, 1â ôóíêöèÿ y x( ) íåïðåðûâíà ïî x X� â ñèëó òåîðåìû Õåëëè î ïðåäåëüíîì ïå-

ðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà–Ñòèëüòüåñà [32]. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Èåíñå-

íà � � �( , ) max ( ( )), ( ( ) )x a a y x y x a� � �{ }. Îáîçíà÷èì y y x
x Xmin

min ( )� � ' è
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y y xx Xmax max ( )� � ' . Î÷åâèäíî, � � �( , ) max ( ), ( )max minx a a y y a� � �{ } äëÿ âñåõ

x X� � è a R� 1. Òîãäà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ �( , )x a äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà

íà ìíîæåñòâå { }( , ): , , | ( ) |x a x X a R q x a� � � � �1 � è â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ìèíè-

ìóìà q x x a
a R

( ) arg min ( , )�
� 1 � èìååò ìåñòî

inf ( , ) ( , ( )) : | ( ) |( , ) : ,{ }{ }x a x X a R x a x q x q x a� � � � � �' 1 � � � � � 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, � ��( , ( )) ( , ( ))x f x x q x
m

� äëÿ âñåõ x X� � è � �( , ( ))x f x
m

�
� �� �( , ( ))x q x íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû 	 / 2, ïîýòîìó

R f E x f x E x q x
m mx x( ) ( , ( )) ( , ( )) /� �� � �	� � � 2. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó

lim ( ) ( )m R f R q
m�� �� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàííàÿ òåîðåìà äîïóñêàåò, ÷òî ïðè èñ÷åçíîâåíèè âîçìóùåíèé ïðè � � 0 ôóíê-

öèÿ f� ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ îò òî÷íîãî ìèíèìóìà f � íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå

òî÷åê è íå íà ìàëóþ âåëè÷èíó, õîòÿ è íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû. Òàêèì îáðàçîì,

f� ìîæåò áûòü íåñòàáèëüíîé ïðè èçìåíåíèè � è íå ñõîäèòüñÿ ê f � ðàâíîìåðíî.

Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè òåñíî ñâÿçàíû ñ îïòèìèçàöèåé ôóíêöèîíàëîâ ðèñêà.

Ïîä çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè ïîíèìàåòñÿ ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàòîðà, íà êîòîðîì

áàéåñîâñêèé ðèñê (âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè) ïðèíèìàåò ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f x( ) áèíàðíîå êëàññèôèöèðóþùåå

ïðàâèëî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

I f x
f x

1 2
1 1 2

0/ ( ( ))
, ( ) / ,� �


�
� ïðîòèâíîì ñëó àå.

(7)

Êà÷åñòâî êëàññèôèöèðóþùåãî ïðàâèëà I f1 2/ ( ( ))� èçìåðÿåòñÿ áàéåñîâñêèì ðèñêîì,

ò.å. âåðîÿòíîñòüþ P I f x y{ }1 2/ ( ( ))  îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè, ãäå y�{ }0 1, . Çà-

ìåòèì, ÷òî áàéåñîâñêèé ðèñê äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ P� íà ðåøàþùåì

ïðàâèëå g � , çàäàâàåìîì ôóíêöèåé óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè �( ) | }x P y x� �{ 1

[39, ñ. 10], íî îíà íåèçâåñòíà. Òàêèì îáðàçîì, îäèí âîçìîæíûé ïóòü ïîñòðîåíèÿ

îïòèìàëüíûõ êëàññèôèêàòîðîâ ñîñòîèò â àïïðîêñèìàöèè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

�( ) | }x P y x� �{ 1 . Íàïðèìåð, â [20, 21] óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü �( )x àïïðîêñèìèðó-

åòñÿ áàéåñîâñêèì ìåòîäîì ïðè (ñèëüíîì) ïðåäïîëîæåíèè íåçàâèñèìîñòè êîìïî-

íåíò ñëó÷àéíîãî âõîäíîãî âåêòîðà íàáëþäåíèé.

Èçâåñòíî ([39, ñ. 16] è ññûëêè â ýòîé ðàáîòå), ÷òî

P I f x y P I f x y E f x xf F{ } { }1 2 1 2 2/ /( ( )) min ( ( )) | ( ) ( ) �  � �� � |

è �( ) arg min ( ( ))x E y f xf� � 2 . Åñëè
~

( )f x — íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà R f E f x y( ) ( ( ) )� � 2 , òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå êëàññèôèöèðóþùåå ïðàâèëî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (7).

Ñïðàâåäëèâà îöåíêà [39, ñ. 20]

P I f x y P I f x y R ff F f{ } { }1 2 1 2 2/ /( ( )) min ( ( )) ( ( ) min �  � �� �F R f( )) , (8)

ãäå ìèíèìóìû áåðóòñÿ ïî ìíîæåñòâó èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ìè-

íèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà R f E f x y( ) | ( ) |� � ïî ìíîæåñòâó èçìåðèìûõ ôóíêöèé F

â ñèëó (8) àâòîìàòè÷åñêè âåäåò ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà áàéåñîâñêîãî ðèñêà.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà R f E f x y( ) | ( ) |� � äîñòèãàåòñÿ íà

óñëîâíûõ ìåäèàíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ P( )� . Åñëè åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî

óñëîâíûå ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ P( )� ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó êëàññó ôóíê-

öèé, íàïðèìåð íåêîòîðîìó ðåïðîäóêòèâíîìó ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó Hk , òî

â (8) ìîæíî ïîëîæèòü F Hk� .
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3. ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÐÈÑÊÀ
Â ÐÅÏÐÎÄÓÊÒÈÂÍÎÌ ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Îïòèìèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà ðèñêà (1) îñëîæíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè

îáñòîÿòåëüñòâàìè:

1) çàäà÷à ìîæåò áûòü íåêîððåêòíîé, èìåòü íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åå ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ÷èñëåííî íåóñòîé÷èâûìè;

2) çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé, ïîýòîìó íåîáõîäèìà òà èëè èíàÿ åå

àïïðîêñèìàöèÿ;

3) îöåíêà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ñâÿçàíà ñ ìíîãîêðàòíûì âû÷èñëåíèåì èí-

òåãðàëîâ.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïðîáëåìó, êîòîðàÿ îáû÷íî ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðåãóëÿðèçà-

öèè Òèõîíîâà. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé äåòàëü-

íî ïðåäñòàâëåí â [40], äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè — â [41], à äëÿ

çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ — â [1, 5]. Íåîáõîäèìî àäàïòèðîâàòü òåîðèþ

ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè âûïóêëûõ èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèîíà-

ëîâ ðèñêà â ÐÃÏ. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ïðîáëåìû áóäóò äåòàëüíî ðàññìîòðåíû â ñëåäóþ-

ùåì ðàçäåëå, ãäå äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è è èíòåãðàëîâ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ýìïè-

ðè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé.

Íàðÿäó ñ (1) ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííóþ çàäà÷ó

R f R f f E c z f x fx y f
� � �( ) ( ) (|| | | ) ( , ( )) (|| | | ) inf,� � � � � �! ! F , (9)

ãäå R f E c z f xx y( ) ( , ( )),� , c z f Z R R( , ) : � �1 1, � � 0 — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè,

!( )� — íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, F — ìíîæåñòâî â íåêîòî-

ðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñ íîðìîé || ||� . Êðîìå (9) ðàññìîòðèì òàêæå

âîçìóùåííóþ çàäà÷ó

R f R f f f F
� �( )

~
( ) ( || || ) inf� � � �! , (10)

ãäå
~

( )R f — íåêîòîðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èëè âîçìóùåíèå ôóíêöèîíàëà R f( ) . Âûâå-

äåì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé f � çàäà÷è (9) è ðåøåíèé
~
f � çàäà÷è (10) ê ðåøå-

íèþ f � èñõîäíîé çàäà÷è (1), êîãäà ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,

� � 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 2 (îá èñõîäíîé, âîçìóùåííîé è ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷àõ):

à) ôóíêöèîíàë R f( ) îãðàíè÷åí ñíèçó, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è íåïðåðûâíûì íà

F H� ;

á) F — çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ;

â) ìíîæåñòâî F f H R f R ff F
�

�� � �{ }: ( ) inf ( ) íå ïóñòî;

ã) !( ) || ||f f� 2 ;

ä) sup |
~

( ) ( ) |f D R f R f� � � � � , lim /� �� ��� �0 0.

Ïðåäïîëîæåíèÿ 2 ÿâëÿþòñÿ îáùèìè è íå ñâÿçàíû ñî ñïåöèôèêîé çàäà÷

îáó÷åíèÿ.

Íàïîìíèì îäèí îáùèé ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè äëÿ ñåìåéñòâà âîçìóùåííûõ

çàäà÷ (10).

Òåîðåìà 3 [40, ãë. VIII, § 1; 41, ãë. 2, § 5, òåîðåìà 2]. Â óñëîâèÿõ ïðåäïîëîæå-

íèÿ 2 ðåøåíèÿ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò)
~
f � âîçìóùåííîé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è

ñõîäÿòñÿ ê íîðìàëüíîìó (ìèíèìàëüíîìó ïî íîðìå) ðåøåíèþ f � èñõîäíîé çàäà÷è

ïðè � �� 0 â ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H (ïî íîðìå || ||� ).

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷ ìèíè-

ìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ ðèñêà âèäà (1).

Ïðåäïîëîæåíèå 3 (î çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ðèñêà). Ôóíêöèÿ ïîòåðü c z f x( , ( ))

â (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
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à) c z a c( , ) � � ��0 äëÿ âñåõ z Z a R� �, 1;

á) c z a( , ) âûïóêëà ïî a ;

â) | ( , ) | ( ) ( ) (| | )c z a c z c z a� �1 2 � ,
Z

c z p z dz� � ��1 ( ) ( ) ,
Z

c z p z dz� � ��2 ( ) ( ) ,

ãäå �( )� — ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ;

ã) H X H Xk( ) ( )� — ÐÃÏ ñ îãðàíè÷åííûì íà äèàãîíàëè ÿäðîì, sup | ( , ) |x X k x x� �
� � ��K 2 .

Òåîðåìà 4 (î ñâîéñòâàõ ôóíêöèîíàëà ðèñêà). Â ïðåäïîëîæåíèÿõ 3 ôóíêöèîíàë

ðèñêà R f E c z f xz( ) ( , ( ))� , îïðåäåëåííûé íà ðåïðîäóêòèâíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H Xk ( ) ñ îãðàíè÷åííûì íà äèàãîíàëè ÿäðîì, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è íå-

ïðåðûâíûì ïî íîðìå || ||� k ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó è âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà ðèñêà ñëå-

äóþò èç ïðåäïîëîæåíèé 3à, 3á. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èç âûïóêëîñòè

ôóíêöèîíàëà âûòåêàåò òîëüêî åãî ïîëóíåðåðûâíîñòü ñíèçó [42]. Ïðè ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàæåì åãî íåïðåðûâíîñòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëåáåãà î ïðå-

äåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïóñòü lim || ||s
s

kf f�� � � 0 è, çíà÷èò,

lim || || || ||s
s

k kf f�� � . Òîãäà { }f s ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî x X� â ñèëó âîñïðîèçâîäÿùåãî ñâîéñòâà ÿäðà (ñì. îïðåäåëåíèå 1á) è íåðà-

âåíñòâà Êîøè–Øâàðöà èìååì

| ( ) ( )| ( , ) || | | | | | |f x f x k x x f f K f fs s
k

s
k� � � � � � 0 , s �� .

Â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèÿ c z( , )� íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî,

lim ( , ( )) ( , ( ))s
sc z f x c z f x�� � äëÿ ëþáîãî z Z� . Èç ïðåäïîëîæåíèé 3â, 3ã

ïîëó÷àåì

| ( , ( )) | ( ) ( ) ( | ( ) | ) ( ) ( ) (|c z f x c z c z f x c z c z ks s� � � �1 2 1 2� � ( , ) | || || )x x f s
k �

� � �c z c z K f U zs
s

k1 2( ) ( ) ( sup || || ) ( )� .

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ 3â ìàæîðàíòà U z( ) èíòåãðèðóåìà. Òåïåðü íåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèîíàëà R f E c z f xz( ) ( , ( ))� ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðå-

õîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 5 (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðåøåíèé ïðè

� � 0). Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ 2á–2ä è 3 ðåøåíèÿ (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) f � ,
~
f � ðå-

ãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷ (9), (10) ñ ôóíêöèîíàëîì ðèñêà R f E c z f xz( ) ( , ( ))� è

F H Xk� ( ) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ïðè � � 0 ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ f � (ìèíè-

ìàëüíîìó ïî íîðìå || ||� k èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé F � èñõîäíîé çàäà÷è (1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ 3 ôóíêöèîíàë ðèñêà R f E c z f xz( ) ( , ( ))�

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2à â ñèëó òåîðåìû 4. Òîãäà ïî òåîðåìå 3 ðåãóëÿðèçîâàííûå

ðåøåíèÿ ñèëüíî (ïî íîðìå) ñõîäÿòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è,

lim ||
~

||�
�

��
�� �0 0f f , íî òàêàÿ ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü íåðàâíîìåðíîé. Îäíàêî

â ðåïðîäóêòèâíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H Xk ( ) ñ îãðàíè÷åííûì íà äèàãîíà-

ëè ÿäðîì k (ïðåäïîëîæåíèå 3ã) ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ,

lim sup |
~

( ) ( ) |�
�

�� �
�� �0 0x X f x f x . Ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè äëÿ f � ñëåäóåò èç äî-

êàçàííîãî ïðè � � � 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðåãóëÿðèçàöèÿ äåëàåò ðåøåíèÿ áîëåå ñòàáèëüíûìè. Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî || ||f 2

ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèå ðåãóëÿðèçóþùèå ôóíêöèîíàëû, íàïðèìåð

! (|| || ) || ||f f f� � 0 2 , ãäå f 0 — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îòñ÷åòà. Ïóòåì òðàíñëÿöèîí-

íîé çàìåíû f f f� �
� 0 çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîé ôîðìå (9), (10), è, òàêèì îáðà-
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çîì, ê íåé ïðèìåíèìû äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè. Áîëåå òîãî, òî÷êè îò-

ñ÷åòà ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò âû÷èñëåíèé ê âû÷èñëåíèÿì (ïðè ïåðåõîäå îò îäíèõ �
ê äðóãèì), êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìåòîäàõ ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè

(ñì., íàïðèìåð, [43]).

4. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÐÅÃÓËßÐÈÇÎÂÀÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ
ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÈÑÊÀ: ÌÅÒÎÄ ÎÏÎÐÍÛÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è îïòèìè-

çàöèè ôóíêöèîíàëîâ ðèñêà è âõîäÿùèõ â íèõ èíòåãðàëîâ ïî âåðîÿòíîñòíîé

ìåðå P( )� . Íà ïðàêòèêå ðàñïðåäåëåíèå P( )� îáû÷íî íå èçâåñòíî ïîëíîñòüþ,

à èìååòñÿ íàáîð íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé { }z i mi , ,... ,�1 âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû z ñ ðàñïðåäåëåíèåì P( )� , êîòîðûé â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ

íàçûâàåòñÿ îáó÷àþùåé âûáîðêîé. Ýòî ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü íåèçâåñ-

òíîå ðàñïðåäåëåíèå P( )� ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Pm ( )� , à ôóíêöèîíàë

ðèñêà R f Ec z f x( ) ( , ( ))� — ýìïèðè÷åñêèìè ñðåäíèìè (ýìïèðè÷åñêèì ðèñêîì)
~

( ) ( / ) ( , ( ))R f m c z f xm i

m
i i� ��1

1
. Òàêèì ñïîñîáîì ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà îöåíêè èí-

òåãðàëîâ. Îäíàêî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
~

( )R fm ïî-ïðåæíåìó

áåñêîíå÷íîìåðíà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî F äîïóñòèìûõ çàâèñèìîñòåé áåñêîíå÷-

íîìåðíî, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî ãèëüáåðòîâà èëè èíîãî

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé H . Â êëàññè÷åñêîì ðåãðåññèîííîì àíàëèçå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H — ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé

{�i x i n( ), ,... , }�1 , è ÷åì áîëüøå ýòèõ ôóíêöèé, òåì áîãà÷å êëàññ H è áîëüøå

âîçìîæíîñòåé òî÷íåå àïïðîêñèìèðîâàòü èñêîìóþ íåèçâåñòíóþ çàâèñèìîñòü.

Â íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòàòèñòèêå èñïîëüçóþòñÿ ÿäåðíûå ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè,

íàïðèìåð { (( )/ )}k x xi� � , ãäå k — íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, { }xi —

ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà X , � — ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Íàèáîëüøàÿ ãèá-

êîñòü äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî ôóíêöèé áåñêîíå÷íî. Îäíàêî

íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü êîìïðîìèññ ìåæäó ñòåïåíüþ àïïðîêñèìàöèè äàííûõ íà-

áëþäåíèé, êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ âåëè÷èíîé ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
~

( )R fm , è ñëîæ-

íîñòüþ àïïðîêñèìèðóþùåé ìîäåëè f x( ) , ïîñêîëüêó èç-çà èçëèøíå òî÷íîé ïîä-

ãîíêè ìîäåëè ïîä èìåþùóþñÿ ñëó÷àéíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó { }z i mi , ,... ,�1

îíà ìîæåò ïîòåðÿòü îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü, ò.å. áóäåò ïëîõî ðàáîòàòü íà

äðóãîì íàáîðå äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü äîëæíà õîðîøî àïïðîêñèìèðî-

âàòü äàííûå è áûòü, ïî âîçìîæíîñòè, íàèáîëåå ïðîñòîé. Â êà÷åñòâå ìåðû ñëîæ-

íîñòè çàâèñèìîñòè f ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåí-

òîâ ðàçëîæåíèÿ f ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà, ñóììà àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîýôôè-

öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èëè ñóììà èõ êâàäðàòîâ. Äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

ñóììà êâàäðàòîâ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ — ýòî íîðìà ýëåìåíòà f èç ãèëü-

áåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H , ïîýòîìó îáîáùåííîé ìåðîé ñëîæíîñòè çàâèñèìîñòè f

ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìó || ||f èëè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ !(|| || )f îò íîðìû. Òàêèì

îáðàçîì, çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè äâóõêðèòåðèàëüíà ñ êðèòåðèÿìè
~

( )R fm è || ||f .

Ýòè êðèòåðèè ñâåðòûâàþòñÿ â îäèí
~

( ) (|| || )R f fm � �! ñ êîýôôèöèåíòîì � , âû-

áîð çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ïðîáëåìîé.

Âîçìîæåí è äðóãîé ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷åñêèé âçãëÿä íà ïðîáëåìó âîññòà-

íîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè f ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì { }z i mi , ,... ,�1 ñ ïîçèöèé

òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíê-

öèîíàëà ðèñêà , âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íåêîððåêòíîé, ò.å. èìåòü íåîäíîçíà÷-

íûå ðåøåíèÿ, áûòü íåóñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ôóíêöèîíàëà.

Èñõîäíûé ôóíêöèîíàë ðèñêà R f( ) çàìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðèáëèæåíèåì
~

( )R fm ,

ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå âèäà R f fm( ) ( )� � , ãäå

�m mf R f R f( )
~

( ) ( )� � . Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
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òîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà â ôóíêöèîíàëüíîì (ãèëüáåðòîâîì) ïðîñòðàíñò-

âå H . Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè âîçìóùåíèÿìè õîðîøî èçó-

÷åí [40, 41]. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè èññëåäîâàí çíà-

÷èòåëüíî ìåíüøå, íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

(êâàäðàòè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷) â ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

èìåþòñÿ â [1, 5], à äëÿ îñíàùåííûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ îáùèìè ñëó÷àéíû-

ìè âîçìóùåíèÿìè — â [44] (â ýòèõ ðàáîòàõ ìîæíî íàéòè äàëüíåéøèå ññûëêè).

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè â ÐÃÏ ïðè îïðåäåëåííûõ (ýìïèðè÷åñêèõ)

ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ ôóíêöèîíàëà è äëÿ îáùèõ âûïóêëûõ (íå òîëüêî êâàäðà-

òè÷íûõ) ôóíêöèîíàëîâ ðèñêà, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåìåéñòâà çàäà÷ ìèíè-

ìèçàöèè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

~
( ) ( ) ( , ( )) || || infR f f

m
c z f x fm k i i

i

m

k f H k
� � � �

�
��� �!

1

1

2 , (11)

ãäå Hk — íåêîòîðîå ÐÃÏ, ïîðîæäåííîå ÿäðîì k . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ðå-

ãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (11) â ÐÃÏ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçà-

öèè, à äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîòåðü — ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîé îïòèìè-

çàöèè ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Â ñèëó òàê íàçûâàåìîé òåîðåìû î ïðåäñòàâ-

ëåíèè ðåøåíèÿ [2, Theorem 4.2, p. 90; 33] â ÐÃÏ ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

f x k x xm

i

m

i i
� �( ) ( , )�

�
�

1

, (12)

ãäå � �m
i�{ } — íàáîð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (12) â (11)

è èñïîëüçóÿ ðåïðîäóêòèâíîå ñâîéñòâî ÿäðà (ñì. îïðåäåëåíèå 1á), ïðèõîäèì ê ñëå-

äóþùåé êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè:

R
m

c z k x x k xm
m

i j i j

j

m

i

m

i j( ) , ( , ) (� � � � ��
"

#

$
$

%

&

'
'
�

��
��1

11

i j

i j

m

x m, ) min

,

�
�
� �

1

. (13)

Åñëè ôóíêöèÿ ïîòåðü c z f( , ) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà, à ìàòðèöà { }k x xi j( , )

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå fm
� . Áîëåå

òîãî, äëÿ êâàíòèëüíûõ ôóíêöèé ïîòåðü (2), (6), çàäà÷à (13) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé

è íåãëàäêîé, îäíàêî ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ � �m
i i

m� �{ }
1

(îøèáîê ðåãðåññèè íà íàáëþäåíèÿõ) îíà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ

R
m

k x xm
m m

i

i

m

i j i j

i j

m

m( , ) ( , ) min

,
,

� � � � � �
� �

� � �
� �

�� �1

1 1
0 m ,

� � � � �
�

i i

j

m

j j iy k x x� � �
�
� ( , ) , (14)

� � � � �i

j

m

j j i ik x x y i m� � � �
�
�

1

1( , ) , , ,� .

Â [2, 28] ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäèôèêàöèè çàäà÷è (14), â êîòîðûõ ïàðàìåòð íå÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòè � � 0 — ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà. Â ýòîì ñëó÷àå â öåëåâóþ ôóíêöèþ

çàäà÷è äîáàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé øòðàô � �( ) � 0, �( )0 0� , ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-

ùèé ïî � � 0.

Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ æåëàòåëüíî, ÷òîáû èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðåãðåññèè îá-

ëàäàëà íåêîòîðûìè çàðàíåå èçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ìîíîòîííîñ-

òè, âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè, èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðûì ïðå-
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îáðàçîâàíèÿì è ò.ï.). Ïóñòü ìíîæåñòâî G òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g x x
h

r
h h( ) ( )� �� 1

	 
 ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áàçèñíûõ ôóíêöèé { }
h x( ) ñ êîýôôè-

öèåíòàìè 	 	 	r
r� ( ( �( )1 � �. Òîãäà èñêîìàÿ çàâèñèìîñòü f x( ), ñ îäíîé ñòîðîíû,

äîëæíà ìèíèìèçèðîâàòü ýìïèðè÷åñêèé ðèñê, à ñ äðóãîé — áûòü íàèáîëåå áëèçêà

ê ìíîæåñòâó G . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðèíèìàåò âèä (ñì., íàïðè-

ìåð, [2, 9, 15])

1

1 1

2

m
c z f x f xi i

i

m

h

r

h h

k
f H k

r( , ( )) ( ) inf
,

� �
� �� �� � �� 	 


	 �
, (15)

ãäå � — âåñîâîé êîýôôèöèåíò. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå f xm
� ( ) çàäà÷è (15) ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå [2, p. 91]

f x k x x xm

i

m

i i

h

r

h h
� � 	 
( ) ( , ) ( )� �

� �
� �

1 1

. (16)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (16) â (15) ñíîâà ïðèâîäèò ê çàäà÷å êîíå÷íîìåðíîé

îïòèìèçàöèè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ { }� i è { }	 h ,

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé ïîòåðü ñâîäèòñÿ ê çà-

äà÷å êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè.

5. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ ÎÏÎÐÍÛÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè m�� è � � 0 ýìïèðè÷åñêèõ ÿäåð-

íûõ îöåíîê f xm
� ( ) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðè-

çîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (11). Â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ [1, 4, 5] èññëå-

äîâàí âîïðîñ ñõîäèìîñòè R f R fm f F( ) inf ( )� � � â ïðåäïîëîæåíèè îãðàíè÷åííîé

åìêîñòè êëàññà ôóíêöèé F. Ýòîä ïîäõîä îñíîâàí íà óñòàíîâëåíèè óñëîâèé ðàâíî-

ìåðíîé ïî f F� ñõîäèìîñòè ýìïèðè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèîíàëà ðèñêà

R f
m

c z f xm

i

m

i i
� ( ) ( , ( ))�

�
�1

1

ê åãî èñòèííîìó çíà÷åíèþ R f Ec z f x( ) ( , ( ))� . Îäíàêî

íå âñåãäà ïîäõîäÿùèé êëàññ ôóíêöèé èìååò êîíå÷íóþ åìêîñòü (êîíå÷íóþ ðàç-

ìåðíîñòü â ñìûñëå Âàïíèêà–×åðâîíåíêèñà). Ê òîìó æå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé R fm
� ( ) ê R f( ) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñõîäè-

ìîñòè ìèíèìóìîâ [45]. Ïîýòîìó ñëåäóåì äðóãîìó ïîäõîäó [14], îñíîâàííîìó íà

èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè îöåíîê f xm
� ( ) ïî îòíîøåíèþ ê îòäåëüíûì

íàáëþäåíèÿì. Ïîäîáíûé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â [2, Section 12.1; 15, 16, 19],

ãäå èññëåäîâàëàñü ñõîäèìîñòü îöåíîê ïî âåðîÿòíîñòè. Â îòëè÷èå îò ýòèõ ðàáîò

óñòàíîâèì óñëîâèÿ íà � �� ( )m , ïðè êîòîðûõ îöåíêè f xm
m�( ) ( ) ðàâíîìåðíî ïî

x X� ñõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ê ìèíèìóìó f � ôóíêöèîíàëà ðèñêà

R f( ) , èìåþùåìó ìèíèìàëüíóþ íîðìó || ||f k
� .

Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ñïåöèôè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèè ïîòåðü c( , )� � .

Ïðåäïîëîæåíèå 4 (äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ïîòåðü):

à) ôóíêöèÿ ïîòåðü c z( , )� âûïóêëà è ëèïøèöåâà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ êîí-

ñòàíòîé L ðàâíîìåðíî ïî z Z� ;

á) sup ( , )z Z c z C� � � ��0 .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêó íåîïòèìàëüíîñòè (â ñðåäíåì) SVM-îöåíîê

fm
� èñêîìîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè êàê ôóíêöèþ m è � . Ýòè îöåíêè ÿâëÿ-

þòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíê-
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öèé è îïðåäåëåíû íà ñ÷åòíîì ïðîèçâåäåíèè èñõîäíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà ( , , )X B PX .

Òåîðåìà 6 [46]. Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò, ôóíêöèè fm
� ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè çàäà÷è (11). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèÿõ 3, 4 äëÿ ëþáîãî � 
 � è m èìååò

ìåñòî îöåíêà

E R f R f
C L f

m

LK LK C

m
fm m( ) ( )

|| || ( )
|| ||� �

�
�� �

�
�

�
��

�
� �2

2 5 2

k

2
, (17)

ãäå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Em áåðåòñÿ ïî âñåì âûáîðêàì { }� �1( (�
m ñ íåçàâè-

ñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè íàáëþäåíèÿìè, f � — ëþáîå ðåøåíèå çà-

äà÷è (1).

Òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì âåëè÷èíû R fm( )� ê ìèíèìàëüíîìó

çíà÷åíèþ R f( )� ïðè �( )m � 0 è m m�( )� 0, êîãäà m�� .

Óñòàíîâèì óñëîâèÿ ñèëüíîé ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê f xm
� ( ) , ò.å. èõ ðàâíîìåð-

íîé ïî x X� ñõîäèìîñòè ê íåêîòîðîìó ìèíèìóìó f x� ( ) ôóíêöèîíàëà ðèñêà R ïðè

� �� �( )m 0 è m�� .

Îïðåäåëåíèå 3 [40]. Ðåøåíèå f F� �� çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì,

åñëè îíî èìååò ìèíèìàëüíóþ íîðìó, || || min || ||f fk f F k
�

�
� � .

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà SVM-îöåíîê fm
m�( ) ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ f F� �� çà-

äà÷è (1), ò.å. lim sup ( ) ( )( )
m m

mf f�� �
�� ��

� � �! 0.

Òåîðåìà 7 (äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ñîñòîÿòåëüíîñòè SVM-îöåíîê) [46].

Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò è âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 3, 4. Ðàññìîò-

ðèì ñåìåéñòâî ðåøåíèé fm
m�( ) çàäà÷è (11), ïðè÷åì lim ( )m m�� �� 0. Òîãäà åñëè

lim ( ) / lnm m m m�� � ��4 , òî R f R fm
m( ) ( )( )� � � è ðåøåíèÿ fm

m�( ) çàäà÷è (11)

ðàâíîìåðíî ïî x X� ñõîäÿòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ f � çàäà÷è (1) ñ âåðîÿòíîñ-

òüþ åäèíèöà ïðè m��� .

Òåîðåìà 8 (îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè SVM-îöåíîê) [46]. Ïóñòü â óñëîâèÿõ

ïðåäûäóùåé òåîðåìû � �( ) (ln ) / /m m m� ) 1 4 , ) � 0, 1 4 1/ � �� , òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 7 è èìååò ìåñòî îöåíêà

E R f R f
C L f

m
m m

m( ) ( )
|| ||( )� � �

�
��

�
�

2
2

�
�

�
�

LK LK C

m m

f m

m

k( )

ln )

|| || ln )5 2 2

4

2

4

)

)*

)*
�

�

. (18)

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ

(SVM) Â.Í. Âàïíèêà, à èìåííî ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ðèñêà íà

SVM-îöåíêàõ ñõîäÿòñÿ ê ìèíèìóìó â ñðåäíåì ïðîïîðöèîíàëüíî 1 4/ m , ãäå m —

÷èñëî ýëåìåíòîâ â îáó÷àþùåé âûáîðêå. Äîêàçàíî, ÷òî ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, ò.å. îí ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó (íîðìàëü-

íîìó) ðåøåíèþ çàäà÷è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà ðå-

ãóëÿðèçàöèè ïðîïîðöèîíàëüíî (ln ) /m m4 .
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