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ìåñòî, ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ èññëåäîâàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ.

Ïóáëèêàöèÿ [1] ïîñâÿùåíà äâóõóðîâíåâîé çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ, êîòîðàÿ ðåøàåò-

ñÿ ñ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö. Â [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîòîðîå îáîáùåíèå ìè-

íèìàêñíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ è äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïñåâ-

äîïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Èññëåäîâàíèå [3] ïîñâÿùåíî çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ è íåñîâïàäàþùèõ öèêëîâ íà ñåòè ñ äâóìÿ âåñàìè äóã. Ïðèâî-

äÿòñÿ îñíîâíûå ýòàïû ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáùåì

ñëó÷àå. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîãðàìì (â ÷àñòíîñòè, ðåøàþùèõ

çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ) â [4] ïîêàçàíà ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ äðåâîâèäíûõ

ñòðóêòóð, ÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ðàáîòû ïðîãðàìì.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ ñïå-

öèàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ðàçìåùåíèè èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî

ïîëÿ [5]. Àâòîðàì ñòàòüè íå èçâåñòíû àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãî-

ðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëîæåíèè.

Ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f x f x
k K

k( ) max ( ) min
[ : ]

� �
� 1

, (1)

f x c xk ij
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x i Nij
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, [ : ] , (4)

x i N j Nij � � �{ }0 1 1 1, , [ : ], [ : ] . (5)

Çäåñü N , K — çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, c N j N
ij
k i, [ , ], [ , ]� �1 1 ,

k K�[ , ]1 — âåùåñòâåííûå.

Ïóñòü xr , r � 0 1 2, , , — íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(5). Íàéäåì

äîïóñòèìîå ðåøåíèå xr�1 òàê, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f x f xr r( ) ( )� �1 . (6)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 5 153

© Ñ.È. ßðåì÷óê, Ð.Â. Áóðäà, Ñ.Ñ. Ìàòóùåíêî, 2009



Äëÿ ýòîãî íà êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(5) áóäåì ðàññìàòðèâàòü K çà-

äà÷ î íàçíà÷åíèè ñ ðàçíûìè ôóíêöèÿìè öåëè, íî ñ îäèíàêîâûì ìíîæåñòâîì äîïóñ-

òèìûõ ðåøåíèé:

f x c xk ij
k

ij

j

N

i

N

( ) min� �
��
��

11

,

x i N

x i N

ij

j

N

ij

j

N

� �

� �

�

	






�






�

�

�

�

1 1

1 1

1

1

, [ : ] ,

, [ , ] ,

(7)

xij �{ , }01 , i N�[ : ]1 , j N�[ : ]1 , k K�[ : ]1 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû íåðàâåíñòâî (6) âûïîëíÿëîñü, xr�1 äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

f x f xk
r r( ) ( )� �1 � �k K[ : ]1 . (8)

Èç òåîðèè ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à, ïîëó÷åííàÿ ïî-

ñëå ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè (7), èìååò öåëî÷èñëåííîå áàçèñíîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,

â êîòîðîì n êîìïîíåíò ðàâíû åäèíèöå, îñòàëüíûå — íóëþ. Òàê êàê çàäà÷à (7) —

÷àñòíûé ñëó÷àé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ xr�1 ïðèìåíÿåì ìåòîä

ïîòåíöèàëîâ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

K x k K f x f xr
k

r r
max ( ) { [ : ] | ( ) ( )}� � �1 . (9)

Äëÿ óìåíüøåíèÿ f xr( ) óìåíüøèì çíà÷åíèÿ f xk
r( ) , k K xr� max ( ) òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

f x f xk
r r( ) ( )� �1 � k K xr

max ( ) . (10)

Äëÿ âñåõ çàäà÷ (7) ïîñòðîèì îïîðíûé ïëàí x r
0

, ñîîòâåòñòâóþùèé xr , è íàéäåì

ïîòåíöèàëû

u xi
k r( )

0
, i N�[ : ]1 ; v xj

k r( )
0

, j N�[ : ]1 . (11)

Òîãäà îöåíêè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

�ij
k r

i
k r

j
k r

ij
k ix u x v x c i N j N( ) ( ) ( ) , [ : ], [ : ],

0 0 0
1 1� � � � � . (12)

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî k K xr� max ( ) äëÿ íåáàçèñíûõ ÿ÷ååê íåò íè îäíîé ïî-

ëîæèòåëüíîé îöåíêè �ij
k rx( )

0
0� , òî îïîðíûé ïëàí çàäà÷è k óëó÷øèòü íåâîçìîæíî.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè îïîðíîãî ïëàíà òðàíñïîð-

òíîé çàäà÷è [6]. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ fk äîñòèãëà ñâîåãî ìèíèìóìà íà ìíî-

æåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â òî÷êå xr . À òàê êàê k K xr� max ( ) , òî f òîæå

äîñòèãëà ìèíèìóìà â ýòîé òî÷êå.

Åñëè � �k K xr
max ( ) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà, íåîáõî-

äèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

• â áàçèñ ââîäèòñÿ ÿ÷åéêà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïåðåâîçêå íóëÿ ïî öèêëó;

• â áàçèñ ââîäèòñÿ ÿ÷åéêà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïåðåâîçêå åäèíèöû ïî öèêëó.
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Ïðè íóëåâîé ïåðåâîçêå ïîëó÷èì òó æå òî÷êó xr , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò íåêî-

òîðûé áàçèñ, îòëè÷àþùèéñÿ îò x r
0

ïîëîæåíèåì îäíîé áàçèñíîé ÿ÷åéêè, êîòîðàÿ ñî-

äåðæèò ôèêòèâíóþ ïåðåâîçêó. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç xs
r s-é áàçèñ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé xr -é òî÷êå ( , ,... )s � 01 .

Ïðè åäèíè÷íîé ïåðåâîçêå ïîëó÷èì òî÷êó x xr r� �1 . Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êà-

êàÿ èìåííî ÿ÷åéêà áóäåò ââîäèòüñÿ â áàçèñ, ôóíêöèÿ öåëè f xr( )�1 ìîæåò óâåëè-

÷èòüñÿ, óìåíüøèòüñÿ èëè îñòàòüñÿ ïðåæíåé. Èç òåîðèè ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíûõ çà-

äà÷ ëåãêî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà. Ïðè ââåäåíèè â áàçèñ ÿ÷åéêè ( , )* *i j , êîòîðàÿ èíèöèèðóåò åäèíè÷-

íóþ ïåðåâîçêó, ñïðàâåäëèâî
~

( )
~

( ) ( )* *f x f x xr r
i j s

r� ��1 � . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè â òî÷êå xr , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò

áàçèñ x r , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷êè xr�1 ñòðîèòñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ÿ÷åéêè, ïðèíàäëå-

æàùèå áàçèñó x r , è ÿ÷åéêó, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â áàçèñ, — ( , )* *i j . Ïóñòü öèêë ñî-

äåðæèò L�1 ÿ÷åéêó. Òîãäà (14) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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Çäåñü ( , )i jl l çàäàåò èíäåêñû l-é ÿ÷åéêè â öèêëå, à O x i jr( , , )* * — îñòàòî÷íîå

çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè ïî ÿ÷åéêàì, êîòîðûå íå âîøëè â öèêë. Ïîñêîëüêó
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Ðàññìîòðèì çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè ïîñëå åäèíè÷íîé ïåðåâîçêè. Âñå áàçèñíûå

ÿ÷åéêè, êîòîðûå âõîäèëè â öèêë è áûëè åäèíè÷íûìè, ñòàíóò íóëåâûìè, è íàîáî-

ðîò, íóëåâûå, ñòàíóò åäèíè÷íûìè. Îäíà èç åäèíè÷íûõ ÿ÷ååê ïîêèíåò áàçèñ, ò.å.

çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé ñòàíåò ðàâíûì íóëþ, ïîýòîìó çíà÷åíèå

ôóíêöèè â ñëåäóþùåé òî÷êå ðàññ÷èòûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:
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ãäå ( , )* *i j — êîîðäèíàòû ÿ÷åéêè, êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â áàçèñ.

Íàéäåì ðàçíèöó ôóíêöèé äî è ïîñëå åäèíè÷íîé ïåðåâîçêè. Âîñïîëüçîâàâøèñü

(16) è (17), ïîëó÷èì

~
( )

~
( )f x f xr r� ��1

� � � � � �
�
�c u x v x x u x v

i j i
r

j
r

i j
r

l

L

i
r

jl l l l l l
* * ( ( ) ( )) ( ( ) (

1

x xr
i j
r

l

L

l l
))( )1

1

� �
�
� (18)

� � � � �
�
�c u x v x x

i j i
r

j
r

i j
r

l

L

l l l l
* * ( ( ) ( ))( )2 1

1

.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 5 155



Äëÿ áàçèñà x r ïîñòðîèì äâà ïîäìíîæåñòâà:

1) L x l x l Lr
i j
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l l

0 0 1( ) | , [ : ]� � �{ }:

2) L x l x l Lr
i j
r

l l

1 1 1( ) | , [ : ]� � �{ }.

Òîãäà (18) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïåðåãðóïïèðîâêè ïîëó÷èì
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Â ïîñòðîåííîì öèêëå êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ÿ÷ååê, êîòîðûå ñîäåðæàò åäèíè÷-

íûå ïåðåâîçêè, íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèå

ôèêòèâíûå ïåðåâîçêè. Â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû, â êîòîðîé ïîñòðîåí öèêë, ñîäåð-

æèòñÿ äâå ÿ÷åéêè, ïðèíàäëåæàùèå öèêëó: îäíà ñ åäèíè÷íîé ïåðåâîçêîé, äðóãàÿ

ñ ôèêòèâíîé. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòðîêà i* , â íåé èìååòñÿ ÿ÷åéêà öèêëà ñ åäè-

íè÷íîé ïåðåâîçêîé è ÿ÷åéêà ( , )* *i j , ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (20)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
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Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ñòîëáöû, ïîýòîìó
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Òîãäà (20) ïðèîáðåòåò âèä
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÷òî è íåîáõîäèìî áûëî äîêàçàòü.

Ïóñòü â áàçèñ ââîäèòñÿ ÿ÷åéêà ( , )* *i j , è ïðè ýòîì âîçíèêàåò åäèíè÷íàÿ ïå-

ðåâîçêà. Òîãäà èìååò ìåñòî îäèí èç ñëó÷àåâ:
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( ) � 0 . (26)

Èñïîëüçîâàâ óðàâíåíèå (13), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f
k* óâåëè÷èòñÿ, ÷òî ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ôóíê-
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Ïîñêîëüêó k K*
max� , òî f x f x

k
r r

* ( ) ( )� , îòñþäà

f x f x f xr

k K

k k

k
r r( ) max max ( ), ( )

[ : ]
*

�

�
�

��

�

	



�



�

�



�


�1

1

1 f xr( ) ,

ò.å. çíà÷åíèå ôóíêöèè ìàêñèìóìà íå óìåíüøèòñÿ f x f xr r( ) ( )� �1 .

Â òðåòüåì ñëó÷àå f
k* óìåíüøèòñÿ ( ( ) ( )f x f xk

r
k

r� �1 � �k K max ) . Äëÿ òîãî

÷òîáû çíà÷åíèå ôóíêöèè ìàêñèìóìà òàêæå óìåíüøèëîñü, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

óñëîâèå

f x x f xk
r

i j

k
s
r r( ) ( ) ( )

* *
� �� � k K max . (27)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ (6) â áàçèñ ìîæíî ââîäèòü òå èç ÿ÷ååê, êîòî-

ðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (26), (27).

Ïóñòü ïðè ââåäåíèè â áàçèñ ÿ÷åéêè ( , )* *i j âîçíèêàåò ôèêòèâíàÿ ïåðåâîçêà.

Òîãäà ôóíêöèÿ öåëè (1) íå èçìåíèòñÿ, òàê êàê îñòàíåòñÿ òà æå òî÷êà xr , êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóåò äðóãîé îïîðíûé ïëàí x
s
r
�1

. Ââåäåíèå â áàçèñ òàêèõ ÿ÷ååê íå ïðîòè-

âîðå÷èò óñëîâèþ (6). Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ ìåòîäà, áóäåì ââî-

äèòü â áàçèñ ëèøü òå ÿ÷åéêè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (26), (27).

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
1. Âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíûé áàçèñ (îïîðíûé ïëàí) x

0
0 , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò

òî÷êà x0 . Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñåâåðî-çàïàäíîãî
óãëà: s � 0 , r � 0 .

2. Ïóñòü èìååòñÿ áàçèñ xs
r , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà xr . Îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèé îïîðíûé ïëàí:

• ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî K x k K f x f xr
k

r r
max ( ) { [ : ] | ( )} ( )� � �1 , äëÿ xs

r íàõîäÿò-

ñÿ ïîòåíöèàëû (11) è îöåíêè (12) äëÿ âñåõ k K�[ : ]1 ;

• âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî ÿ÷ååê I xs
r( ) , êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (26), åñëè äàííîå ìíîæåñòâî ïóñòîå, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â ï. 4.

• ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà I xs
r( ) âûáèðàåòñÿ òàêîé, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (27); åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ íå ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì â ï. 4, åñëè
òàêèõ ýëåìåíòîâ íåñêîëüêî, òî â ïåðâóþ î÷åðåäü âûáèðàåòñÿ òîò, êîòîðûé

ïðèâîäèò ê åäèíè÷íîé ïåðåâîçêå, îáîçíà÷èì åãî ( , )* *i j ;

• íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèé îïîðíûé ïëàí, äëÿ ýòîãî ÿ÷åéêà ( , )* *i j èç ïðåäûäó-

ùåãî ïóíêòà ââîäèòñÿ â áàçèñ.

3. Åñëè èìåëà ìåñòî åäèíè÷íàÿ ïåðåâîçêà, ïîëó÷àåì íîâóþ òî÷êó xr�1 , êîòî-

ðîé ñîîòâåòñòâóåò áàçèñ x r
0

1� . Ïðè ýòîì r óâåëè÷èâàåì íà åäèíèöó, à s ïðèñâàèâàåì

íóëåâîå çíà÷åíèå. Â ñëó÷àå ôèêòèâíîé ïåðåâîçêè ïîëó÷èì òó æå òî÷êó xr , íî äðó-

ãîé áàçèñ x
s
r
�1

. Ïðè ýòîì r íå ìåíÿåòñÿ, à s óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Ïðîèñõîäèò

ïåðåõîä â ï. 2.

4. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ x xr* � .

Êîíåö ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåí-

íûì. Îïðåäåëèì ãðàíèöû, â êîòîðûõ ëåæèò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(5). Ïóñòü

x* — ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèò-

ìà, à x** — òî÷íîå ðåøåíèå. Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f x f x( ) ( )** *� . (28)
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Òàêèì îáðàçîì, f x( )* — âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðåøåíèÿ f x( )** . Íèæíþþ ãðàíèöó

ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøèâ îñëàáëåííóþ çàäà÷ó (1)–(5), ò.å. çàäà÷ó (29):

f x f x
k K

k( ) max ( ) min
[ : ]

� �
� 1

,

f x c xk ij
k

ij

j

N

i

N

( ) �
��
��

11

,

(29)

x j N

x i N

ij

i

N

ij

j

N

� �

� �

�

	






�






�

�

�

�

1 1

1 1

1

1

, [ : ] ,

, [ : ] ,

xij � 0 , i N�[ : ]1 , j N�[ : ]1 .

Îíà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [6]:

f x z z( , ) min� � ,

c x z k K

x j N

x

ij
k

ij

j

N

i

N

ij

i

N

��

�

��

�

� � �

� �

11

1

0 1

1 1

, [ : ] ,

, [ : ] ,

ij

j

N

i N

�
� � �

�

	










�










1

1 1, [ : ] ,

(30)

xij � 0 , i N�[ : ]1 , j N�[ : ]1 .

Åå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäàìè ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, ñèìïëåêñ-ìåòî-

äîì). Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîëó÷àåì òî÷êó ( ' , ' )x z è çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè

f x z z( ' , ' ) '� . Ðåøåíèå çàäà÷è (29) (~, (~))x f x îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (30)

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ~ 'x x� , f x z(~) '� . Î÷åâèäíî,

f x f x(~) ( )**� . (31)

Èòàê, f x(~) — íèæíÿÿ îöåíêà òî÷íîãî ðåøåíèÿ f x( )** . Îáúåäèíèâ íåðàâåíñòâà

(28) è (31), ïîëó÷èì f x f x f x( ) [ (~), ( )]** *� .

Ïðèëîæåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ ôèçè-

÷åñêîãî ïîëÿ [5]. Ïóñòü èìååòñÿ îáëàñòü � è èñòî÷íèêè ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ

D i Ni , [ : ]� 1 . Êàæäûé èñòî÷íèê îïèñûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè (ôîðìà, ðàçìåðû) è

ôèçè÷åñêèìè (èíòåíñèâíîñòü) õàðàêòåðèñòèêàìè. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå äîïóñ-

òèìîå ðàçìåùåíèå èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè � , ïðè êîòîðîì çàäàí-

íàÿ ôóíêöèÿ öåëè äîñòèãàåò ñâîåãî ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Äîïóñòèìî ðàçìåùå-

íèå, ïðè êîòîðîì âñå èñòî÷íèêè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå âûõîäÿò çà ãðàíèöû

îáëàñòè.

Ââåäåì âåêòîð Z Z Z Z N( , )1 2 � �� , êîòîðûé îïðåäåëÿåò ðàçìåùåíèå èñòî÷íèêîâ

â îáëàñòè � , ãäå Z p pi i
n
i( ,... , )

1
, i N�[ : ]1 , îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå i-ãî èñòî÷íèêà â

îáëàñòè � . Îíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè åãî ïîëþñà p i Ni , [ : ]� 1 .

Ïîëþñîì èñòî÷íèêà íàçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ

äàííîìó èñòî÷íèêó [7]. Ôèçè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå ñîçäàåòñÿ èñòî÷íèêàìè è
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îêðóæàþùåé ñðåäîé, îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

Lu f y Z�
~

( , ) , (32)

B u j Jj j� �� , [ : ]1 , (33)

ãäå L — çàäàííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, u — ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ

ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ; B j — çàäàííûå îïåðàòîðû, êîòîðûå

îïðåäåëÿþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, � j — çàäàííûå ôóíêöèè; y — òåêóùàÿ òî÷êà

îáëàñòè � ,
~
f — ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçèðóþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ â

îáëàñòè �, âèäà
~

( , )
( ) , ,

, .
f y Z

A y Z y D

y D

i i
i

i

�
� �



�
	



�


åñëè

åñëè0
(34)

Çäåñü A i — èíòåíñèâíîñòü i-ãî èñòî÷íèêà. Î÷åâèäíî, ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò Z : u u y Z� ( , ) .

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ

ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

• êðàåâàÿ çàäà÷à ëèíåéíà, ò.å. îïåðàòîðû L è B j Jj , [ : ]� 1 ëèíåéíû;

• èñòî÷íèêè ðàçìåùàþòñÿ íà ôèêñèðîâàííûå ìåñòà, ò.å. ïîëþñ êàæäîãî èñ-

òî÷íèêà äîëæåí ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç ïîñàäî÷íûõ ìåñò m j Nj � ��, [ : ]1 :

p M mi j

j

N

� �
�1

� , i N�[ : ]1 ; (35)

• íà êàæäîå ïîñàäî÷íîå ìåñòî íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü òîëüêî îäèí èñòî÷íèê:

m pj i

i

N

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
	



�


�
�



�

�

1

1�� , j N�[ : ]1 ; (36)

• êàæäûé èñòî÷íèê íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü òîëüêî íà îäíî ïîñàäî÷íîå ìåñòî:

| |{ }p Mi
� �1, i N�[ : ]1 . (37)

Ïóñòü ïîñàäî÷íûå ìåñòà ðàñïîëîæåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî óñëîâèÿ âçàèìíîãî
íåïåðåñå÷åíèÿ è íåâûõîäà çà ãðàíèöû îáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáîì ðàçìåùå-
íèè èñòî÷íèêîâ íà ïîñàäî÷íûå ìåñòà.

Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ðàçìåùåíèå Z ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (35)–(37), ïðè
êîòîðîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ â çàäàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè

y k Kk � ��, [ : ]1 , áóäåò íàèìåíüøèì, ò.å. íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

f Z u y Z
k K

k( ) max ( , ) min
[ : ]

� �
� 1

. (38)

Ñäåëàåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è â óäîáíîì

äëÿ åå ðåøåíèÿ âèäå.

Ïóñòü x i Nij , [ : ]� 1 , j N�[ : ]1 , — óïðàâëÿåìûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå çàäàþòñÿ

òàêèì îáðàçîì:

xij �
�
	
�

0

1

,

,

i-é èñòî÷íèê íå íàçíà÷àåòñÿ íà j-å ìåñòî, (39)

i-é èñòî÷íèê íàçíà÷àåòñÿ íà j-å ìåñòî.

Òîãäà (35) ñïðàâåäëèâî âñåãäà, à (36) è (37) ïðèîáðåòàþò âèä (40) è (41) ñîîò-

âåòñòâåííî:

x j Nij

i

N

� �
�
� 1 1

1

, [ : ] , (40)

x i Nij

j

N

� �
�
� 1 1

1

, [ : ] . (41)



Ïîñòðîèì ôóíêöèþ öåëè. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû L è B j , j J�[ : ]1 êðàåâîé çàäà÷è

(32)–(34) ëèíåéíûå, òî ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè [8]. Èñïîëüçîâàâ åãî,

ïîëó÷èì

u y Z c xk
ij
k

ij

j

N

i

N

( , ) �
��
��

11

, (42)

ãäå cij
k — âêëàä èñòî÷íèêà Di â çíà÷åíèå ïîëÿ â òî÷êå yk ( ( , ))u y Zk ïðè íàçíà÷å-

íèè åãî íà j-å ïîñàäî÷íîå ìåñòî, ò.å. c u y m i Nij
k

i
k j� �( , ), [ : ]1 , j N k K� �[ : ], [ : ]1 1 .

Çäåñü u y Z i Ni
i( , ), [ : ]� 1 — ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

Lu f y Zi i
i�

~
( , ) , (43)

B u
N

j Jj i
i� �

�
, [ : ]1 , (44)

~
( , )

( ) , ,

, .
f y Z

A y Z y D

y D
i

i
i i

i

i

�
� �



�
	



�


åñëè

åñëè0
(45)

Âñå âêëàäû ðàññ÷èòûâàþòñÿ äî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî

ðåøàåòñÿ N 2 êðàåâûõ çàäà÷ (43)–(45) è íàõîäÿòñÿ âåëè÷èíû c i Nij
k , [ : ]� 1 , j N�[ : ]1 ,

k K�[ : ]1 . Îáîçíà÷èì

f x c xk ij
k

ij

j

N

i

N

( ) �
��
��

11

, (46)

òîãäà (38) ïðèîáðåòåò âèä

f x f x
k K

k( ) max ( ) min
[ : ]

� �
� 1

. (47)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñ-

êîãî ïîëÿ íà çàäàííûå ïîñàäî÷íûå ìåñòà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (39)–(41),

(46)–(47), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó (1)–(5).

Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íàçíà÷åíèÿ èñ-

òî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ íà ôèêñèðîâàííûå ìåñòà [5]. Èìååòñÿ ìîíòàæíàÿ ïëà-

òà, íà êîòîðîé íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü äåñÿòü ýëåìåíòîâ ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðà-

òóðû íà çàäàííûå ïîñàäî÷íûå ìåñòà òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ìàêñèìàëüíóþ èç

òåìïåðàòóð â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ ïëàòû.

Êàæäûé èç ðàçìåùàåìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ òåïëîâûì èñòî÷íèêîì ñ çàäàí-

íûìè ðàçìåðàìè è èíòåíñèâíîñòüþ. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå â îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ (íà

ïëàòå) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé:

�u u f� � �5 ;

 

 
�

 

u

n �
0 .

Îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé åäèíèöå, íèæíèé ëåâûé óãîë

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì

îñÿì.

Ïðèâåäåì êîîðäèíàòû êîíòðîëüíûõ òî÷åê:

T 1 0 4 0 4( , ; , ) , T 2 0 6 0 4( , ; , ) , T 3 0 6 0 6( , ; , ) , T 4 0 4 0 6( , ; , ) .
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Çàïèøåì ðàçìåðû è èíòåíñèâíîñòè ýëåìåíòîâ ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû:

D1 : 0,1 ! 0,1, 1130; D2 : 0,05 ! 0,1, 1460;

D3 : 0,1 ! 0,05, 1730; D4 : 0,08 ! 0,08, 1280;

D5 : 0,08 ! 0,04, 1790; D6 : 0,04 ! 0,08, 1970;

D7 : 0,1 ! 0,15, 2115; D8 : 0,15 ! 0,15, 1430;

D9 : 0,1 ! 0,19, 1610; D10 : 0,19 ! 0,1, 1940.

Ïðèâåäåì êîîðäèíàòû ïîñàäî÷íûõ ìåñò:

m1 (0,2; 0,2), m2 (0,5; 0,2), m3 (0,8; 0,2), m4 (0,8; 0,4), m5 (0,8; 0,6),

m6 (0,8; 0,8), m7 (0,5; 0,8), m8 (0,2; 0,8), m9 (0,2; 0,6), m10 (0,2; 0,4).

Ïîñàäî÷íûå ìåñòà ðàñïîëîæåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî óñëîâèÿ âçàèìíîãî íåïåðå-

ñå÷åíèÿ è íåâûõîäà çà ãðàíèöû îáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáîì ðàçìåùåíèè

èñòî÷íèêîâ.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû âêëàäû ci j
1 èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ D ii , [ : ]� 110 , â òî÷-

êàõ T 1 è âêëàäû ci j
2 â òî÷êàõ T 2 ïðè èõ ðàçìåùåíèè íà ïîñàäî÷íûå ìåñòà

m jj, [ : ]� 110 . Àíàëîãè÷íî â òàáë. 2 èçîáðàæåíû âêëàäû èñòî÷íèêîâ â çíà÷åíèÿ ïîëåé â

òî÷êàõ T 3 è T 4 .
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Ïóñòü íà íóëåâîì øàãå èìååì îïîðíûé ïëàí x0 , ïðèâåäåííûé â òàáë. 3.

Çíà÷åíèå èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êàõ T k , k �[ : ]1 4 : f x1
0 36 51( ) ,� ;

f x2
0 30 86( ) ,� ; f x3

0 32 74( ) ,� ; f x4
0 39 02( ) ,� . Ìíîæåñòâî K max { }� 4 , ïîñêîëüêó

f x f x( ) ( )0
4

0� . Ïîñëå ðàñ÷åòîâ ïîòåíöèàëîâ (11) è îöåíîê (12) íàõîäèì òàêóþ

ÿ÷åéêó, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (26) è (27), — ýòî ÿ÷åéêà ( , )4 7 . Ââîäèì åå

â áàçèñ. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ öèêëà è ïðîâåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-

÷èì îïîðíûé ïëàí x1 , ïðèâåäåííûé â òàáë. 4.

Çíà÷åíèå ôóíêöèé f xk ( )1 , k �[ : ]1 4 : f x1
1 35 73( ) ,� ; f x2

1 30 69( ) ,� ;

f x3
1 32 51( ) ,� ; f x4

1 3713( ) ,� . Òàê êàê f x f x( ) ( )1
4

1� , òî ìíîæåñòâî K max � {4}.

Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå äåéñòâèÿ, íà øàãå 18 ïîëó÷èì îïîðíûé ïëàí x18

(òàáë. 5). Çíà÷åíèå ôóíêöèé: f xk ( )18 , k �[ : ]1 4 : f x1
1 32 36( ) ,� ; f x2

1 35 53( ) ,� ;

f x3
1 33 07( ) ,� ; f x4

1 29 97( ) ,� . Òàê êàê f x f x( ) ( )18
3

18� , òî ìíîæåñòâî K max { }� 3 .

Åùå ÷åðåç äâà øàãà ïîëó÷èì îïîðíûé ïëàí x20 (òàáë. 6). Çíà÷åíèå ôóíêöèé

f xk ( )20 , k �[ : ]1 4 : f x1
20 32 07( ) ,� ; f x2

20 32 24( ) ,� ; f x3
20 3196( ) ,� ;

f x4
20 32 31( ) ,� ; ìíîæåñòâî K max { }� 4 . Ïîñëå ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëîâ è îöåíîê âèäèì,

÷òî íåò íè îäíîé îöåíêè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (26) è (27), ñëåäîâàòåëüíî,

ñîîòâåòñòâóþùèé îïîðíûé ïëàí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.
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Â ðåçóëüòàòå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøå-

íèÿ äèñêðåòíîé ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ èñòî÷íèêîâ ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ íà

ôèêñèðîâàííûå ìåñòà. Íàéäåíû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè åãî ðàáîòû. Ïîñòðîåíà ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â âèäå, óäîáíîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàç-

ðàáîòàííîãî àëãîðèòìà.
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