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ìîäåëü, àñèììåòðèÿ, ñèììåòðèÿ.

Â ðàáîòàõ [1–4] ïîñòðîåíî äèñêðåòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî N( )D , â êîòî-

ðîì íà îñíîâå åäèíîé ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû òðè ãåî-

ìåòðèè, ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè åâêëèäîâîé, íååâêëè-

äîâîé è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèé. Ìèíèìàëüíàÿ àêñèîìàòè÷åñêàÿ áàçà, ñèñòåìíàÿ

ñâÿçàííîñòü è åäèíñòâåííîñòü ýòèõ ãåîìåòðèé ñâèäåòåëüñòâóþò î ñîâåðøåííîñòè,

óíèâåðñàëüíîñòè è ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà N( )D .

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1–5], ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì

íîâûõ, íåêëàññè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà, îñíîâàííûõ íà ðàíåå ïîñòðîåííîé

ñïåöèàëüíîé òðèãîíîìåòðèè [4]. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò àñèììåò-

ðèè òðåóãîëüíèêà è êàæäîãî ïîäïðîñòðàíñòâà (ñëîÿ) ïðîñòðàíñòâà N( )D . Ïîêàçàíî,

÷òî â ïðîñòðàíñòâå N( )D îòðèöàþòñÿ äâå êëàññè÷åñêèå àêñèîìû ïîðÿäêà,

ïàðàëëåëüíîñòè è ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñâîéñòâ ïîñòðîåííûõ ãåîìåò-

ðèé ñ ãèïîòåçàìè Ðèìàíà [6].

Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ ïðèâåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû èç [4] â áî-

ëåå ïðîñòîì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R (| | )R � 3 áåç íóëÿ íàçûâà-

åòñÿ ñêàëÿðíûì ìíîæåñòâîì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

à) äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ A B, �R A B� � 0 ;

á) äëÿ ëþáîé òðîéêè ðàçëè÷íûõ A B C, , �R AB AC BC� � � 0 .

Íàïðèìåð, òðîéêà ( , , )� �2 3 6 R, à òðîéêà ( , , )� �2 3 4 R .

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [1–4] ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ìíî-

æåñòâîì. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îíî íàçâàíî ñêàëÿðíûì, ÷òî áîëåå ñîîòâåòñòâóåò åãî

ñîäåðæàíèþ.

Òåîðåìà 1. Êàæäîé òðîéêå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë A B C, , �R ìîæíî ïîñòàâèòü

â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé �A B C1 1 1 ñ äëèíàìè ñòîðîí

a B C b A C c A B	 	 	| | , | | , | |1 1 1 1 1 1 , (1)

ãäå

A
b c a

B
a c b

C
a b c

	
� �

	
� �

	
� �2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
, , . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøèì ñèñòåìó (2) îòíîñèòåëüíî a b c, , . Îíà èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå:

a B C b A C c A B	 � 	 � 	 �, , . (3)

Ïîñêîëüêó A B C, , �R, òî âñå âûðàæåíèÿ ïîä ðàäèêàëàìè â (3) ïîëîæèòåëüíû,

êàê è ÷èñëà a b c, , . Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå òðåóãîëüíèêà.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå äâà ÷èñëà, íàïðèìåð a è b, è äîêàæåì, ÷òî a b c� � . Äåé-

ñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1á èìååì

AB AC BC C C� � � �2 2 , 2 2( )( )A C B C C� � � � ,

2 ( )( )A C B C A C B C A B� � � � � � � � , ( ( ) ( ) ) ( )A C B C A B� � � � �2 2 ,

A C B C A B� � � � � , b a c� � . (4)
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Ñëåäñòâèå 1. Êàæäîìó åâêëèäîâó �A B C1 1 1 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå

ðàâíûé åìó åâêëèäîâ òðåóãîëüíèê ñ ÷èñëîâûìè îáîçíà÷åíèÿìè �ABC, ãäå

a B C BC B C b A C AC A C c A B AB	 	 	 � 	 	 	 � 	 	 	| | | | , | | | | , | | | |1 1 1 1 1 1 A B� . (5)

Íàéäåì ïëîùàäü �ABC ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, ïîäñòàâëÿÿ (5),

S AB AC BC	 � � �
1

2
0) .

(6)

Èñõîäÿ èç (5) è (6), îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå

cos , sin� 	
�

� 	
�

BAC
A

A S

BAC
S

A S2 2 2 24

2

4

, (7)

cos , sin� 	
�

� 	
�

ABC
B

B S

ABC
S

B S2 2 2 24

2

4

, (8)

cos , sin� 	
�

� 	
�

ACB
C

C S

ACB
S

C S2 2 2 24

2

4

, (9)

tg ctg� 	 	 � �BAC
S

A
A S BAC

2
2, , (10)

tg ctg� 	 	 � �ABC
S

B
B S ABC

2
2, , (11)

tg ctg� 	 	 � �ACB
S

C
C S ACB

2
2, . (12)

Ïðåäñòàâëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â âèäå (7)–(12), çàâèñÿùèõ îò

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà S è åãî ñêàëÿðíûõ ïàðàìåòðîâ, ïîëîæåíû â îñíîâó ñïåöè-

àëüíîé òðèãîíîìåòðèè, óäîáíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé.

Íàïðèìåð, íà îñíîâàíèè èçâåñòíîãî òîæäåñòâà èç åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

ctg ctg ctg ctg ctg ctg� � � � � � � � � � � 	A B A C B C 1, (13)

� �� �� 	A B C �

ëåãêî ïîëó÷èòü ïëîùàäü S �ABC . Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè (13) íà 4 2S è

ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå

(2 ctg (2 ctg (2 ctg (2 ctg (2 ctg (2S S S S S S� � � � � � �A B A C B) ) ) ) ) ctg � 	C S) .4 2 (14)

Ïåðåéäåì ê âîïðîñàì àñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà N ( )D .

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ККR áåç íóëÿ íàçûâàåòñÿ

àñèììåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò A �R òà-

êîé, ÷òî � �A R .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

R ( ) { } (| | , )D D D	  � (15)

ñ ôèêñèðîâàííûì D � 0 íàçûâàåòñÿ D-àñèììåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Çàìåòèì, ÷òî R ( )D àñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñâîåãî ýëåìåíòà è äëÿ

ëþáîé ïàðû ( , )A B , A B D, ( )�R
A B� � 0 . (16)

Ïîñêîëüêó äàííàÿ ïîñëåäóþùàÿ àêñèîìàòèêà ñòðîèòñÿ íà áàçå öåëûõ ÷èñåë, â
äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå ìíîæåñòâà.

Çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî D � �2 è ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîå ïàðàìåòðè÷åñêîå

ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

N ( ) { , } { }, , ,D D D D D i i	 � �  � � 	1 0 1 22
�

(17)
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Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî N ( )D ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðèìåðîì D-àñèììåòðè÷åñ-

êîãî ìíîæåñòâà R ( )D èç (15) è îíî àñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ñâîåãî

ýëåìåíòà. Èìååò ìåñòî òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë N ( )D èç (17) ïðè ëþáîì

D � �2 ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â [2, 4]. Cëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî

N ( )D èç (17) îõâàòûâàåò âñå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ( , )�� � � , êðîìå ÷åòâåðêè

{ , , , }�1 0 1 2 .

Òåîðåìà 3. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë N ( )D èç (17) ïðè ëþáîì

ôèêñèðîâàííîì D � �2 ÿâëÿåòñÿ D-àñèììåòðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 4. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë N ( )D èç (17) äëÿ êàæäî-

ãî ôèêñèðîâàííîãî D � �2 îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

r A B
A B A B

A B
( , )

, ,

, .
	

� �

	

�
�
� 0

(18)

(Ìåòðèêà (18) áûëà âïåðâûå ââåäåíà àâòîðîì â 1982 ã. [5].)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 4 ñïðàâåäëèâà, òàê êàê äëÿ ìåòðèêè (18) âûïîëíÿþò-

ñÿ àêñèîìû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà: òîæäåñòâà, ñèììåòðèè è òðåóãîëüíèêà (4).

Â äàëüíåéøåì ïîñòðîåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áóäåì îáîçíà÷àòü òîé

æå áóêâîé, ÷òî è èñõîäíîå ìíîæåñòâî N ( )D èç (17) è íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì äèñ-

êðåòíûõ ãåîìåòðèé (ÏÄÃ). Â ïðîñòðàíñòâå N ( )D ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè íå

ñóùåñòâóþò, òàê êàê 0�N ( )D .

Ïðè ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ïîìå÷åííûì ãðàôîì áóäåì ñ÷èòàòü ãðàô, âåð-

øèíû êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ îäíà îò äðóãîé êàêèìè-ëèáî ïîìåòêàìè.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 êàæäîìó ïîìå÷åííîìó áóêâàìè A B C1 1 1, , åâêëèäîâîìó

�A B C1 1 1 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîìå÷åííûé �ABC , ðàâíûé èñõîäíîìó,

â êîòîðîì ìåòêàìè âåðøèí ñëóæàò ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû A B C, , , îïðåäåëÿåìûå ïî

ôîðìóëàì (2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîñòðàíñòâó N ( )D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâî âñå-

âîçìîæíûõ, ïîìå÷åííûõ öåëûìè ÷èñëàìè åâêëèäîâûõ �ABC , A B C D, , ( )�N , äëè-

íû ñòîðîí êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ìåòðèêîé ïðîñòðàíñòâ N ( )D , ò.å.

| | ( , ) , | | ( , ) , | | ( , )AB r A B A B AC r A C A C BC r B C B C	 	 � 	 	 � 	 	 � .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïîìå÷åííûé �ABC â ÏÄÃ N ( )D ÿâ-

ëÿåòñÿ îáðàçîì áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà ñ çàäàííûìè äëèíàìè ñòîðîí | |A B c1 1 	 , | |A C b1 1 	 , | |B C a1 1 	 .

Â äàëüíåéøåì ïðè öåëî÷èñëåííîì êîäèðîâàíèè âåðøèí ãåîìåòðè÷åñêèõ ôè-

ãóð (ãðàôîâ) êîäû âåðøèí áóäóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ öåëûìè ÷èñëàìè èç N ( )D , êîòî-

ðûå íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà äèñêðåòíûõ ãåîìåòðèé N ( )D0 èç (17)

ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � íàçûâàåòñÿ ëþáîå öåëîå ÷èñëî X D�N ( )0 .

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � ïàðà öåëûõ ÷èñåë ( , )X Y ,

X Y D, ( )�N
0

, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ïðÿìîé, åñëè:

1) X Y� — öåëîå ÷èñëî; (19)

2) ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî Z D�N ( )0 , ïðè êîòîðîì

XZ YZ XY� � 	 0 .

Íàïðèìåð, Z 	 5 ïðè D X Y0 4 20 4	 � 	 �, ( , ) ( , ) .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 5 53



Îïðåäåëåíèå 6. Ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � ïàðà öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë ( , )U V , U V D, ( )� N
0

, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ïñåâäîïðÿìîé, åñëè:

1) U V� — öåëîå ÷èñëî; (20)

2) ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T D�N ( )0 , ïðè êîòîðîì

UT VT UV� � 	 0 .

Íàïðèìåð, ïðè D0 3	 � ñóùåñòâóþò òðè äèñêðåòíûå ïñåâäîïðÿìûå ( , )U V 	
	 ( , )28 21 , ( , ) ( , )U V 	 48 16 , ( , ) ( , )U V 	 156 13 , T 	12 .

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � äèñêðåòíàÿ ïðÿìàÿ ( , )K D0 ,

K D D, ( )0 0� N , íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé äèñêðåòíîé ïðÿìîé, åñëè:

1) K D� 	0 1;

2) ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C D�N ( )0 , ïðè êîòîðîì

KD CD CK0 0 0� � 	 .

Íàïðèìåð, ïðè D0 4	 � èìååì ( , ) ( , )K D0 5 4	 � , C D	 �20 0N ( ) .

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � äèñêðåòíàÿ ïñåâäîïðÿìàÿ ( , )A B

íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé äèñêðåòíîé ïñåâäîïðÿìîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) A B D� 	 �( )1 2 0
2 ;

2) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C D�N ( )0 , ïðè êîòîðîì

AC BC AB� � 	 0 .

Íàïðèìåð, ïðè D0 5	 � èìååì ( , ) ( , )A B 	 66 55 , C 	 � �30 5N ( ) .

Â [4] ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì D D0 �N ( ) (D0 2� � ) ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ òðåõ

ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ ïëîñêîñòåé � � �, , ñî ñâîèìè îïðåäåëÿþùèìè òî÷êàìè:

� � �{ , , , D }, { , , , , }, { , , ,0 0A B K A B K D C A B K D0 , , , }C E F ,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíîé ïëîñêîñòüþ, äèñêðåòíîé ðàñøè-

ðåííîé ïëîñêîñòüþ, ïðåäåëüíîé äèñêðåòíîé ïëîñêîñòüþ; ñõåìàòè÷åñêè èõ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû èç øåñòè óðàâíåíèé ñ ñåìüþ íåèçâåñòíûìè:

A D B K

AD BK

K D

KC D C KD

K

� 	 �

� 	

� 	

�

�

�
�
�

� � 	

�

�

�
�
�
�

�

0

0

0

0 0

2

0

1

0

�
�

D C E

A B C F

0
2 2 2

2 2 2 2

� 	

� � 	

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�. (21)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì � � �, , ñèñòåìû (21) èìååò

åäèíñòâåííîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå (22), âûðàæåííîå ÷åðåç íå÷åòíûé ïàðàìåòð

n D	 �1 2 0 (n � 5):

D
n

K
n

C
n

0

21

2

1

2

1

4
	 �

�
	
�

	
�

, , ,

E
n

B
n n

A
n n

F
n

	
�

	
�

	
�

	
�2 23

4

1

2

1

2

3 1

4
,

( )
,

( )
, ,

(22)

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

� � �� � . (23)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå÷åòíûé ïàðàìåòð n D	 � �1 2 50 , ïðèíèìàþùèé çíà÷å-

íèÿ 5 7 9 11, , , ,� , ïî ñóùåñòâó ðàçäåëÿåò (êâàíòóåò) âñå ïðîñòðàíñòâî N ( )D (17) íà

áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ N ( )D0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (21).

Ðåøåíèå òðåõ ñèñòåì óðàâíåíèé èç (21) îáåñïå÷èâàeò ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâîâà-
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íèå òðåõ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé: � � �, , , êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñî-

îòâåòñòâåííî äèñêðåòíîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé (ÄÅÃ), äèñêðåòíîé íååâêëèäîâîé

ãåîìåòðèåé (ÄÍÃ), äèñêðåòíîé ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèåé (ÄÏÃ).

Ñõåìàòè÷åñêîå ñòðîåíèå ÄÅÃ �{ , , , }A B K D0 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.

Íà îñíîâàíèè (22) è ìåòðèêè (18) íàé-

äåì âûðàæåíèÿ øåñòè ñòîðîí

| | , | | , | |K D A K
n

B D
n

0 01 2
1

2
2

1

2
	 	

�
	

�
,

| | | | , | |BK AD
n

AB n	 	
�

	0

2

2
1

2

è äâåíàäöàòè óãëîâ

� 	� 	� 	ABD BAK AKD0 0
4

�
,

� 	BD K0
3

4

�
,

� 	� 	
�

�
� 	� 	BKD BAD

n

n
D AK D BK

n
0 0 0 0

1

1

1
arc tg arc tg, ,

� 	 � 	
�

�
� 	 �AKB n ABK

n

n
AD B narc tg arc tg , arc tg, ( )

1

1
0 ,

� 	 �
�

�

�

�
�

�

�
�AD K

n

n
0

1

1
arc tg .

Ïîñòðîèì àðèôìåòè÷åñêóþ ìîäåëü ÄÅÃ �{ , , , }A B K D0 â äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 2) âîçüìåì ÷åòûðå òî÷êè :

( , ), ( , ), , , ,0 0 1 0
1

2

1

2

1

2

1

2

0 0 0 0�
� ��

�
�

�

�
� �

�
�

��

�
�

�

�
�

n n n n
.

Çäåñü n0 5� — ôèêñèðîâàíîå íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî.

Âçÿòûå òî÷êè çàêîäèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D K A
n n

B
n n

0
0 0 0 00 0 1 0

1

2

1

2

1

2

1

2
( , ), ( , ), , , ,�

� ��

�
�

�

�
� �

�
�

��

�
�

�

�
� . (24)

Ñ ïîìîùüþ åâêëèäîâîé ìåòðèêè d x y x x y y( , ) ( ) ( )	 � � �2 1
2

2 1
2 è ìåòðèêè

(18) âû÷èñëèì äëèíû âñåâîçìîæíûõ øåñòè îòðåçêîâ | |D K0 , | |D A0 , | |D B0 , | |AK ,

| |BK , | |AB (ðèñ. 2):

d D K r D K d D A r D A
n

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )0 0 0 0
0
2

1 2
1

2
	 	 	 	

�
,

d D B r D B
n

d A K r A K
n

( , ) ( , ) , ( , ) ( , )0 0
0 02

1

2
2

1

2
	 	

�
	 	

�
,

(25)

d B K r B K
n

d A B r A B n( , ) ( , ) , ( , ) ( , )	 	
�

	 	2
1

2

2

0 .

Ñèñòåìà ðàâåíñòâ (25) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷åòâåðêà òî÷åê (24) ñî ñòðóêòóðîé íà

ðèñ. 2 ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ìîäåëüþ äèñêðåòíîé eâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

�{ , , , }A B K D0 , ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå äèñêðåòíûå ãåîìåòðèè � � �, , îñíîâàíû íà ñåìè

îïðåäåëÿþùèõ òî÷êàõ { , , , , , , } ( )A B C K D E F D0 0� N , îáðàçóþùèõ ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì D0 35 òðåóãîëüíèêîâ ( )C
7
3 è 35 òåòðàýäðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ( )C

7
4 .

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ÄÅÃ îòðèöàåò åâêëèäîâó àêñèîìó ïîðÿäêà.
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Òåîðåìà 5. Óñëîâèÿ ñóùåcò-

âîâàíèÿ ÄÅÃ �{ , , , }A B K D0

A D B K

AD BK

K D

� 	 �

� 	

� 	

�

�

�
�
�

0

0

0

0

1

,

ïðèâåäåííûå â (21), îòðèöà-

þò êëàññè÷åñêóþ åâêëèäîâó

àêñèîìó ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñ-

òèì, ÷òî ÄÅÃ � íå îòðèöàåò

àêñèîìó ïîðÿäêà. Òîãäà íà

îñíîâàíèè ïîñòðîåííîé àðèô-

ìåòè÷åñêîé ìîäåëè íà ðèñ. 2

â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòè ÄÅÃ òî÷åê (24)

äîëæíà ñóùåñòâîâàòü íà îñè

àácöèññ òî÷êà L
n
�

��

�
�

�

�
�0 1

2
0, (ðèñ. 3), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî

| | , | | , | |LD
n

D K LK
n

0
0

0
01

2
1

1

2
	

�
	 	

�
.

(26)

Ïî ôîðìóëàì (1) è íà îñíîâàíèè ðèñ. 3 îòîáðàçèì òî÷êè { , , }K D L0 â ïðî-

ñòðàíñòâî N ( )D0 . Ïîëó÷èì

D
LD D K LK n

D0
0

2
0

2 2
0

0
2

1

2
	

� �
	 �

�
	

| | | | | |
, (27)

K
D K LK LD n

K	
� �

	
�
	

| | | | | |0
2 2

0
2

0

2

1

2
, (28)

L
LD LK KD n

C	
� �

	
�
	

| | | | | |0
2 2

0
2

0
2

2

1

4
.

(29)

Èç (27) è (28) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè D K0 , îòîáðàæàþòñÿ íà ñåáÿ (îñòàþòñÿ íà

ìåñòå), à òî÷êà L ñîãëàñíî (22) è (29) èìååò âèä

L C	 . (30)

Àíàëîãè÷íî (26) äëÿ îòðåçêà | |AB èìååì

| | , | | , | |AB n AL
n

BL
n

	 	
�

	
�1

2

1

2

0 .
(31)

Ïî ôîðìóëàì (1) è íà îñíîâàíèè ðèñ. 3 îòîáðàçèì òî÷êè { , , }A B L â ïðî-

ñòðàíñòâî N ( )D0 . Ïîëó÷èì

A
AB AL LB n n

A	
� �

	
�
	

| | | | | | ( )2 2 2
0 0

2

1

2
,

(32)

B
AB BL AL n n

B	
� �

	
�
	

| | | | | | ( )2 2 2
0 0

2

1

2
,

(33)

L
AL BL AB n

C	
� �

	 �
�
	 �

| | | | | | ( )2 2 2
0
2

2

1

4
. (34)
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Èç (32) è (33) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè A è B îòîáðàæàþòñÿ íà ñåáÿ (îñòàþòñÿ íà ìåñ-

òå), à òî÷êà L ñîãëàñíî (22) è (35) èìååò âèä

L C	 � . (35)

Ñðàâíèâàÿ (30) è (35), ïîëó÷àåì

C C C	 �  	 0 ,

÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê 0 0�N ( )D . Ïîñêîëüêó äàííîå äîïóùåíèå íåâåðíî, òî

òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ òåîðèÿ ÏÄÃ N ( )D0 îòðèöàåò òàêæå

êëàññè÷åñêóþ àêñèîìó ïàðàëëåëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âñëåäñòâèå ôîðìóë

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà (6), òàíãåíñîâ (10)–(12) è óñëîâèÿ KC D C KD� � 	0 0 0

â ñèñòåìå (21) ïîëó÷àåì, ÷òî S KD C� 0
0	 , � 	� 	� 	K D C0 0, è ïîýòîìó �KD C0

ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì Ëîáà÷åâñêîãî ñ ñóììîé óãëîâ, ðàâíîé íóëþ. Îòñþäà

ñëåäóåò îòðèöàíèå óêàçàííîé àêñèîìû â N ( )D0 .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îäíîâðåìåííîãî îòðèöàíèÿ â N ( )D äâóõ êëàññè÷åñêèõ

àêñèîì ïîðÿäêà è ïàðàëëåëüíîñòè ñîçäàþò íîâîå ìèðîâîççðåíèå îòíîñèòåëüíî ïðî-

ñòðàíñòâà è åãî ñâîéñòâ.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñîâ àñèììåòðèè ÏÄÃ N ( )D âàæíîå çíà÷åíèå èìååò

ÄÏÃ �, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé (21), ãäå îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò îïðåäåëÿ-

þùèå òî÷êè E, F, ñèñòåìíî ñâÿçàííûå ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè

K D C E2
0
2 2 2� � 	 ,

A B C F2 2 2 2� � 	 . (36)

Ñòðóêòóðà óðàâíåíèé ñèñòåìû (36) ðàçäåëÿåò ñåìü òî÷åê { , , , , , , }A B C K D E F0 íà

äâå ÷åòâåðêè òî÷åê

{ , , , }, { , , , }D K E C A B F C0 ,

îáðàçóþùèå äâå òåòðàýäðè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñ îáùåé òî÷êîé C (ðèñ. 4) è îïðåäå-

ëÿþùèìè òî÷êàìè E, F, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ÄÏÃ �.

Ïîñêîëüêó ïðîñòåéøèìè ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà N ( )D ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëü-

íèêè, òî âîïðîñû àñèììåòðèè N ( )D ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò ñâÿçàòü èìåííî ñ íèìè.

Ïóñòü òðîéêà ( )U V W D, , ( )�N ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì òðåóãîëüíèêîì ñ ïëîùàäüþ S .

Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëàì (10)–(12) èìååì

tg tg tg� 	 � 	 � 	U
S

U
V

S

V
W

S

W

2 2 2
, , . (37)
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Íà îñíîâàíèè èçâåñòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà ââèäó (37) èìååì

tg tg tg tg tg tg� � � � � 	 � � � � � 	U V W U V W
S

UVW

8 3

,

� �� �� 	U V W �.

Âåëè÷èíó 8 3S UVW/ íàçîâåì êîýôôèöèåíòîì àñèììåòðèè �UVW è îáîçíà÷èì

!	
8 3S

UVW
. (38)

Íà ðèñ. 4 çàøòðèõîâàííûå òðåóãîëüíèêè EKD0 è FAB ïðèíàäëåæàò ÄÏÃ � è

îáëàäàþò ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè, à èìåííî S SEKD� 0
	 min , S SFAB� 	 max .

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå n0 (n D
0 01 2	 � ) èìååì

EK ED KD� � 	0 0 1, (39)

FA FB AB n� � 	
0
4 . (40)

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòèõ ðàâåíñòâ äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ D K0 , ,

E F A B, , , èç (22) â óðàâíåíèÿ (39), (40) è ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ýêñòðåìàëüíîñòü óêàçàííûõ òðåóãîëüíèêîâ ëåãêî óñòàíîâèòü èç ñîîòíîøåíèÿ

D K C E B A F0 � � � � � � .

Íà îñíîâàíèè (38) êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè ýêñòðåìàëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ

EKD0 è FAB âûðàçÿòñÿ ôîðìóëàìè

! 	min
min

8 3

0

S

EKD
, (41)

! 	max
max8 3S

FAB
. (42)

Â ñèëó (6)

S S
n

S n S n Dmin max max min, , ,	 	 	 	 �
1

2 2
1 20

2

0
2

0 0 . (43)

Ïîñêîëüêó �EKD0 — òóïîóãîëüíûé (D0 0� ), à �FAB — îñòðîóãîëüíûé, òî

! � ! �min max,0 0 .

Èñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî, â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòà àñèììåòðèè ïðîñòðàí-

ñòâà N ( )D0 ïðè ôèêñèðîâàííîì D0 2� � èìååì ðàçíîñòü

� 	! �!max min . (44)

Íà îñíîâàíèè (22) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

4 1 4 12
0C n AB C C KD C� 	 	 � 	 �, ( ) , , F C E C n D	 � 	 � 	 �3 1 1 1 2 0, , . (45)

Ïîýòîìó ñîãëàñíî (43) è (45) ôîðìóëû (41), (42) è (44) ïðèìóò âèä

! 	 �
�

min ( )
( )

C
C C

1

1
, (46)

! 	
�

�
max ( )

( )

( )
C

C

C C

4 1

3 1

2

,
(47)

�( )
( )

( ) ( )
C

C

C C C C
	

�

�
�

�

4 1

3 1

1

1

2

. (48)
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Âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â (48), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé

âèä ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èíû àñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà N ( )D0 äëÿ ëþáîãî

C D D	 � �
0
2

0 6

�( )C
C C C

C C C
	

� � �

� �

16 24 12 2

3 4

3 2

3 2
.

Ôóíêöèÿ �( )C äèñêðåòíî îïðåäåëåíà íà ïîëóèíòåðâàëå [ , )6 � è ðåàëèçóåò

îòîáðàæåíèå

[ , ) ,
( )

6
2197

399

16

3
� "

#

$%
�

�
�

� C
. (49)

Òàê êàê íà ïîëóèíòåðâàëå [ , )6 � èìååì & �� ( )C 0 , òî ñîãëàñíî (49) êîýôôèöè-

åíò àñèììåòðèè �( )C ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé è ïðè n"�

(C "�) � 	 	
16

3
5 3, ( ) . Ñîãëàñíî (46) è (47) ïðè n"� (C "�) ! "min 0 ,

! "max 5, (3) è, ñëåäîâàòåëüíî, àñèììåòðèÿ äëÿ òóïîóãîëüíîãî �EKD âîçðàñòàåò,

à äëÿ îñòðîóãîëüíîãî �FAB — óáûâàåò. Âû÷èñëèâ ïðè n"� (C "�) ïðåäåëüíûå

óãëû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ïî ôîðìóëàì (10)–(12), ïîëó÷èì, ÷òî � 	� 	� 	E K D 0

(ñóììà óãëîâ ðàâíà íóëþ) â �EK D è � 	F arc tg 4 / 3 , � 	� 	A F arc tg 2 (ñóììà

óãëîâ ðàâíà �) â �FAB .

Â èòîãå ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðåäåëüíûé �EK D ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì

Ëîáà÷åâñêîãî ñ âçàèìíî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè, à ïðåäåëüíûé �FAB ÿâëÿåòñÿ

eâêëèäîâûì ðàâíîáåäðåííûì òðåóãîëüíèêîì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè n"� (C "�) ÏÄÃ N ( )D ïðèîáðåòàåò ñèììåòðè÷åñêèå

ñâîéñòâà, â òî âðåìÿ êàê ïðè n-êîíå÷íîì (C-êîíå÷íîì) îíî ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðè÷åñ-

êèì. Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýòèõ âîïðîñîâ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Â çàêëþ÷åíèè ñòàòüè îòìåòèì äðóãóþ âàæíóþ îñîáåííîñòü ÏÄÃ N ( )D , ñâÿçàí-

íóþ ñ ãèïîòåçàìè Â. Ðèìàíà, èçëîæåííûìè â ðàáîòå «Î ãèïîòåçàõ, ëåæàùèõ

â îñíîâàíèè ãåîìåòðèè» [6], â êîòîðîé îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî âîçìîæíû ïðîñòðà-

íñòâà, õîòÿ è íåîãðàíè÷åííûå, íî êîíå÷íûå, è ÷òî ïðÿìàÿ ìîæåò èìåòü êîíå÷íóþ

äëèíó. Èñòèííîñòü ýòîé ãèïîòåçû íåòðóäíî ïðîâåðèòü íà ïðèìåðå ÏÄÃ N ( )D ñ ïî-

ìîùüþ ñîîòíîøåíèé (17), (19), (20) è ìåòðèêè (18). Òàêèì îáðàçîì, ÏÄÃ N ( )D ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãèïîòåçàì Ðèìàíà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàñêðûâàþò íîâûå íåêëàññè÷åñêèå âîçìîæíîñòè

ïðåäëîæåííîãî íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè ïðîñòðàíñòâà, ãåîìåòðèè è

äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè.
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