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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èñïîëüçîâàíèå òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ïîäõîäîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëî

øèðîêîå ðàçâèòèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè. Äàæå êðàòêîå îñâåùåíèå ýòèõ

ïðîáëåì — äîñòàòî÷íî òðóäîåìêàÿ è ñëîæíàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ â ðàìêàõ îäíîé

ñòàòüè òðóäíî ðàçðåøèòü. Íî, íàäååìñÿ, ÷òî îñâåùåíèå íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ

ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ïðèâëå÷åò âíèìà-

íèå ñïåöèàëèñòîâ ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ ïðîá-

ëåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíè çàòðîíóòû ëèøü ÷àñòè÷íî.

1. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ Â ÃÅÎÔÈÇÈÊÅ È ÃÅÎËÎÃÈÈ

Îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì â ãåîôèçèêå è ãåîëîãèè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïðà-

âèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Îíà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

à) îáíàðóæåíèå ñèãíàëà, õàðàêòåðèçóþùåãî íàëè÷èå íåêîòîðîãî ãåîëîãè÷åñêî-

ãî èëè ãåîôèçè÷åñêîãî îáúåêòà;

á) ñîáñòâåííî åãî âûäåëåíèå èëè èçìåðåíèå, ñîñòîÿùåå â îöåíêå õàðàêòåðèñ-

òèê ñèãíàëà;

â) ðàñïîçíàâàíèå íåñêîëüêèõ ñèãíàëîâ.

Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà ïîäðîáíåå íà ïåðâîé çàäà÷å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êàõ

ïëîñêîñòè èçìåðÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ u x y( , ) , êîòîðûå ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé íàëîæåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé ïîëåçíîé ñîñòàâëÿþùåé f x y( , ) è

ñëó÷àéíîé n x y( , ) :

u x y f x y n x y( , ) ( , ) ( , )� � . (1)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f x y( , ) îïðåäåëÿåò ïîëå àíîìàëüíîãî îáúåêòà. Âûáðàííàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà, êîíå÷íî, èäåàëèçèðîâàíà,

îäíàêî íà ïðàêòèêå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíà äîñòàòî÷íà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíòåðïðå-

òàöèè ãåîôèçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå îá

àääèòèâíîñòè ìîäåëè, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàåò ôèçè÷åñêóþ ðåàëü-

íîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ ìàãíèòíûõ àíîìàëüíûõ ïîëåé âåñüìà

ýôôåêòèâíà ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ àìïëèòóäà ñëó÷àéíîé êîìïî-

íåíòû n x y( , ) ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäîé íåñëó÷àéíîãî ïîëÿ,

ïîýòîìó äîïóñòèìà ëèíåàðèçàöèÿ ðåàëüíîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîé êîìïî-

íåíòû, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê àääèòèâíîé ìîäåëè (1). Îñîáûå òðóäíîñòè âûçûâàåò

ñëó÷àé, êîãäà àíîìàëèè ñîèçìåðèìû ñ óðîâíåì ñëó÷àéíûõ ïîìåõ, òîãäà èõ ïðÿìîå

îáíàðóæåíèå íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíîå ïîëå u x y( , ) â íåêîòîðîé îáëàñòè D. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ íàëè÷èå â ýòîé îáëàñòè äåòåðìèíèðîâàííîé àíîìàëèè f x y( , ) , êîòîðàÿ

îñëîæíåíà ïîìåõàìè è íå ìîæåò áûòü âûäåëåíà îáû÷íûìè, ïðÿìûìè ìåòîäàìè.

Òðåáóåòñÿ ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ïîëåçíîé àíîìàëèè. Ïðè ýòîì,

èñõîäÿ èç ïðåäïîñûëîê ãåîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, èçâåñòíî, ÷òî ïîìåõè ìîãóò áûòü

ëèáî ãàóññîâñêèìè îäíîðîäíûìè ïîëÿìè, ëèáî ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì íà ïëîñ-

êîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó î ðàçëè÷åíèè ãèïîòåç. Ëþáîå ðå-
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øàþùåå ïðàâèëî ïðîâåðêè ãèïîòåç ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ïðîñòðàíñòâà íàáëþäå-

íèé íà äâå ÷àñòè: îáëàñòü ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû, ò.å. íàëè÷èÿ àíîìàëèè, è îáëàñòü îò-

âåðæåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè

ãåîôèçè÷åñêîé ðàçâåäêå, êàçàëîñü áû, õóæå ïðîïóñòèòü àíîìàëèþ, ÷åì âûäåëèòü

ëîæíóþ, ò.å. ê ìåíüøèì ïîòåðÿì ïðèâîäÿò îøèáêè âòîðîãî ðîäà. Îäíàêî íà ïðàê-

òèêå ýòî äàëåêî íå òàê. Íàïðèìåð, èìååòñÿ ìíîæåñòâî àíîìàëèé «ðóäíîãî òèïà»,

30–40% êîòîðûõ ãîäàìè íå ïðîâåðÿåòñÿ, òàê êàê îòâëåêàåò çíà÷èòåëüíûå ñèëû, ÷òî

ñíèæàåò ýêîíîìè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàçâåäêè, ïðîïóñê æå àíîìàëèè (îøèáêè

ïåðâîãî ðîäà) âåäåò ê ïðÿìîìó ñíèæåíèþ ãåîëîãè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè ðàçâåäêè.

Ïîýòîìó âîïðîñ î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè îäíîãî èç âèäîâ îøèáîê âåñüìà ñëîæíûé.

Êàê ïðàâèëî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îøèáêè ðàâíîçíà÷íû è îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â

âûðàáîòêå êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè ïîòåðü îò îøèáêè îïðåäåëåííîãî ðîäà. Åñëè

îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ îáîçíà÷èòü �( )D , ãäå D — îáëàñòü íàáëþäåíèÿ, òî

êðèòåðèåì âûäåëåíèÿ àíîìàëèè áóäåò óñëîâèå �( )D �1. Åñëè ïîìåõè ãàóññîâû: ãà-

óññîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå èëè ãàóññîâñêèé áåëûé øóì, âåëè÷èíà �( )D èçâåñòíà è

ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç.

Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñëó÷àéíûé øóì ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì. Ýòî îãðàíè-

÷åíèå íà ïîìåõó íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè-

÷åíèå äðóãîãî òèïà: îäíîðîäíîñòü è ýðãîäè÷íîñòü. Óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè ñëó÷àé-

íîãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåò íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ íà-

áëþäåíèé ïî îäíîìó ïðîôèëþ èëè îäíîé òðàññå. Ôèçè÷åñêè ýòî îáóñëîâëåíî

îòñóòñòâèåì êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó íàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ,

äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îäíà îò äðóãîé. Íàïðèìåð, åñëè èìååòñÿ îäèíî÷íàÿ

àíîìàëèÿ, êîòîðàÿ ñîçäàåò ýëåìåíòàðíîå ïîëå

f x y A x y( , ) ( , )� 0 1 2� � � ,

ãäå A0 — àìïëèòóäà, à �( , )x y — íåêîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ

îò íåèçâåñòíûõ ÷àñòîò �1 è �2 , òî ïðèõîäèì ê çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíè-

âàíèÿ â íåëèíåéíîé ìîäåëè ðåãðåññèè.

Äðóãîé êëàññ çàäà÷, èìåþùèé øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé â ãåîôèçèêå, îòíî-

ñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé ïðîáëåìå íåïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè, êîãäà ïî íà-

áëþäåíèÿì ñèãíàëà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê èëè êðèâûõ òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü

åãî êàê ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðèâåäåì ïðèìåð îäíîé èç íèõ. Ïðè

ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ìåòîä àíàëèçà îòðàæåíèé ñåéñìè-

÷åñêèõ âîëí ñ ïîìîùüþ ñåéñìè÷åñêèõ äàò÷èêîâ A An1 , ,� , ðàñïîëîæåííûõ â òî÷-

êàõ ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî ñ êîîðäèíàòàìè ( , ), , ( , )x y x yn n1 1 � . Ñ ïîìîùüþ

ìîùíîãî èìïóëüñíîãî èñòî÷íèêà âîçáóæäàþòñÿ ñåéñìè÷åñêèå âîëíû, êîòîðûå, îò-

ðàçèâøèñü îò íåîäíîðîäíîñòåé H0 , óëàâëèâàþòñÿ ñåéñìè÷åñêèìè äàò÷èêàìè Ai ,

i n�1 2, ,... , , êîòîðûå ôèêñèðóþò òàêæå èíòåíñèâíîñòü îòðàæåííûõ îò íåîäíîðîä-

íîñòåé H0 âîëí. Ïðè ýòîì äðóãèå íåîäíîðîäíîñòè Hk , k n�1, ... , , è äðóãèå èñòî÷-

íèêè ñåéñìè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñîçäàþò ïîìåõè. Îáðàáîòêà èíôîðìàöèè çàêëþ÷àåò-

ñÿ â îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè îòðàæåííîãî îò H0 ñèãíàëà ïî åãî íàáëþäåíèÿì

â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. (Îïòèìàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êðèòåðèÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íàèìåíüøèõ ìîäóëåé èëè êàêî-

ãî-ëèáî äðóãîãî êðèòåðèÿ.) Ýòè æå èäåè èñïîëüçóþòñÿ è ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåìû

øåðîõîâàòîñòè îáðàáîòêè ïîâåðõíîñòåé [1]. Èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà òåîðèè

ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïðèíàäëåæèò àêàäåìèêó Þ.Â. Ëèííèêó, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ

èññëåäîâàíèÿ â ýòîé îáëàñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà

ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàçâèòèå. Åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ øåðîõîâàòîñòåé

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå øåðîõîâàòîñòè ôóíêöèåé äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ, ïðè

ýòîì îáðàáîòàííàÿ ïîâåðõíîñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ,

è çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíèâàíèè õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ ïî åãî ðåàëèçàöèÿì.
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2. ÇÀÄÀ×È ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ÎÁÐÀÇÎÂ È ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ

Â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ýòîò êëàññ çàäà÷ ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé âîññòàíîâëåíèÿ

ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. Ïðè ýòîì âñÿêèé ðàç âîç-

íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü îäíó è òó æå îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: ñðåäè ìíî-

æåñòâà ôóíêöèé èç íåêîòîðîãî êëàññà âûáðàòü òàêóþ, êîòîðàÿ îïòèìèçèðîâàëà áû

íåêîòîðûé êðèòåðèé êà÷åñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X

îïðåäåëåíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p x( ) , à ôóíêöèîíàë J ( )� çàïèñàí â âèäå

J MQ Q x p x dx

X

( ) ( , ) ( , ) ( )� � � �� � � ,

ãäå � — íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A, êîòîðîå, âîîáùå ãî-

âîðÿ, ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì, Q x( , )� — ôóíêöèÿ ïîòåðü. Ïðîáëåìà ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî íàáëþäàåìîé âûáîðêå ( , , )x xn1 � âûáðàòü âåëè÷èíó

�* � A, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðîâàëà áû ñðåäíèå ïîòåðè J ( )� . Ê ýòîé ïðîáëåìå ñâîäèò-

ñÿ äâå îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ: à) îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ;

á) âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. Îíè äîâîëüíî

ïîäðîáíî èçó÷åíû, íàïðèìåð, â [2–4]. Îãðàíè÷èìñÿ èõ êðàòêèì îïèñàíèåì è ïðî-

ñëåäèì èõ ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè çàäà÷àìè ñòàòèñòèêè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé.
Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà çàäà÷å îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ [2, 3]. Ïóñòü

ó÷èòåëü íàáëþäàåò ñëó÷àéíî âîçíèêàþùèå ñèòóàöèè è îïðåäåëÿåò, ê êàêîìó èç n

êëàññîâ êàæäàÿ èç íèõ îòíîñèòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òàêîå

óñòðîéñòâî, êîòîðîå ïîñëå íàáëþäåíèÿ çà ðàáîòîé ó÷èòåëÿ ïðîâîäèëî áû êëàññè-

ôèêàöèþ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåò ó÷èòåëü. Îäíà èç âîçìîæíûõ ôîðìàëüíûõ

ïîñòàíîâîê ýòîé çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè D íà

ïëîñêîñòè íàáëþäàþòñÿ ñèòóàöèè z x y( , ) , ( , )x y D� . Òðåáóåòñÿ, íàáëþäàÿ z x y( , )

â îáëàñòè D, ïîñòðîèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðî-

ÿòíîñòü êëàññèôèêàöèè, îòëè÷íîé îò êëàññèôèêàöèè ó÷èòåëÿ, áûëà ìèíèìàëüíîé.

Åñëè íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìû ñ èçâåñòíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ðåøàþùåå

ïðàâèëî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è åãî ïîèñê íå âûçûâàåò

çàòðóäíåíèé. Åñëè æå íàáëþäåíèÿ âåäóòñÿ íåïðåðûâíî â íåêîòîðîé îáëàñòè D

ïëîñêîñòè, òî àíàëîãîì äèñêðåòíûõ íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü,

â êîòîðîé ñëó÷àéíûå ñèòóàöèè âîçíèêàþò âñëåäñòâèå àääèòèâíî íàêëàäûâàåìîãî

áåëîãî øóìà íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà íåîáõîäèìî

ïîñòðîèòü îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ, êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â [4–7].
Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî, åñëè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, õàðàêòåðèçóþ-

ùèé ñëó÷àéíóþ ñðåäó, íåèçâåñòåí. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñëåäóþùèé.

Ïóñòü çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë F x( , )� , ãäå ïàðàìåòð �
ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

F x( , )� — õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 	 �{ }0 1, — ìíîæåñòâî ðå-

øàþùèõ ïðàâèë, ò.å. ñèòóàöèè ðàçäåëåíû íà äâà êëàññà. Òðåáóåòñÿ, íàáëþäàÿ n ïàð

( , ), , ( , )x xn n1 1� ��

(x — ñèòóàöèÿ, � — ðåàêöèÿ íà íåå ó÷èòåëÿ), âûáðàòü â êëàññå õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êèõ ôóíêöèé F x( , )� òàêóþ, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðîâàëà áû ôóíêöèîíàë

J F x p x p x dx

X

( ) ( ( , )) ( / ) ( )

,

� � � �� 
��
�

2

0 1	 { }

,

ãäå p x( ) — ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé ñðåäû, à p x( / )�
— óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè çàäàííîì x. Òàêèì îáðà-

çîì, åñëè îáîçíà÷èòü

Q x F x( , , ) ( ( , ))� � � �� 
 2 , p x p x p x( , ) ( / ) ( )� �� ,

ïðèäåì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å: íàéòè

min ( ) min ( , , )
� �

� � �
� �

� �
A A

J MQ x min ( ( , )) ( , )

,
�

� � �
� �


��
A

X

F x p x dx2

0 1	 { }
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ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ p x( , )� íåèçâåñòíà, íî èçâåñòåí íàáîð íàáëþäåíèé

( , ), , ( , )x xn n1 1� �� . Åñëè îí äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òî äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðå-

øàòü ìåòîäàìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çàêîíàõ

ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ( , )x � . Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøå-

íèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ, êîòîðûé

çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå âåëè÷èíû J MQ x( ) ( , , )� � �� åå ýìïèðè÷åñêîé îöåíêîé

J
n

F xn i i

i

n

( ) ( ( , ))� � �� 

�
�

1 2

1
(2)

è â ðåøåíèè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ min ( )J n � . Åñëè îáîçíà÷èòü

� �n nJ�arg min ( ) , � �* ( )�arg min J ,

òî ïðîáëåìà áóäåò ñîñòîÿòü â íàõîæäåíèè óñëîâèé, êîãäà

� �n � *, J Jn n( ) ( *)� ��

â òîì èëè èíîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â ðàáî-

òàõ [4–10] ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ êðèòåðèÿ, ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì êîòîðîé áóäåò ôóíêöèÿ âèäà (2).

3. ÇÀÄÀ×À ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè ïî åå èçìåðåíèÿì â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ ñî ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f x( )

ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó äîïóñòèìîìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó K è çàäà÷à âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f x( ) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèî-

íàëà íà K íà îñíîâàíèè âûáîðêè

x x

z z

n

n

1

1

, ,

, ,

�

�




�
��

�

�
�� ,

ãäå zi — íàáëþäåíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå xi ñî ñëó÷àéíîé îøèá-

êîé � i :

z f xi i i� �( ) � .

Êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû � i , i n�1, , íåçàâèñèìû. Â çàäà÷àõ

ðàñïîçíàâàíèÿ ÷àñòî âîçíèêàåò ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-

íûõ f x y( , ) íà ïëîñêîñòè, òîãäà ìîäåëü íàáëþäåíèÿ ñëåäóþùàÿ:

z f x yik i k ik� �( , ) � ,

ãäå zik — íàáëþäåíèå ôóíêöèè f x y( , ) â òî÷êå ( , )x yi k ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé � ik .

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè êðèòåðèÿ, õàðàêòåðèçóþùåé êà÷åñòâî âîññòàíîâëåíèÿ,

êàê ïðàâèëî, âûáèðàþò ôóíêöèîíàëû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ, íàèìåíüøèõ ìîäóëåé. Äîñòàòî÷íî ïîëíî ýòè çàäà÷è îïèñàíû â ìîíîãðà-

ôèÿõ [2, 4, 5, 10]. Êðîìå òîãî, îíè ñîäåðæàò ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñ-

êîãî ïîâåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê (óñëîâèÿ ñîñòîÿòåëüíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ìåð, ïîðîæäåííûõ ýòèìè îöåíêàìè). Ýòè ðå-

çóëüòàòû íåîáõîäèìû äëÿ çíàíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê. Âîîáùå ãîâîðÿ, íèîòêóäà íå

ñëåäóåò, ÷òî áëèçêèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèîíàëà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü áëèçêèå â êà-

êîé-ëèáî ìåòðèêå ôóíêöèè. Â òî æå âðåìÿ ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè âîññòàíîâ-

ëåíèè ôóíêöèè ðåãðåññèè ïðîáëåìà ñîñòîèò íå ñòîëüêî â òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðî-

âàòü ôóíêöèîíàë, à è â òîì, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ, áëèçêóþ â êàêîé-ëèáî ìåòðèêå

ê èñêîìîé ôóíêöèè ðåãðåññèè. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü òàêóþ áëèçîñòü, ïðîñòî ìèíèìè-

çàöèè ôóíêöèîíàëà íåäîñòàòî÷íî. Íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

áóäóò èìåòü ìåñòî óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà. ×òî êàñàåòñÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âîññòà-

íîâëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, òî äîñòàòî÷íî ïîëíî îíè îïèñàíû â [2, 11].
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Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé âîññòàíîâ-

ëåíèÿ çàâèñèìîñòåé, ò.å. îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè f x f x0 0( ) ( , )� � , ãäå f x( , )� — ôóíê-

öèÿ èçâåñòíîãî âèäà ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì �, êîòîðûé íåîáõîäèìî îöåíèòü. Ýòî

òàê íàçûâàåìûå íåëèíåéíûå ìîäåëè ðåãðåññèè, äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åííûå â ñïå-

öèàëüíîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð, â [2, 5]. Ýòè æå çàäà÷è èññëåäîâàëèñü è â ñëó÷àå,

êîãäà x — âåêòîð (äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ) [4, 7]. Â óêàçàííûõ ìîíîãðàôèÿõ ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíîê, äëÿ èõ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ìîæ-

íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [12, 13].

4. ÇÀÄÀ×È ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÎÐÈÈ ÑÂßÇÈ

Ðàçâèòèå òåõíèêè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî âîçìîæíîñòè åå

äàëüíåéøåãî ðîñòà ëèìèòèðóþòñÿ â îñíîâíîì ôèçè÷åñêèìè ÿâëåíèÿìè ñòîõàñòè-

÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ïðèíöèïó òåîðèè èíôîðìàöèè ïðè ïåðå-

äà÷å êàêîãî-ëèáî ñèãíàëà ñîîáùåíèå íà âûõîäå èñòî÷íèêà äîëæíî áûòü â òîé

èëè èíîé ìåðå íåïðåäñêàçóåìî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîòðåáèòåëü, íå ïðèáåãàÿ ê

ñèñòåìå ñâÿçè, ìîæåò ïðåäâèäåòü âñå áóäóùèå ñîîáùåíèÿ, ïîñûëàåìûå èñòî÷íè-

êîì. Ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ â êàíàëå ñâÿçè ìîãóò âîçíèêíóòü â ñèëó ìíîæåñòâà

ïðè÷èí: ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà ðàçëè÷íûìè, ñëó÷àéíî èçìåíÿþùèìèñÿ ïóòÿ-

ìè, â ðåçóëüòàòå åäèíûé ïåðåäàííûé ñèãíàë âîçíèêàåò ó ïðèåìíèêà â âèäå ìíî-

æåñòâà âçàèìíî èíòåðôåðèðóþùèõ ñèãíàëîâ; â ïåðåäàò÷èêå è ïðèåìíèêå ê ñèã-

íàëó ìîæåò äîáàâëÿòüñÿ øóì è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî ñïåöèàëèñòû ïðîÿâëÿþò çíà÷è-

òåëüíûé èíòåðåñ ê âîïðîñàì òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáðàáîòêè

ñèãíàëîâ â èçìåðèòåëüíûõ ðàäèîñèñòåìàõ [14–16]. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî îáúÿñ-

íÿåòñÿ âñåâîçðàñòàþùèìè òðåáîâàíèÿìè ê êà÷åñòâåííûì õàðàêòåðèñòèêàì èçìå-

ðèòåëüíûõ ðàäèîñèñòåì è ñòðåìëåíèåì ïîâûñèòü èõ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü, à ñ

äðóãîé — ðàçâèòèåì òåõíèêè ôàçèðîâàííûõ àíòåííûõ ðåøåòîê è ñèñòåì ìíîãî-

ïîçèöèîííîãî ïðèåìà, îòêðûâàþùèì íîâûå ïóòè äëÿ óëó÷øåíèÿ ýòèõ õàðàêòå-

ðèñòèê. Èçìåðèòåëüíûå ñèñòåìû ïîëó÷àþò èíôîðìàöèþ îá óäàëåííûõ îáúåêòàõ

ïóòåì àíàëèçà âîëíîâûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ ýòèìè îáúåêòàìè çà ñ÷åò ñîáñòâåí-

íîãî èçëó÷åíèÿ èëè îòðàæåíèÿ çîíäèðóþùèõ ñèãíàëîâ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáðà-

áîòêà âêëþ÷àåò àíàëèç ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïîëÿ è îïðåäåëåíèå åå ïàðà-

ìåòðîâ, îñíîâíóþ ðîëü â ýòîì ïðîöåññå èãðàåò ïðèåìíàÿ àíòåííà. Âðåìåííàÿ

îáðàáîòêà âêëþ÷àåò òå æå îïåðàöèè ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåííîé ñòðóêòóðå ïîëÿ,

îñíîâíóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò ïðèåìíèê. Â îïòèìàëüíûõ ñèñòåìàõ ýòè ýëåìåí-

òû âçàèìîñâÿçàíû, à ïðèåìíèê è àíòåííà îáðàçóþò åäèíóþ ñèñòåìó îáðàáîòêè

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñèãíàëîâ.

Ïðèìåíÿåìûé íà ïðàêòèêå ìåòîä ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ñèñòåì ïðèåìà îñíîâàí

íà êðèòåðèè Íåìàíà–Ïèðññîíà. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåé ôóíê-

öèè â ñëó÷àå, êîãäà ïîëåçíûé ñèãíàë, îáîçíà÷èì åãî x t( , )� (t è � — ñîîòâåòñòâåííî

âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòû) äåòåðìèíèðîâàí, à ïîìåõà n t( , )� —

ãàóññîâñêèé áåëûé øóì.

Ïóñòü íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíîå ïîëå y t( , )� â îáëàñòè D, äëÿ êîòîðîãî ïðîâåðÿ-

åòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü îäíîé èç ãèïîòåç:

H y t x t n t

H y t n t

1

2

: ( , ) ( , ) ( , ),

: ( , ) ( , ).

� � �

� �

� �

�

(3)

Èç [15, 16] ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

�( ) exp ( , ) ( , ) ( , )D
N

y t x t dtd
N

x t dtd

D D

� 

�
� �� ��

2 1

0 0

2� � � � �
�

��

�
�
�

��
, (4)

ãäå N 0 — ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü áåëîãî øóìà. Çàìåòèì, ÷òî (3), (4) ñëåäóåò

ïîíèìàòü óñëîâíî, òàê êàê y t( , )� — îáîáùåííîå ñëó÷àéíîå ïîëå, ñîñòîÿùåå èç

ñóììû ïîëåçíîãî ñèãíàëà è îáîáùåííîãî ïîëÿ — áåëîãî øóìà. Â ñòðîãîì ñìûñ-
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ëå âûðàæåíèÿ (3), (4) îïðåäåëåíû â [14–16], îäíàêî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷ ÷àñòî îïåðèðóþò âûðàæåíèÿìè, â êîòîðûå âõîäÿò îáîáùåííûå ñëó÷àéíûå

ïîëÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:

H y t x t n t1 1: ( , ) ( , ) ( , )� � �� � ,

H y t x t n t2 2: ( , ) ( , ) ( , )� � �� � .

Îäíàêî ïîäðîáíåå íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðèìåðîâ, êîòîðûé ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü ðàñ-

ñìîòðåíèÿ ìîäåëè íàáëþäåíèÿ (3).

Ïóñòü èñòî÷íèê ñèãíàëà ðàñïîëîæåí â íåêîòîðîé æèäêîé ñðåäå è íàõîäèòñÿ íà

çíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò ïîâåðõíîñòè. Ïðèåìíèêè ñèãíàëîâ òàêæå íàõîäÿòñÿ íà

çíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ è ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè

ñëîÿ æèäêîñòè. Åñòåñòâåííî, ÷òî íàðÿäó ñ ñèãíàëîì, èçëó÷àåìûì èñòî÷íèêîì (íà-

çîâåì åãî ïîëåçíûì ñèãíàëîì), ïðèåìíèê âîñïðèíèìàåò è ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðå-

äåëåííûå øóìû, ðàñïîëîæåííûå êàê â æèäêîé ñðåäå, òàê è íà ïîâåðõíîñòè. Ïîñ-

êîëüêó ñïåêòðû ÷àñòîò ïîëåçíîãî ñèãíàëà è ïîìåõ ïåðåêðûâàþòñÿ, òî ñîñðåäîòî-

÷åííîå ïðèåìíîå óñòðîéñòâî íå ñïîñîáñòâóåò äîñòàòî÷íî íàäåæíîìó âûäåëåíèþ

ïîëåçíîãî ñèãíàëà. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ çà ñ÷åò îáúåìíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèåìíè-

êîâ âíóòðè çàäàííîé îáëàñòè ìîæíî îáåñïå÷èòü áîëåå âûñîêîå îòíîøåíèå ñèã-

íàë/ïîìåõà. Ôèçè÷åñêè ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü êàê ðåçóëüòàò îïòèìàëüíîé

êîìïåíñàöèè ïîìåõ çà ñ÷åò ïðàâèëüíî ïîäîáðàííîé âåñîâîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåí-

íîé ñèñòåìû. Îäíàêî äèñêðåòíàÿ ìîäåëü êàíàëà ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè èç òî÷å÷íî-

ãî íåäâèæóùåãîñÿ èñòî÷íèêà ïîëåçíîãî ñèãíàëà íå âñåãäà óäîáíà. Âî-ïåðâûõ, íà

ïðèåìíîì ïóíêòå íå âñåãäà èçâåñòíî ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêîâ ïîìåõ, âî-âòîðûõ,

èñòî÷íèê ïîëåçíîé èíôîðìàöèè ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå, â-òðåòüèõ,

èñòî÷íèêè ïîìåõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íàñòîëüêî ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå, ÷òî äèñ-

êðåòíàÿ ìîäåëü ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðèåìëåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ åñòåñ-

òâåííûì ðàññìîòðåíèå íåïðåðûâíîé ìîäåëè íàáëþäåíèÿ è èñïîëüçîâàíèå ðåçóëü-

òàòîâ [14–16], êàñàþùèõñÿ íàõîæäåíèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ è ïîñòðîåíèÿ

îïòèìàëüíûõ ïðàâèë ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç.

Ðàññìîòðèì ïðèðîäó ïîìåõ. Îäèí èç èñòî÷íèêîâ âîçíèêíîâåíèÿ ïîìåõ — òåï-

ëîâîé øóì. Ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ è äðóãèå ïîìåõè, áîëåå ñóùåñòâåííûå, îäíàêî âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âëèÿíèå

ýòèõ ïîìåõ ïîëíîñòüþ óñòðàíèòü. Â ðåçóëüòàòå ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü áóäåò îïðåäå-

ëÿòüñÿ íàëè÷èåì òåïëîâîãî øóìà, êîòîðûé õîðîøî ìîäåëèðóåòñÿ áåëûì ãàóññîâûì

øóìîì.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè x t( , )� — äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, òî çäåñü ìîæíî

ïîñòàâèòü äâå çàäà÷è: 1) îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè y t( , )� ñìåñüþ ïîëåçíîãî ñèãíàëà

è ïîìåõè n t( , )� ; 2) åñëè y t( , )� èìååò âèä (3), òî êàê îöåíèòü x t( , )� . Ïåðâàÿ èç íèõ

îòíîñèòñÿ ê ïðîáëåìàòèêå ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç è ðàññìàòðèâàëàñü âûøå. Åñëè ýòà

ãèïîòåçà ïîäòâåðäèëàñü, òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñëåäóþùèì ýòàïîì ðàñïîçíàâàíèÿ

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðû ñèãíàëà. Çäåñü âîçìîæíî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ

ê ðåøåíèþ çàäà÷è, îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ èç íèõ ïîäðîáíåå. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî èçâåñòíà ôîðìà îáíàðóæåííîãî ñèãíàëà, íî íåèçâåñòíû åãî ïàðàìåòðû. Íàïðè-

ìåð, â (3) x t A x t( , ) ( , )� �� 1 , ãäå A — íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, à x t1 ( , )� — èçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ïîìåõà n t( , )� — áåëûé ãàóññîâûé øóì, òî, ïðèìåíÿÿ

ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîëó÷àåì îöåíêó
~
A ïàðàìåòðà A, ÿâíûé âèä

êîòîðîé ïðèâåäåí â [14–16]. Äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

l D x t y t dtd

D

( ) ( , ) ( , )� �� � � � ,

è íåò íåîáõîäèìîñòè íàáëþäàòü íåïîñðåäñòâåííî y t( , )� , äîñòàòî÷íî íàáëþäàòü
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ëèøü âåëè÷èíó l D( ) . Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïðè ýòîì èìååò âèä �
( )

A
l D

E
� , ãäå

E — ýíåðãèÿ ñèãíàëà x t( , )� :

E x t dtd

D

� ��
1

2

2 ( , ) .� �

Ìîæíî ïîêàçàòü [16], ÷òî äèñïåðñèÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îá-

ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå
E

N 0

, ãäå N 0 — ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü áåëîãî

øóìà. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá óìåíüøèòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó — óâåëè-

÷èòü âåëè÷èíó
2

0

E

N
— îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòèæèìûå îò-

íîøåíèÿ ñèãíàë/øóì íåäîñòàòî÷íû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîé äîñòîâåðíîñòè.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü íåëèíåéíûå ìåòîäû ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè ñèã-

íàëîâ. Îñîáî âûäåëèì ïðèìåð, êîãäà ïîëåçíûé ñèãíàë — ñëó÷àéíîå ãàóññîâñêîå

ïîëå, ëèíåéíî çàâèñÿùåå îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà A, à íàáëþäàåòñÿ åãî ñìåñü ñ

ãàóññîâñêîé ïîìåõîé. Èç ðåçóëüòàòîâ [16] ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî õîðîøåé îöåí-

êîé A ÿâëÿåòñÿ îöåíêà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ÿâíûé âèä êîòîðîé ìîæíî âûïèñàòü.

Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîëåçíûé ñèãíàë íåëèíåéíî

çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ

çàäà÷è ñ ó÷åòîì ïîëåçíîãî ñèãíàëà è ïîìåõè. Åñëè ïîìåõà ÿâëÿåòñÿ áåëûì ãàóññî-

âûì øóìîì íà ïëîñêîñòè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (4) äëÿ

íàõîæäåíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷òî âåñüìà òðóäîåìêî. Îäíàêî

â ðÿäå ñëó÷àåâ åå ìîæíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü. Íàïðèìåð, åñëè ïîëåçíûé ñèãíàë

èìååò âèä

u t u t u( , ) ( ) ( )� �� 1 2 ,

òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìóìà log�( )D çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, âåäóùèå ê ìîäåëè (1). Íàïðèìåð, â ðàäèîôèçèêå è îïòèêå

áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñïåöèàëüíûé âèä ñëó÷àéíûõ ïîëåé, à èìåííî, ñëó-

÷àéíûå âîëíû. Ðàññìîòðèì âîëíó, áëèçêóþ ê ðåãóëÿðíîé ïëîñêîé

ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå âèäà

u x y z t A x y z t i t k z( , , , ) ( , , , )exp ( )� 
{ }�0 0 , (5)

ãäå A x y z t( , , , ) — êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà, ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ â ìàñøòàáàõ

ñðåäíåãî ïåðèîäà êîëåáàíèé T �
2

0

�

�
, k0 — âîëíîâîå ÷èñëî. Ïðè ïåðåäà÷å ñèãíà-

ëà (5) ïîÿâëÿåòñÿ àääèòèâíûé øóì. Êàê è ðàíåå, ïðèõîäèì ê çàäà÷å âûäåëåíèÿ

ïîëåçíîãî ñèãíàëà è åãî èäåíòèôèêàöèè, åñëè íåèçâåñòíû íåêîòîðûå åãî ïàðà-

ìåòðû, íàïðèìåð �0 èëè k0 .

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå ðÿäà ñèòóàöèé, â êîòîðûõ ïîìåõà íå ÿâëÿ-

åòñÿ áåëûì øóìîì. Íàïðèìåð: à) ìåæäó èñòî÷íèêîì øóìà è äåìîäåëèðóþùåé ÷àñ-

òüþ ïðèåìíèêà íàõîäÿòñÿ àíòåííà è âûñîêî÷àñòîòíûå ôèëüòðû, êîòîðûå ïðèäàþò

ñïåêòðó øóìà ôîðìó ñâîåé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè; á) ïîìèìî ïîëåçíîãî ñèãíà-

ëà â ïðèåìíèêå ìîãóò íàõîäèòüñÿ ìåøàþùèå ïàðàìåòðû ñ ãàóññîâûì èëè äðóãèì

ðàñïðåäåëåíèåì. Â ðàäèîëîêàöèè ìåøàþùèìè ñèãíàëàìè ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèÿ îò

öåëåé. Åñëè ïîìåõà ãàóññîâà, òî åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ, çäåñü âñòðå÷àþòñÿ òå æå òðóäíîñòè, ÷òî è â ñëó÷àå, êîãäà ïîìåõà

ÿâëÿåòñÿ áåëûì ãàóññîâûì øóìîì. Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ

ñëó÷àé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ïîìåõè íåèçâåñòíî, à èçâåñòíû åãî êîððåëÿöèîííûå

èëè ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Íàïðèìåð, â òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðî-

âàíèÿ, ãåîôèçèêå, ãèäðîëîãèè è äðóãèõ îáëàñòÿõ ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ìîäåëèðó-

þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè èëè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ íåèçâåñòíûìè àìï-

ëèòóäàìè è ÷àñòîòàìè, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ ñ àääèòèâíûìè ïîìåõàìè, ÿâëÿþùè-
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ìèñÿ ñòàöèîíàðíûìè ïðîöåññàìè èëè îäíîðîäíûìè ñëó÷àéíûìè ïîëÿìè. Ïðèâåäåì

ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Ïóñòü íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

y t A t n t( ) cos( ) ( )� �� ,

ãäå ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë � �( ) cos( )t A t� èìååò íåèçâåñòíóþ ÷àñòîòó � è àì-

ïëèòóäó A. Ñèãíàë �( )t íàçûâàåòñÿ íåìîäóëèðîâàííûì êîëåáàíèåì. Ñëó÷àéíûé

øóì n t( ) — ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Íåîáõîäèìî îöåíèòü âåëè÷èíû A

è �. Ñèãíàë áîëåå ñëîæíîãî âèäà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñóïåðïîçèöèþ

ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Êàæäûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð êîëåáàíèé èçëó-

÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíîå êîëåáàíèå îïðåäåëåííîé àìïëèòóäû Ak è ÷àñòîòû �k .

Â ðåçóëüòàòå ñóììàðíûé ïîëåçíûé ñèãíàë x t( ) èìååò âèä

x t A tk k

k

n

( ) cos( )�
�
� �

1

,

íà êîòîðûé íàêëàäûâàåòñÿ ïîìåõà n t( ) .

×àñòî íà ïðàêòèêå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ïðîöåññàìè, ïðåäñòàâèìûìè

â âèäå ñóììû î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ, èçëó÷àþùèõ íà íèçêî ðàñïîëî-

æåííûõ ÷àñòîòàõ. Íàïðèìåð, èçëó÷åíèå íàãðåòîãî òåëà (ãàçà) åñòü ñóììàðíîå èçëó-

÷åíèå îòäåëüíûõ àòîìîâ, âûñòóïàþùèõ â êà÷åñòâå îñöèëëÿòîðîâ, èõ ÷èñëî èìååò

ïîðÿäîê 1020 . Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî

ñèãíàëà x t( ) , ïðåäñòàâèìîãî â âèäå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

x t c ek
i t

k

k( ) �
�
�

�

� 	
.

Ïðè ýòîì òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà c Aak k� , 	 �k k� è x t( ) ïðåäñòà-

âèì â âèäå

x t A a ek
ik t

k

( ) �
�
�

�

� � .

Åñëè ñèãíàë x t( ) ïåðåäàåòñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè ñ àääèòèâíûì øóìîì n t( ) , à ïàðà-

ìåòðû A è � íåèçâåñòíû, òî ïðèõîäèì ê ìîäåëè èäåíòèôèêàöèè (îöåíêè íåèçâåñ-

òíûõ ïàðàìåòðîâ A è �), èññëåäîâàííîé â ðàáîòàõ [1, 4, 10]. Àíàëîãè÷íî ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ è ìîäåëü ñ îäíîðîäíûì ñëó÷àéíûì ïîëåì [4].

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ åùå íà îäíîé çàäà÷å, èìåþùåé øèðîêîå ïîëå ïðèëîæå-

íèé â ðàäèîôèçèêå è ðàäèîëîêàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðèòåëüíûå ñèñòåìû ïî-

ëó÷àþò èíôîðìàöèþ îá óäàëåííûõ îáúåêòàõ ïóòåì àíàëèçà âîëíîâûõ ïîëåé, ñîçäà-

âàåìûõ ýòèìè îáúåêòàìè çà ñ÷åò ñîáñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ èëè îòðàæåíèÿ çîíäèðóþ-

ùèõ ñèãíàëîâ. Ñòðóêòóðà è àíàëèç âîëíîâîãî ïîëÿ çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ îáúåêòà,

ñêîðîñòè åãî äâèæåíèÿ, ðàçìåðîâ, ôîðìû è ò.ä. Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ ïðèõîäèòñÿ

ïðèíèìàòü íåñêîëüêî ñîîáùåíèé îäíîâðåìåííî, îáðàáîòàòü èõ è ïåðåäàòü ðåçóëü-

òèðóþùèé ñèãíàë â êàíàë ñâÿçè. Ïðè ýòîì ìîãóò âîçíèêàòü êàê ìóëüòèïëèêàòèâ-

íûå, òàê è àääèòèâíûå ïîìåõè. Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêèõ ìîäåëåé:

z x y a f x y x y n x yj j

j

n

( , ) ( , ) ( , ) ( , )�
�

�
�
�

�

�
 
 

�
�
�

1


 .

Çäåñü f x yj ( , ) — äåòåðìèíèðîâàííûå ñèãíàëû, 
( , )x y è n x y( , ) — ñîîòâåòñòâåííî

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ïîìåõè, { }a j nj ; ,�1 — íåèçâåñòíûå ïàðàìåò-

ðû. Ðàçëè÷íûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ a j ïðèâåäåíû â [4–7]. Áîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåò-

ñÿ çàäà÷à òàê íàçûâàåìîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè, â êîòîðîé ñòðóêòó-

ðà ñèãíàëà íåèçâåñòíà, èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó

ôóíêöèé, íàïðèìåð, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ è óäîâëåòâîðÿåò íåêî-

òîðûì óñëîâèÿì ãëàäêîñòè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ïóòü ê ðåøåíèþ çàäà÷è — îãðà-

íè÷èòüñÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñóììîé ãàðìîíèê è ðåøàòü çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷å-
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ñêîé èäåíòèôèêàöèè, îäíàêî íåò íèêàêîé óâåðåííîñòè, ÷òî íàéäåííàÿ îöåíêà

îïòèìàëüíà. Íî ÷àñòî ýòî ðåøåíèå ïðèåìëåìî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê

êàê îòûñêàíèå ôóíêöèè, îïòèìèçèðóþùåé íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë íà êîìïàê-

òå, — äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ïðîáëåìà, è íàõîæäåíèå îïòèìóìà ñâîäèòñÿ ê íàõîæ-

äåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, íåêîòîðûå ïîäõîäû ê åãî íàõîæäå-

íèþ îïèñàíû â [17].

5. ÇÀÄÀ×À ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

Îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷å, âîçíèêàþùåé ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ñîðáöèè è äå-

ñîðáöèè ãàçîâ. Ïóñòü òðóáêà äëèíû L çàïîëíåíà ïîãëîùàþùèì âåùåñòâîì (ñîð-

áåíòîì). Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé îñè x âûáåðåì îñü òðóáêè, íà÷àëîì áóäåì

ñ÷èòàòü âõîä òðóáêè, ÷åðåç êîòîðûé ñ ìîìåíòà âðåìåíè t � 0 íà÷èíàåò ïîäàâàòü-

ñÿ âîçäóøíàÿ ñìåñü. Åñëè u x t( , ) — êîíöåíòðàöèÿ ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â ìîìåíò

âðåìåíè t â ñëîå òðóáêè x, òî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïîäàâàåìîãî ãàçà

áóäåò èìåòü ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå [18]:

u u uxt t x� � �
�

�
�
 0 ,

(6)

ãäå � — êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, � — ñêîðîñòü ãàçà,
1



— êîýôôèöèåíò Ãåíðè.

Ïóñòü

u x e u( , )0 0�



�

� ,

u t u t0 0( ) ( , )� , u u0 00( ) � ,

u t0 ( ) — êîíöåíòðàöèÿ ãàçà íà âõîäå â òðóáêó â ìîìåíò âðåìåíè t. Îáîçíà÷èâ

u x t e x t
x t

( , ) ( , )�

 


�

�
�


� ,

ïðèâåäåì óðàâíåíèå (6) ê âèäó

� � �( , ) ( , , ( )) ( , , ( , ))x t x t u t a s y s y dsdy

tx

� � ��0

00

,
(7)

� ��( , , )x t u e t� , a s y z z( , , ) � �



�

2 ,

ñî çíà÷åíèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ

�

�

�( , )
( )

x e u
u

0
0 1

0�

 


, � �
( , ) ( )0 0t e u tt� .

Âñåâîçìîæíûå íåðàâíîìåðíîñòè ïðè ðàñïðåäåëåíèè ñîðáåíòà â òðóáêå, ïðè

ïîäà÷å ïîòîêà ãàçîâîçäóøíîé ñìåñè, åå íåîäíîðîäíîñòü è äðóãèå ôàêòîðû ïðèâî-

äÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè è

äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè, îòðàæàþùèìè ðàçëè÷íûå îòêëîíåíèÿ ïðîöåññà, êî-

òîðûå ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ áåëûõ øóìîâ íà ïëîñêîñòè. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

� � �( , ) ( , , ( )) ( , , ( , )) ( , ,x t x t u t a s y s y dsdy b s y

tx

� � ���0

00

�( , )) ( , )s y w ds dy

tx

00

�� . (8)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (8) çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîãî

ðåæèìà êîíöåíòðàöèè ãàçà íà âõîäå u t0 ( ) , ïðè êîòîðîì öåëåâîé ôóíêöèîíàë
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!( ( )) |~( , ) ( , )|u t M x t x t dxdt

TL

0

00

� 
�� � � 	 , (9)

ãäå 	 "1, ~( , )� x t — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Óðàâíå-

íèå (9) ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ñîðáöèè è äåñîðáöèè ãàçîâ.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó, ñâÿçàííóþ ñ ïðîáëåìàìè ñîðáöèè è äåñîðáöèè

ãàçîâ. Ïóñòü A x t( , ) — êîëè÷åñòâî ãàçà, ïîãëîùåííîãî åäèíèöåé ñîðáåíòà. Òîãäà

äëÿ ôóíêöèè A x t( , ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå [18]

A A Axt t x� � �
�



�� 0 ,

A x A t u t u e t( , ) , ( , ) [ ( ) ]0 0 0
1

0 0� � 
 





�
 .
(10)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, óðàâíåíèå (10) òàêæå ìîæíî ïðèâåñòè ê

óðàâíåíèþ âèäà (8) è ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òèïà (9).

Ñ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè Ãóðñà ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññà

ñóøêè âîçäóøíûì ïîòîêîì, ïðîöåññà ïðîãðåâàíèÿ ïîòîêîì âîäû è ò.ä. Ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèäà (8), (9) íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíå-

íèå (8) èìåëî, ïî êðàéíåé ìåðå, ñëàáîå ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ

ñëàáîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåò äâóìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Ãèðñàíîâà, ïðèâåäåí-

íûé â [4]. Ïðèìåð åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè äîâîëüíî îáùåãî êëàññà

çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðåí â [19].

6. ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÅ ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÏÎËß ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ áèîëîãè÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ è ýêîíîìè-

÷åñêèõ ïðîáëåì âñå áîëüøåå ïðèìåíåíèå íàõîäèò òåîðèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì

ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ãèá-

áñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ïîëÿ Èçèíãà, êîòîðûå äîñòàòî÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðè

èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòè ïîëÿ ïðè íåêîòîðûõ

åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ îáëàäàþò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ

óäîáíûìè è øèðîêî èñïîëüçóåìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ðåàëüíûõ çàäà÷ â öåëÿõ

èõ ìîäåëèðîâàíèÿ è èçó÷åíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, ïðèíÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé. Íåò âîçìîæíîñòè ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïîëÿìè, îíè äîñòàòî÷íî èçëîæåíû â [20–22].

Îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îäíîé çàäà÷å èç ýêîíîìèêè, âïåðâûå ðàññìîòðåííîé

â [23], è â äàëüíåéøåì èññëåäîâàííîé â [21]. Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäåì íåîáõî-

äèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ [20–22].

Ïóñòü # � ( , )V B — íåêîòîðûé êîíå÷íûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíî-

æåñòâîì ðåáåð B, ( , )k j — ðåáðî ãðàôà, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû k è j. Íàçîâåì

îêðåñòíîñòüþ âåðøèíû k ìíîæåñòâî N k j k j B( ) , ( , )� �{ }, ò.å. ìíîæåñòâî âåðøèí,

ñîåäèíåííûõ äóãàìè ñ âåðøèíîé k. Ïóñòü X xi i�{ } — ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ýëå-

ìåíòà i V� , ò.å. X i — ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ýëåìåíòîì (âåðøèíîé)

i V� ; X X
i

i V

�
�
$ . Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó �, îïðåäåëåííóþ íà V è ïðèíèìàþùóþ çíà-

÷åíèå â X , áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûì ïîëåì íà V. Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � çàâèñèò îò âðåìåíè t. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü � �� t ,

ïîä÷åðêèâàÿ çàâèñèìîñòü � îò âðåìåíè t. Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

� �K k k K� �{ }, , x x k KK k� �{ }, , K V% .
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíîå ïîëå � íà ( , )V B íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì, åñëè äëÿ

âñåõ k V� âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P y x P y xk k J k J k k k N k N k{ } { }{ } { }� � � �� � � � �/ /\ \ ( ) ( )

äëÿ ëþáûõ y xk K� , ãäå K J V% % .

Åñëè ïîëå � çàâèñèò îò âðåìåíè, òî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàñøèðåíèè

ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè âåðøèíû k V� . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
~

( )N k — ðàñøèðåííàÿ

îêðåñòíîñòü âåðøèíû k, åñëè
~

( ) ( )N k N k k� & . Â ýòîì ñëó÷àå
~

( ) ( )N K N K K� & .

Äëÿ ïîëåé � �� t äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ìàðêîâîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëó÷àéíîå ïîëå � �� t íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì, åñëè âûïîëíÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèå

P y x x P y x
k
t

k
t t

k
t

k
N k

t

N k
{ } {� � � � �� �� � ' ' � � � �1 0 0 1/ / ~

( )
~

(
�

)

t }.

Ìîæíî ïîêàçàòü [22], ðàñøèðÿÿ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî X è íàêëàäûâàÿ íåêîòî-
ðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî â âèäå âòîðîãî
îïðåäåëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ 1.

Âîçâðàòèìñÿ ê ýêîíîìè÷åñêîé çàäà÷å, êîòîðóþ ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ ïðèâåäåííîé âûøå ìîäåëè. Ïóñòü ìíîæåñòâî âåðøèí â ãðàôå # îçíà÷àåò
ìíîæåñòâî îðãàíèçàöèé èëè ôèðì, à ìíîæåñòâî ðåáåð — ìíîæåñòâî âçàèìîäåé-

ñòâèé ìåæäó îðãàíèçàöèÿìè. Ïóñòü X x xi i i
ni�{ }1 , ,� — ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ýëå-

ìåíòîâ xi , ò.å. êàæäîé îðãàíèçàöèè i ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-
íèé. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé ýëåìåíò i-ìíîæåñòâà X i ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèíÿ-
òèþ i-é ôèðìîé òîãî èëè èíîãî ñòàíäàðòà èëè òåõíîëîãèè. Ìàðêîâîñòü â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 2 îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ðåøåíèå çàâèñèò ëèøü îò ðåøåíèé â ïðåäûäóùèé

ìîìåíò âðåìåíè, ïðèíàäëåæàùèõ îêðåñòíîñòè
~

( )N k îðãàíèçàöèè k. Ýòî åñòåñòâåí-

íîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ
ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-ÿ ôèðìà èìååò ïðîäóêöèþ äâóõ âèäîâ, è ïóñòü rij —
äîõîä îò ïðîäàæè j-é ïðîäóêöèè i-é ôèðìîé çà îäèí ïåðèîä âðåìåíè. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî pij — ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè (íåòðóäíî âûïèñàòü óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâî-
âàíèÿ), îçíà÷àþùèå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî i-ÿ ôèðìà ïðèìåò ðåøåíèå âûïóñòèòü íà
ðûíîê ïðîäóêöèþ j-ãî òèïà, j �1 2, . Òîãäà ñðåäíèé äîõîä ri i-é ôèðìû çà îäèí ïåðè-
îä ðàâåí

Er p r p ri i i i i� �1 1 2 2 . (11)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà (11) ðàâíà ñðåäíèì äîõîäàì â åäèíèöó âðåìåíè

ñèñòåìû, ôóíêöèîíèðóþùåé â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Î÷åâèäíî, ÷òî ôèíàëüíûå

âåðîÿòíîñòè pij çàâèñÿò îò ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà,

à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, îò ñòðàòåãèè, ïðèìåíÿåìîé òîé èëè èíîé ôèðìîé. Â ÷àñòíîñ-

òè, ýêîíîìè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ñîðåâíîâàíèå íåñêîëüêèõ êîíêóðèðóþ-

ùèõ ôèðì, äîâîëüíî àäåêâàòíî ìîæíî îïèñàòü ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ Èçèíãà,

â êîòîðîé ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè èìåþò âèä
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X

,

ãäå yk è x j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ (1, à � � 0 — íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Äîêàçàíî,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå �*, ÷òî ïðè � �) * èìååòñÿ ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå [20]. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûáðàòü îïòèìàëüíóþ ïîëèòèêó äëÿ i-é

ôèðìû, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíè-

ÿìè: íàéòè max
�

Eri ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 0 * *� �*.
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Ìîæíî ïîñòàâèòü è áîëåå îáùóþ çàäà÷ó. Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî i-ÿ ôèðìà âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ äâóõ âèäîâ, ò.å. xi � 
{ }1 1, , è â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ðåøåíèå, ïðèíèìàåìîå åþ, çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòåìû è ïðè-

íÿòîãî ðåøåíèÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ i-é ôèðìû

çàäàíî ìíîæåñòâî óïðàâëåíèéUi , êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè.

Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìî-

äåëüþ Èçèíãà, íî íå èçâåñòåí ïàðàìåòð �, õàðàêòåðèçóþùèé ýòó ìîäåëü. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé Ui ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê: { }� �1 2, . Â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ, çà-

âèñÿùåé îò ïðèíÿòîãî óïðàâëåíèÿ. Åñëè çàäàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, òî çàäà÷à

ñîñòîèò â âûáîðå óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò îïòèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ. Ïðèìåðû âûáîðà ôóíêöèîíàëà è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ

ïðèâåäåíû â [21, 24].
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