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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç, ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîëè-

íîìèàëüíî ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì

âõîäíûõ äàííûõ îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ëèøü

÷àñòü êîòîðîé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ èìåííî ýòîé çàäà÷è. Îñòàëü-

íàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè òåðÿåòñÿ. Ïîýòîìó èçáûòî÷íóþ èíôîðìàöèþ öåëåñîîáðàç-

íî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, «áëèçêèõ» ê èñ-

õîäíîé.

Äëÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ [1–4] íå-

îáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå âîïðîñû:

— êàê èçìåíèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è, åñëè îïðåäåëåí-

íûì îáðàçîì èçìåíèòü çíà÷åíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ;

— êàê èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðîé çàäà÷è

êîíêðåòíûì ìåòîäîì, äëÿ ðåøåíèÿ èçìåíåííîé çàäà÷è;

— êàêóþ ìèíèìàëüíóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ íåîáõîäèìî íàêîïèòü

ïðè ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ èçìåíåííîé çàäà÷è.

Îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ àíàëèç äåÿòåëüíîñ-

òè íåêîòîðîãî ðåàëüíîãî ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî ìîäåëüþ äèñêðåòíîé îïòèìèçà-

öèè, êîòîðûé ëåæèò â îñíîâå ðàçëè÷íîãî ðîäà íîâîââåäåíèé. Êðîìå òîãî, ïðè íå-
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áîëüøèõ èçìåíåíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ ìîäåëè äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

êàê ïðàâèëî, íåóñòîé÷èâû è íåïðåäñêàçóåìû.

Ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç òîé èëè èíîé çàäà÷è äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå íåêîòîðîãî îïðåäåëåííîãî ïîäõîäà (ìåòîäà), ïðèìåíÿåìîãî

äëÿ ðåøåíèÿ èìåííî ýòîé çàäà÷è. Èçâåñòíû ïðîöåäóðû ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà

çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà ìåòîäå îòñå÷åíèé Ãîìî-

ðè, íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö [4]. Ïðè ïðîâåäåíèè ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè ìåòîäû ëîêàëüíîãî

ïîèñêà.

Ñ ïîñòîïòèìàëüíûì òåñíî ñâÿçàí ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç è âîïðîñû óñòîé÷è-

âîñòè äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì àíàëèçå èñïîëüçóåòñÿ

ñåìåéñòâî îäíîòèïíûõ çàäà÷, îòëè÷àþùèõñÿ íåêîòîðûì ïàðàìåòðîì (ëèáî â öåëå-

âîé ôóíêöèè, ëèáî â îãðàíè÷åíèÿõ), ýòî êàñàåòñÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé âñåãî ñå-

ìåéñòâà, èñõîäÿ èç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ íåêîòîðîãî ïîäñåìåéñòâà. Ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè èçó÷àþòñÿ âîïðîñû òàêîãî èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ,

êîòîðûå íå âëèÿþò íà îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ.

Âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî è ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü â [3], çàòåì â [5].

Òåîðåòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè [2] îðèåíòèðîâàíî íà

ïîëó÷åíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâó ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé çàäà÷è îòâå÷à-

åò íåêîòîðîå ñâîéñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå óñòîé÷èâîñòü çàäà÷ ê «ìàëûì»

èçìåíåíèÿì äàííûõ.

Òàêèå èññëåäîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ òî÷å÷-

íî-ìíîæåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé, è ïîíèìàíèå óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ñâÿçûâàåòñÿ

ñ íåïðåðûâíîñòüþ (ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ) óêàçàííûõ îòîáðàæåíèé ïî Õàóñäîðôó

èëè Áåðæó.

Ïîäõîä ê ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûé

ñ ïîëó÷åíèåì êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê äîïóñòèìûõ èçìåíåíèé â äàííûõ, ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [6–8]. Îäíî èç êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé, êîòîðîå ëåæèò â îñíîâå ýòîãî

ïîäõîäà, — ýòî ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è. Ïîä íèì ïîíèìàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé

ðàäèóñ îêðåñòíîñòè äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à ñî çíà÷åíèÿìè ïàðà-

ìåòðîâ ñ ýòîé îêðåñòíîñòè èìååò òî æå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî è èñõîäíàÿ.

Â [9] èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñëîæíîñòè ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà áóëåâîãî äèñ-

êðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé öåëè, â ÷àñòíîñòè, íà ñêîëüêî

ìîæíî èçìåíèòü êàæäûé êîýôôèöèåíò âåêòîðà öåëåâîé ôóíêöèè, ÷òîáû îïòèìàëü-

íîå ðåøåíèå îñòàâàëîñü íåèçìåííûì. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìè-

íàëüíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ èçìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ äîëæåí

ñóùåñòâîâàòü ïîëèíîìèíàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðà-

çîì, ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç ìíîãèõ èçâåñòíûõ NP-òðóäíûõ çàäà÷ íå ìîæåò áûòü

âûïîëíåí ïîëèíîìèíàëüíûì ìåòîäîì (àëãîðèòìîì), åñëè P NP� .

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà

äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðè èçìåíåíèè ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (èëè

äîïóñòèìîé îáëàñòè, à íå öåëåâîé ôóíêöèè [9]).

1. ÎÁ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÌ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ
ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ââåäåì ôîðìàëèçàöèþ ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîãî ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíà-

ëèçà äëÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Ïóñòü Ï — íåêîòîðàÿ NP-òðóäíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà (âîçìîæíî, è

NP-ïîëíàÿ), I — ýêçåìïëÿð çàäà÷è Ï. Êàæäîìó ýêçåìïëÿðó I çàäà÷è Ï ïîñòàâëåíî

â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî { }�( )I ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è Ï. Ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç

äëÿ ïàðû ( , ( ) )I I{ }� äàåò îòâåò íà âîïðîñ: êàê, çíàÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìï-

ëÿðà I ( ( ) ){opt }I , íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ðåøåíèÿ) I� çàäà÷ ñ{ }�( )I ( ( ) ){opt }I� .

Ââåäåì ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîãî ïîñòîïòèìàëüíîãî ñâåäåíèÿ ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è
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Ï ( )�efp . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f n( ) ïîëèíîìèàëüíîãî ðîñòà

( ( ) ( ))f n n� poly , åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âû-

ïîëíÿåòñÿ f n nc( ) � .

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýêçåìïëÿð � �I Ï ýôôåêòèâíî ïîñòîïòè-

ìàëüíî ñâîäèòñÿ ê ýêçåìïëÿðó I Ï� , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñ-

ëèìàÿ íà äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà (ÄÌÒ) ôóíêöèÿ f (. ) , ÷òî

opt opt( ) ( ( ))I f I� � , îáîçíà÷åíèå I I� �efp ( f — ñëîæíîñòü, ÷èñëî òàêòîâ ÄÌÒ).

Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýêçåìïëÿðà I Ï� îáîçíà÷èì

C I I I I( ) :� � � �{ }efp .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ïàðû ( , ( ) )I I{ }� áó-

äåò ýôôåêòèâíûì, åñëè { }�( ) ( )I C I� .

Òåîðåìà 1. Åñëè NP P� , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ( , ( ) )I I{ }� , äëÿ êîòîðîé ïðî-

âåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà íåýôôåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Ï} — ìíîæåñòâî âñåõ ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è Ï è ýêçåì-

ïëÿð I Ï1 �{ }òàêîé, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì,

êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèÿ çàäà÷è (òàêîé ýêçåìïëÿð äëÿ êàæäîé NP-òðóäíîé ïðî-

áëåìû Ï ñóùåñòâóåò è çàâèñèò îò îñîáåííîñòåé çàäà÷è Ï). Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíîé ïàðû ( , ( ) )I I{ }� ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà ýôôåêòèâíî.

Ïîëîæèì I I Ï� �1 { }, { ( )} { }\� I Ï I� 1 è ðàññìîòðèì ïàðó ( , ( ) )I I{ }� . Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ 3 { }\ ( )Ï I C I1 1� , îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � �I Ï I{ }\ 1, I I� �efp 1 .

Â ñèëó âûáîðà I1 ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð I Ï�{ }ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíîìè-

àëüíîå âðåìÿ, òàêèì îáðàçîì, NP P� , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 1 ïîêàçûâàåò ñëîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî

àíàëèçà äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ñóùåñòâóþò òàêèå ýêçåìïëÿðû NP-òðóä-

íûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå

ïðîñòûì, ÷åì îáû÷íîå ïåðåðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîä òåîðåìó 1 ïîäïàäàåò ðåçóëüòàò, ðàññìîòðåííûé â [9], ãäå ïîêàçà-

íî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ìåòîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ èç-

ìåíåíèé êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè (÷òîáû îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îñòàâàëîñü íå-

èçìåííûì) äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïîëèíîìèàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè NP P� , òî ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà çàäà÷è, ðàñ-

ñìîòðåííîé â [9], íåýôôåêòèâíî.

2. Î ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ
ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( )P âèäà

min ( ) ( ){ }f x f x xn� 	 	1 � ,

x G B n n� 
 �{ }01, ,

à òàêæå ñåìåéñòâî { }PI äèñêðåòíûõ çàäà÷ ( )PI îïòèìèçàöèè:

min ( ) ( ){ }f x f x xn� 	 	1 � ,

x G BI
n n� 
 �{ }01, ,

ãäå I I I I q� 	 	{ }1 2, � — ýêçåìïëÿðû ñåìåéñòâà çàäà÷ ( )PI , q n� poly( ) , ñðåäè

I I q1	 	� åñòü ýêçåìïëÿð, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å (P) (ò.å. � �j G GI j
: ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x y B n, � : x y� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x yi i� ,

i n�1,... , .

Òåîðåìà 2. Åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

a) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøå-

íèÿ x çàäà÷è (P) òàêîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò x G x x x x�� � � � �, , ;
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á) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x* çàäà÷è (P) ñóùåñòâóºò ýêçåì-

ïëÿð I p ñåìåéñòâà ( )PI , ÷òî x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî GI p
;

â) I I I q1 2� � �efp efp efp� ,

òî çàäà÷à (P) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ï. à) äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (P) ìîæíî ïîëó-

÷èòü çà âðåìÿ poly( )n .

Ñîãëàñíî ï. á) ñòðîèì ýêçåìïëÿð I p (çà âðåìÿ, íå áîëüøåå poly( )n ) ( )PI òàêîé,

÷òî x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà GI p
.

Ñîãëàñíî ï. â) çà âðåìÿ, íå áîëüøåå poly poly poly( ) ( ) [ ( )]n n n � 2 , ïîëó÷àåì

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x* çàäà÷è (P) (ïîñêîëüêó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I I q1	 	�

� �:G GI j
).

Òàêèì îáðàçîì, çà âðåìÿ, íå áîëüøåå poly poly poly( ) ( ) [ ( )]n n n� � 2 , ïîëó÷èì

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (P).

Çàìå÷àíèå 3. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îáùíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è (P):

íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà öåëåâóþ ôóíêöèþ f x( ) è äîïóñòèìóþ îáëàñòü G .

3. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
ÇÀÄÀ×È Î ÏÎÊÐÛÒÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ

Çàäà÷ó î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïîñòàíîâêå (çàäà÷à

Ï A c( , )):

�min ( ) ( )f x c x x Q Ai i

i

n

� �
�
�
�

�
�
��

�
1

,

Q A x B a x i mn
ij j

j

n

( ) , ,... ,� � � �
�

�
�

�
�
�

��

�
�
�

���
�

1

1 1 ,

A aij�{ }, i m�1,... , ; j n�1,... , ; A m n� ( , ) — áóëåâà ìàòðèöà ( )m n� ; ci � 0 ,

i n�1,... , .

Äëÿ áóëåâûõ ( , )m n -ìàòðèö A aij�{ } , B bij�{ } ââåäåì ìåòðèêó

� �� (A B a bij iji j
, )

,
� �� .

Ïóñòü x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è î ïîêðûòèè Ï A c( , ) è

A� òàêàÿ, ÷òî �( , )A A� �1.

Ìîæíî ëè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îïðåäåëèòü, ÷òî x* îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì

ðåøåíèåì çàäà÷è Ï A c( , )� , è åñëè íåò, òî íàéòè ýòî ðåøåíèå? Â ñâÿçè ñ ýòèì ïóñòü

Find ( ( , ), )*Ï A c x� — ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x* çàäà-

÷è Ï A c( , )� , èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x* çàäà÷è Ï A c( , ) (ðåçóëüòàò x* ).

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ñîäåðæèò íå áîëü-

øå
c

c
nmax

min

 øàãîâ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

�( , )( maxmaxA c c c
i

i� { }; c c
i

imin min� { }).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà — ìåòîä âåêòîðà

ñïàäà ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì x0 1 1� ( ,... , ) [2].

Òåîðåìà 3 [2]. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f x( ) , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå G

(çàäà÷à (P)), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó íà G, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî f x c( ) �
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x G� ;
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2) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � � 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ òî÷åê x� , �� �x G òà-

êèõ, ÷òî f x f x( ) ( )� � �� , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | ( ) ( ) |f x f x� � �� � �.

Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x G0 � ðàäèóñà r � 0

ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïî àëãîðèòìó ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, êîòîðîå íå

ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ( ( ) )*f x c0 1� �� .

Â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ci � 0 , i n�1,... , , èç óñëîâèÿ 1) èìååì f x( ) � 0 , èç

óñëîâèÿ 2) — � � cmin ; f x c n cii

n
( ) max

0
1

� � �� , ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó 1.

Ïóñòü M m�{ }1,... , , N n�{ }1,... , , K i ik1 1� 	 	{ }� — íåêîòîðàÿ âûáîðêà èç N ,

îáúåìîì k k n k m( , )1� � � . Òî÷êà � � �� 	 	 �( )1 � n
nB òàêàÿ, ÷òî � j �1ïðè j K� 1 ,

� j � 0 ïðè j N� \ K1 , à � � �i i
n
i nB� �( ,... , )

1
òàêàÿ, ÷òî � i

i �1, � j
i � 0 ïðè j i� .

Îïèøåìî êëàñ { }A� áóëåâûõ ( , )m n -ìàòðèö A Aij�{ } . A A�{ }� òîãäà è òîëüêî òîã-

äà, êîãäà ìàòðèöà A íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ è íóëåâûõ ñòðîê è, êðîìå ýòîãî, âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

• ó ìàòðèöû A åñòü ïîäìàòðèöà A

i

ik

1

1

�

�

�

�
�
��

 

!

"
"
""

�

�

... ;

• ó ìàòðèöû A åñòü ïîäìàòðèöà A a i M K j Nij
2

1� � �{ }( \ , ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî i M K aij

j K

� �
�
�\ 1 1

1

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ó A 2 ïðîèçâîëüíû.

Ïóñòü x x x Bn
n* * *( ,... , )� �1 òàêîé, ÷òî x xi ik1

1* *� � �� , îñòàëüíûå êîîðäèíàòû

âåêòîðà x* ðàâíû 0, A A* �{ }� .

Ëåììà 2. x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è Ï A c( , )* .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ñ òîãî, ÷òî x* — åäèíñòâåííîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå

ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è, òàêîå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò x Q A�� ( )* , x x� � * , x x� � * , ñëåäîâà-

òåëüíî, îíî è áóäåò îïòèìàëüíûì.

Òåîðåìà 4. Çàäà÷à î ïîêðûòèè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ýêçåìïëÿðà I Ï A c� ( , ) , åñëè ïðîöåäóðó Find ( ( , ), )*Ï A c x� ìîæíî âûïîëíèòü çà ïî-

ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è Ï A c( , )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.

Ïóíêò à) ñëåäóåò èç ëåììû 1, è ïóñòü x* — ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîå ðå-

øåíèå çàäà÷è Ï A c( , ) .

Ïóíêò á) ñëåäóåò èç ëåììû 2.

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ï. â). Áóäåì èñõîäèòü èç ìàòðèöû A * , ïðèìåíÿÿ

ïðîöåäóðó Find ( ( , ), )*Ï A c x� . Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ( , )m n -ìàòðèöû A

T A( ) — ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A ñ çàìåíîé ïðîèçâîëüíîãî åå îäíîãî ýëåìåíòà 0

íà 1, èëè 1 íà 0. Áóäåì ïèñàòü, ÷òî A T A� � ( ) , åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê A ïðåîáðà-

çîâàíèÿ T ïîëó÷èëàñü ìàòðèöà A� (ÿñíî, ÷òî �( , )A A� �1).

Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A * , ïðèìåíÿÿ íå

áîëüøå m n ïðåîáðàçîâàíèé T:

A A A A A
T T T T

k
* ...# $# # $# # $# # $# �1 2 , (1)

ãäå A T A1 � ( )* , �( , )*A A1 1� , A T Ai i� �1 ( ) , �( , )A Ai i� �1 1, i k� �1 1,... , ;

k m n n�  � 2 .

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ïîëèíîìèàëüíóþ ïðîöåäóðó

Find ( ( , ), )*Ï A c x� k ðàç (k m n n�  � 2 ), ïîëó÷èì, ÷òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïî-
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ñòðîåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x* äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è Ï A c( , ) è

ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I I I Ik k1 2 1, ,	 	 �� ýêçåìïëÿðîâ ñåìåéñòâà çà-

äà÷ (÷òî ñîîòâåòñòâóþò Ï A c( , )), ï. â) òåîðåìû 2, ïðè÷åì I I1 2� �efp efp ...

�� � �efp efpI Ik k 1 , ãäå I Ï A c1 � ( , )* , I Ï A c2 1� ( , ) , I Ï A c3 2� ( , ) , . . . ,

... , ( , )I Ï A ck k� �1 , I Ï A ck k� �1 ( , ) , A Ak � .

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè P NP� , òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýêçåìïëÿð I çàäà÷è Ï A c( , )� ,

÷òî ïðîöåäóðà Find ( ( , ), )*Ï A c x� íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà êîíòðïîçèöèè ê òåîðåìå 4

(åñëè NP-ïîëíàÿ çàäà÷à î ïîêðûòèè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ýêçåìïëÿðà I, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P NP� ).

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè P NP� , òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýêçåìïëÿð I çàäà÷è Ï A c( , ) ,

÷òî ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ïàðû ( , )I I� íåýôôåêòèâíî (I � ïîëó-

÷àåòñÿ èç I çàìåíîé ìàòðèöû A íà A�).
Òåîðåìà 4 è ñëåäñòâèå èç íåe ïîêàçûâàþò ñëîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòè-

ìàëüíîãî àíàëèçà çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè. Åñëè ìàòðèöà îãðàíè÷åíèé çà-

äà÷è î ïîêðûòèè îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è ëèøü îäíîé

ïîçèöèåé, òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà (ìåòîäà), êîòîðûé ìîæåò

ïðîâåðèòü íà îïòèìàëüíîñòü èëè íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

4. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÍÖÅ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ áóëåâó çàäà÷ó î ðàíöå â ïîñòàíîâêå (R a b c( , , )):

max ( ) | ( , ){ }f x c x x Q a bi

i

n

i� �
�
�

1

,

Q a b x B a x bn
j

j

n

j( , ) |� � �
�
�{ }

1

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå a j , c j è b — öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà:

a a a Zn
n� 	 	 �( )1 � , c c c Zn

n� 	 	 �( )1 � , b Z� 1 , Z x x x xn
n i� � �{ ( , ... , }|1 0 ,

xi — öåëûå, i n�1, ... , . Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à R a b c( , , ) — NP-ïîëíàÿ [10].

Äëÿ x x x x Zn n
n� 	 	 ��
�( , )1 1

1
� , y y yn� 	 	( 1 � , y Zn

n
�

��1
1) ââåäåì ìåòðèêó

�( , ) | |x y x yi

i

n

i� �
�

�

�
0

1

. Ïóñòü a a a b Zn
n� 	 	 � �( , )1

1
� , à a� òàêîé, ÷òî �( , )a a� �1(çà-

äà÷ó R a b c( , , ) ìîæíî îáîçíà÷èòü è òàê: R a c( , ) ). Åñëè x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è R a c( , ) , òî ìîæíî ëè çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îïðåäåëèòü, ÷òî

x* îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è R a c( , )� , à åñëè ýòî íå òàê, òî îïðåäå-

ëèòü ýòî ðåøåíèå? Â ñâÿçè ñ ýòèì ïóñòü Find ( ( , ), )*R a c x� — ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x* çàäà÷è R a c( , )� , èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðå-

øåíèÿ x* çàäà÷è R a c( , ) (ðåçóëüòàò — â x* ).

Áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.

Ëåììà 1� . Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ñîäåðæèò íå áîëåå
c

c
nmax

min

 øàãîâ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è R a c( , )

( maxmaxc c
i

i� { }; c c
i

imin min� { }).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà — ìåòîä âåêòîðà

ñïàäà ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì x0 0 0� ( ,... , ) .
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Òåîðåìà 3� [2] . Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f x( ) , îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâî G (çà-

äà÷à (P) ñ çàìåíîé min íà max), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà G , ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c , ÷òî f x c( ) �
äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x G� ;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî � � 0 , ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ òî÷åê x x G� �� �,

òàêèõ, ÷òî f x f x( ) ( )� � �� , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | ( ) ( )|f x f x� � �� � � .

Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x G0 � ðàäèóñà r � 0

ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïî àëãîðèòìó ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, êîòîðîå íå

ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû ( ( ))*c f x� �0 1� .

Â äàííîì ñëó÷àå (x1 1 1� ( , ... , )) óñëîâèå 1) äàåò f x c f x ci

i

n

( ) ( )� � � �
�
�1

1

� n c* max , f x( )0 0� , óñëîâèå 2) — � � cmin , ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2� , ïîëó÷åííîé èç òåîðåìû 2 çàìåíîé ï. à) íà

ñëåäóþùèé ïóíêò: ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïóñ-

òèìîãî ðåøåíèÿ x çàäà÷è (P) òàêîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò x G x x x x�� � � � �, , .

Ïóñòü N n�{ }1 2, , ... , , K i ik1 1� 	 	{ }� — íåêîòîðàÿ âûáîðêà èç N îáúåìà

k k n( )1� � , x x x Bn
n* * *( ,... , )� �1 òàêîé, ÷òî x x

i ik1
1* *� � �� , îñòàëüíûå êîîðäèíàòû

âåêòîðà x* ðàâíû 0. Ïóñòü âåêòîð a a a bn
* * * *( ,... , , )� 1 òàêîé, ÷òî

a a a k
i i j

k1
1 1* * , *� � � � �� ïðè j N K� \ 1 , b k* � .

Ëåììà 2� . x* — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è R a c( , )* .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x* — åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøå-

íèå I çàäà÷è R a c( , )* òàêîå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò x Q a b�� ( , )* * , x x� � * , x x� � * .

Òåîðåìà 4� . Çàäà÷à î ðàíöå ïîëèíîìèíàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ýêçåìïëÿðà I R a c� ( , ) , åñëè ïðîöåäóðó Find ( ( , ), )*R a c x� ìîæíî âûïîëíèòü çà ïî-

ëèíîìèíàëüíîå âðåìÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è R a c( , )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2�.

Ïóíêò à) ñëåäóåò èç ëåììû 1�, è ïóñòü x* — ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîå ðå-

øåíèå çàäà÷è R a c( , ) , ï. á) ñëåäóåò èç ëåììû 2�. Ñôîðìóëèðóåì ï. â). Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà a îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé c, êîòîðàÿ íå çàâè-

ñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n .

Áóäåì èñõîäèòü èç âåêòîðà a * , ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó Find ( ( , ), )* *R a c x . Ïóñòü

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a Z n� �1 T a( ) — ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà a ñ óâåëè÷å-

íèåì èëè óìåíüøåíèåì ðîâíî îäíîãî åãî êîìïîíåíòà íà åäèíèöó. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî a T a� � ( ) , åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê a ïðåîáðàçîâàíèÿ T ïîëó÷èì âåêòîð a�
(ÿñíî, ÷òî �( , )a a� �1 ).

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ìîæíî ïîëó÷èòü èç âåêòîðà a * , ïðèìåíÿÿ íå áîëüøå

c n �( )1 ïðåîáðàçîâàíèé T :

a a a a
T T T k* ...# $# # $# # $# �1 ; (2)

ãäå a T a1 � ( )* , � ( , )*a a1 1� ; a T ai i� �1 ( ) , �( , )a ai i� �1 1, i k� �1 1,... , ;

k c n�  �( )1 .

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2) ïîëèíîìèàëüíóþ ïðîöåäóðó

Find ( ( , ), )* *R a c x k ðàç (k c n�  �( )1 ), ïîëó÷èì, ÷òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (íå

áîëüøå, ÷åì c n n* ( )* ( )�1 poly ) ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x* äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è R a c( , ) è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

I I I Ik k1 2 1, ,	 	 �� ýêçåìïëÿðîâ ñåìåéñòâà çàäà÷ (êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò R a c( , )* )
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ñ ï. â) òåîðåìû 2�, ïðè÷åì

I I I Ik k1 2 1� � � � �efp efp efp efp� ,

I R a c1 � ( , )* , I R a c2
1� ( , ) , I R a c3

2� ( , ) , ..., I R a ck
k� �( , )1 ,

I R a ck
k

� �1 ( , ) , a ak � .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2�, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4�.
Çàìå÷àíèå 4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4� ïîäõîäèò äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïî-

íåíòû âåêòîðà a îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïîëèíîìîì îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è (poly( )n ) .

Ñëåäñòâèå 1�. Åñëè P NP� , òî ñóùåñòâóåò ýêçåìïëÿð I çàäà÷è R a c( , )� òàêîé, ÷òî

ïðîöåäóðà Find ( ( , ), )*R a c x� íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ñëåäñòâèå 2�. Åñëè P NP� , òî ñóùåñòâóåò ýêçåìïëÿð I çàäà÷è R a c( , ) òàêîé,

÷òî ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ïàðû ( , )I I� íåýôôåêòèâíî (I� ïîëó-

÷àåòñÿ èç I çàìåíîé âåêòîðà a íà a� ).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4� è ñëåäñòâèÿ èç íåå ïîêàçûâàþò ñëîæíîñòü ïðîâåäå-

íèÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà çàäà÷è î ðàíöå.
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