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Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ èììèãðàöèåé, ðàâíîìåðíàÿ òîïîëîãèÿ,
äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë.

Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âåòâëåíèÿ [1, ñ. 11]. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû îïèñûâàþò
äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ðåàëüíûõ ÿâëåíèé â ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, òåõíè-
êå, äåìîãðàôèè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Îòìåòèì âàæíûå ïðèìåíåíèÿ
ýòèõ ïðîöåññîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íàäåæíîñòè [2].

Êëàññ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ âêëþ÷àåò òàêæå ïðîöåññû ñ èììèãðàöèåé, â êîòî-
ðûõ íàðÿäó ñ ðàçìíîæåíèåì è ïðåâðàùåíèåì ÷àñòèö èìååòñÿ ïîñòîÿííûé ïðèòîê
÷àñòèö èçâíå, óïðàâëÿåìûé ñëó÷àéíûì ìåõàíèçìîì, íå çàâèñÿùèì îò ÷èñëà ñóùåñ-
òâóþùèõ ÷àñòèö. Ïîñòðîèì ìîäåëü âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ èììèãðàöèåé, êîòîðàÿ
áóäåò èññëåäîâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå.

Ïóñòü { ( ), , , , }Z m m � 0 1 2 � — âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ Ãàëüòîíà–Âàòñîíà [1, ñ. 13],
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Êðîìå òîãî, ïóñòü � — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
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Îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ Y m( ) ìîæíî ìîäåëèðîâàòü âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññîì
Q m Q m Q m( ) ( ( ), ( ))� 1 2 , m � 0 1, ,� , ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è äâóìÿ òèïàìè ÷àñòèö
T T1 2, . Çàäàäèì äëÿ ïðîöåññà Q m( ) âåðîÿòíîñòè ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèö ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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æåíèÿ ôèêòèâíîé ÷àñòèöû òèïà T1, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò íîâûå ÷àñòèöû òèïà T2 ,
à ñàìà íå èñ÷åçàåò è íå ðàçìíîæàåòñÿ. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ òàêîãî ïðîöåññà çà-
ïèøåòñÿ â âèäå
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Ïåðåä òåì êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó, óñòàíîâèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ.

Ëåììà 1. Ïóñòü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ äâóìÿ òèïàìè ÷àñòèö T1 è T2 çàäàåòñÿ

ñõåìîé (1). Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ÷àñòèö òèïà T1 è T2 â ìîìåíò âðåìåíè m
èìååò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïàðàìåòðó m.
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Ëåììà 2. Ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ l � 2 . Îáùèé ñëó÷àé äîêàçû-

âàåòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïðåäñòàâèì
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Ëåììà 2 äîêàçàíà.
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Ëåììà 3 [3]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � �� �( ) ( )n o� � 1 è ìíîæåñòâî �n
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# #� �� , ñóùåñòâóþò s2 0 1( ) [ , ]� � è N ( )� � � òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ

s s�[ ( ), ]2 1� , n N� ( )� è j �1 2, ,� ñïðàâåäëèâà îöåíêà (ëåììà 3)
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1( ( ))

( ) ( ( ))
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s
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j

j

�

�
�

�

�

� �
1

. (5)

Ïóñòü s2 ( )� íàñòîëüêî áëèçêî ê 1, ÷òî âñå ÷ëåíû íåðàâåíñòâà (5) ïðèíàäëåæàò

îòðåçêó [ ( ), ]s1 1� . Ïîëîæèì s s s( ) max [ ( ), ( )]� � �� 1 2 . Òîãäà äëÿ âñåõ s s�[ ( ), ]� 1 è

n N� ( )� íåðàâåíñòâà (4) è (5) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ïóñòü N ( )� òàêîå,

÷òî äëÿ âñåõ n N� ( )� e sn	 �� �/ [ ( ), ]1 . Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (4) è (5) ñëåäóåò
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Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî 0
1

2
# # �

�
�

�

�
�� �� �min ,a ,

èìååì

lim ln [ ( ( ))] ln( )
[ ]

n
n n

j n

j

nt

p qg f e
qa

��
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� � 	� �� �

��0

1 2
1�

	�

�

�
�

�

�

�
�

1

2

1
� �


�

e t

.

Ðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî. Äîêàçàòåëüñòâî (3) àíàëîãè÷íî. Âìåñòî ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y k m( , ) èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ Y k m Y k ml( , ), , ( , )1 � , êîòîðàÿ íàéäåíà â ëåììå 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ëàï-

ëàñà êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà y t0 ( ) , t � 0 , ñ êîýô-
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ôèöèåíòàìè ïåðåíîñà a x x qa( ) � � � è äèôôóçèè b x x( ) � �� . Òàêèì îáðàçîì,

îñíîâíîé ðåçóëüòàò òåîðåìû 1 ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè y tn ( ) ê äèô-

ôóçèîííîìó ïðîöåññó y t0 ( ) â ñìûñëå êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîêàæåì,

÷òî ïðè òåõ ñàìûõ óñëîâèÿõ y tn ( ) ñõîäèòñÿ ê ïðîöåññó y t0 ( ) â ðàâíîìåðíîé òî-

ïîëîãèè U [4].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a n
n

o
n

�


( ) � � � �

�
�

�

�
�1

1
, � �� �( ) ( )n o� � 1 , a n a o� �( ) ( )� � 1 ,

ìíîæåñòâà �n
2 è Hn ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìû. Òîãäà íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìå-

æóòêå [ , ]0 T ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y tn ( ) ñõîäèòñÿ â U-òîïîëîãèè ê äèôôóçèîííîìó

ïðîöåññó y t0 ( ) , t � 0 , ñ êîýôôèöèåíòîì ïåðåíîñà a x x qa( ) � � � è äèôôóçèè

b x x( ) � �� .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4. Ïóñòü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ äâóìÿ òèïàìè ÷àñòèö T1 è T2 çàäàåòñÿ

ñõåìîé (1). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ïåðâûå ìîìåíòû � �, êîíå÷íû, a a� � �, � , òî ìàòðèöà ìàòåìàòè÷åñêèõ
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(6)

Óòâåðæäåíèÿ 1, 2 ëåììû 4 ñëåäóþò èç ëåììû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � j n( )

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà { , , , }0 1� N . Ïîñêîëüêó òðàåê-
òîðèè ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåïðåðûâíû, äëÿ ñõîäèìîñòè y tn ( )
ê y t0 ( ) â U-òîïîëîãèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü â J-òîïîëîãèè [4]. Äëÿ ýòî-
ãî îöåíèì âåðîÿòíîñòü

�n n n n nP y t y t y t y t t t t� 	 � 	 � � # # �( | ( ) ( ) | , | ( ) ( ) | ),1 2 1 20� � T.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà èìååì

�n n n n nE y t y t y t y t� 	 	 �[ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))]� �� �1 2

� 	 	 �E y t y t E y t y t y tn n n n n[ ( ( ) ( )) { ( ( ) ( )) ( )}]� �� �1 2

� 	 		� � �
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1 2
2E y t y t E y t y t y tn n n n n[ ( ( ) ( )) {( ( ) ( )) ( )}] ,
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Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a n
n

�


( ) � �1 . Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðåçóëü-

òàòû ëåììû 4, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
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Èñïîëüçóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ

n nt n nt n nt n nt	 	 	 		 � 	1
2

1 1
2

1
1[ ] [ ] [ ] [ ] ,

n nt n nt n nt n nt	 	 	 		 � 	1 1
1

1
2

1
1[ ] [ ] [ ] [ ] ,

èìååì
�n C N T q n nt n nt� 		 	

� ( , , )( [ ] [ ]) /1
2

1
1

3 2 ,

ãäå C N T q� ( , , ) — êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò n .

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: t t n2 1
1	 � 	 è t t n2 1

1	 � 	 . Âî âòîðîì ñëó÷àå

�n C N T q n nt n nt C N T q t t� 	 � 		 	
� �( , , )( [ ] [ ]) ( , , )(/1

2
1

1
3 2

2 1 � �	n 1 3 2) /

� 	23 2
2 1

3 2/ /( , , )( )C N T q t t� . (9)

Íåðàâåíñòâî (9) ñïðàâåäëèâî è â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ïðè t t n2 1
1	 � 	

�n � 0 . Â ñèëó òåîðåìû 15.6 [5] èç íåðàâåíñòâà (9) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü y tn ( )
ê y t0 ( ) â J-òîïîëîãèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � j n( ) ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå çíà-
÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà { , , , }0 1 2 � . Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî N �1 2 3, , ,� ïðåäñòàâèì ïðî-
öåññ ñ èììèãðàöèåé â âèäå
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ y tn ( ) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ñóììó

äâóõ ïðîöåññîâ y t y t y tn n
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Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � j
n ñëàáî ñõîäÿò-

ñÿ ïðè n � � ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå �. Òîãäà â ñèëó ðàâíîìåðíîé èíòåã-
ðèðîâàííîñòè ìíîæåñòâà Hn èìååì
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, lim ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) (1) .

Ïóñòü y tN
0
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Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò y t y t
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îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü êîíå÷íî-

ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ðàâåíñòâî (11) äîêàçûâàåò

y t y tN
d

N0 0( ) ( ))
��

.

Ñîãëàñíî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû ïîñëåäíèå äâà ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî óñèëèòü:
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.2 èç [5] è çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî,
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî
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Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

P y t P Y m n
t T

n
N

m nT N

nsup ( ) max ( )
[ , ] [ ]� � �

�
�

�

&
'
(

� �
�

0
1 1 1

� �
�

&
'
(

�

� � �
�

�
�

�

�
�

�


�

�
� �

	

P
Y m

a n
n

nm nT

N

n

m

nT

max
( )

( )

| |

[ ]

[ ]

1

1 1

�

�


�

&

'
�

(�
�

� � �
�

�
�

�

�
�

� �

	

E P
Y m

a n
n

n
F

m nT

N

n

m

nT

nmax
( )

( )

| |

[ ]

[ ]

[
1

1 1

�

�


T ]

�


�

��

&

'
�

(�

�


�

��

&

'
�

(�
,

ãäå F nT[ ] — �-àëãåáðà, ïîðîæäàåìàÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè 	([ ])nt , t T� .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé òðàåêòîðèè 	([ ])nt , 0 � �t T, ïðîöåññ

Y m a n
N
n m

1
( ) / ( )

�
, m nT�1 2, , ,[ ]� , ÿâëÿåòñÿ ïîëóìàðòèíãàëîì, òî, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-

ñòâî Äóáà [6, ñ. 283] äëÿ ïîëóìàðòèíãàëîâ, íàõîäèì

P y t
n n

E E
Y

t T
n
N

nT

sup ( )
| |

[ , ]

[ ]

�
�

�

�

&
'
(

� �
�

�
�

�

�
�

0
1

11
1�

�

 N
n

nT nT

nT

a n
F

([ ])

( )[ ] [ ]

�

�


�

��

&

'
�

(�

�


�

��

&

'
�

(�
�

�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	1
1

1
n

n

n

E n E a n

nT

N

nT

j

j

�




�

�

�

| |

( ) ( )

[ ]

[ ]

�
�

�

�

��

&
'
�

(�
�

1

	 ([ ])nT

�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	1
1

1

1

n

n

n

E n
a n

a

nT

N

nT

�




�

�

�

| |

( )
( )

(

[ ]

[ ]

n )	
�

1

�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	
��

�

T n

n

e

T

n

n

nT

T

�



  

1

1

1
1

| |

max , ln

[ ]

�
�

�
�

�

�

&
'
(

E n
N

� ( ) .

160 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2010, ¹ 3



Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (12).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåíèì äàííóþ òåîðåìó äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñóììàðíîãî

êîëè÷åñòâà ÷àñòèö âî âñåõ ïîêîëåíèÿõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà îñíîâàíî íà ñõîäèìîñòè y tn ( ) ê y t0 ( ) â ðàâ-

íîìåðíîé òîïîëîãèè è èñïîëüçîâàíèè ÿâíîãî âèäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ïðîöåññà y t0 ( ) .
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