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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíîå ðàçìåùåíèå, ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèé, àñèìïòîòè÷åñêèå íå-

ðàâåíñòâà, ôîðìóëà Ñòèðëèíãà äëÿ ãàììà-ôóíêöèè, ìåòîä êîëëèçèé äëÿ õýø-ôóíêöèé.

Ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [1, 2]. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãðóïïà èç n ëþ-

äåé (n � 365 ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äåíü ðîæäåíèÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà èç ãðóïïû ïðèõîäèòñÿ

ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íà îäèí èç 365 äíåé. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ãðóïïå íàé-

äóòñÿ õîòÿ áû äâà ÷åëîâåêà, äíè ðîæäåíèé êîòîðûõ ñîâïàäàþò, ðàâíà
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Ðàçìåð ãðóïïû, ãäå ñ âåðîÿòíîñòüþ p � 1 íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà ÷åëîâåêà ñ ñîâ-

ïàäàþùèìè äíÿìè ðîæäåíèÿ, ðàâåí 366, à äëÿ p � 1 îí ãîðàçäî ìåíüøå: P( ) , ...23 0 507� ,

P( ) , ...57 0 990� è ò.ä. (ò.å. â ãðóïïå èç 23 ÷åëîâåê ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé
1

2
, íàéäóòñÿ äâà

÷åëîâåêà ñ ñîâïàäàþùèìè äíÿìè ðîæäåíèÿ). Ïàðàäîêñ ñîñòîèò â êàæóùåìñÿ ïðîòèâîðå÷èè ñ

ìàëûì ðàçìåðîì ãðóïïû ïðè çàäàííîì p � ( ; )0 1 . Ïîäðîáíåå ñì. â [2].

Îöåíêè âåðîÿòíîñòåé è ðàçìåðà ãðóïïû â çàäà÷å î äíÿõ ðîæäåíèÿ èìåþò âàæíûå ïðè-

ìåíåíèÿ ïðè àóòåíòèôèêàöèè, ïîñòðîåíèè õýø-ôóíêöèé, â êîäèðîâàíèè, â êðèïòîàíàëèçå,

ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.

1. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó î ðàçìåðå ãðóïïû â ïàðàäîêñå äíåé ðîæäåíèé â îáùåì ñëó÷àå

(â òåðìèíàõ ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì). Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà m N� , p � ( ; )0 1 , m — ÷èñ-

ëî ÿ÷ååê, â ïàðàäîêñå m � 365. Ïóñòü òàêæå P nm( ) — âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè n ÷àñ-

òèö ïî m ÿ÷åéêàì ïî êðàéíåé ìåðå äâå ÷àñòèöû ïîïàäóò â îäíó ÿ÷åéêó (ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäàÿ

÷àñòèöà ðàçìåùàåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ è ðàâíîâåðîÿòíî ïî m ÿ÷åéêàì):
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ãäå Q n P nm m( ) ( )� �1 — âåðîÿòíîñòü, ÷òî âñå ÷àñòèöû ïîïàäóò â ðàçíûå ÿ÷åéêè, òîãäà

P n( ) 
 âîçðàñòàåò ïî n ïðè ôèêñèðîâàííîì m, P P( ) ( )0 1 0� � , P m( )� �1 1 (äëÿ óïðîùåíèÿ

çàïèñè âìåñòî P nm( ) áóäåì ïèñàòü P n( )).

Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n n m m� � �( ) [ ; ]1 1 , êîòîðîå çàâèñèò îò m è p, èç ñëåäó-

þùåãî óñëîâèÿ:

P n p P n( ) ( )� � �1 , (2)

ò.å. n m( ) — ìèíèìàëüíîå ÷èñëî n ÷àñòèö òàêîå, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè n ÷àñòèö â m

ÿ÷åéêàõ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ ÷àñòèö â îäíó ÿ÷åéêó íå ìåíü-

øå p. Íàïðèìåð, åñëè p �
1

2
, m � 365, òî n( )365 23� , òàê êàê P P( ) ( )22

1

2
23� � .

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè n m( ) . Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò (ñì., íàïðèìåð, [2]):

n m am o m( ) ( )� �2 , m � � ,
ãäå a p� � � ln ( )1 0 .

Öåëü äàííîé ñòàòüè — äîêàçàòü òåîðåìó 1, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò ýòîò ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü p � ( ; )0 1 ôèêñèðîâàíî, a p� � �ln ( )1 , òîãäà n m( ) � �2am m� ( ) ,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }� ( ),m m � 1 îãðàíè÷åíà è lim ( )
m

m
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè î ñâîéñò-

âàõ ãàììà-ôóíêöèè �( )x [3], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà n, m èç (1) ìîãóò ìåíÿòüñÿ íåïðåðûâ-

íî. Ïóñòü
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íàòóðàëüíûõ x , y â (3) ïîëó÷àåì Q nm( ) èç ôîðìóëû (1).
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ðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âîçìîæíî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà [3], òàêæå
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Îòñþäà è èç âîçðàñòàíèÿ f t' ( ) ñëåäóåò, ÷òî f t( ) ïðè t y� ( ; ]0 0 óáûâàåò è ïðè

t y y� �( ; ]0 1 âîçðàñòàåò. Îòñþäà � �z0 0 1( , ) òàêîå, ÷òî Qy ( )� ïðè x z�[ ; ]0 0 âîçðàñòàåò è ïðè

x z y� �[ ; ]0 1 óáûâàåò, ò.å. Qy ( )� óáûâàåò ïðè x y� �[ ; ]1 1 (òàê êàê z0 1� ), íî Qy ( )1 1� ,

Q yy ( )� � �1 0 0 . Çíà÷èò, ââèäó íåïðåðûâíîñòè Qy ( )� äëÿ çàäàííîãî p � ( ; )0 1

� � �! ( ) ( ; )x y y1 1 òàêîå, ÷òî Q x y py ( ( )) � �1 .

Ôóíêöèÿ x y( ) åñòü íåïðåðûâíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {n m m( ), }� 1 èç

(2) äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ x y,  0 .

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå x y( ) ïðè y� � � (ýòî â äàëüíåéøåì äàñò âîç-

ìîæíîñòü îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå n m( ) , m � 1). Äëÿ ýòîãî äîêàæåì òðè ëåì-

ìû è ââåäåì îáîçíà÷åíèå x y x y1 1( ) ( )� � äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè íåêîòîðûõ ôîðìóë.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ x y( ) � � � ïðè y� � � .
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, ãäå C — êîíñòàíòà Ýéëåðà [3].
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Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ
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y

( )
� 0 ïðè y� � � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè lim
( )

y

x y

y���
 0 , òî � � 0 � M 0 �  y M x y y: ( )1 � .

Â ýòîì ñëó÷àå

Q x
y

y x y

y

y y
Q yy x y y( )

( )

( )

( )

( )
( )�

�
� �

�

�

�

�1
1 �

�
�

, � �� �1 .

Ïîêàæåì, ÷òî Q yy ( )� � 0 ïðè y� � � . Ïî ôîðìóëå Ñòèðëèíãà äëÿ �-ôóíêöèè [3] èìååì:

� � � � � � � �ln ( ) ln
( )

( )
ln ( ) ln ( ) lnQ y

y

y y
y y y yy y

�
�

� �
�

�

�
� �

� � �
�

�
�

�

�
� � � �

�

�
�

�

�
� � � � �y y y y y y y y o

1

2

1

2
1ln ln ln ( )� � � �

� � � � � � � �y o( ln ) ln ( )1
1

2
1� � � � , y� � � ,

òàê êàê 1 0� � � � �ln ïðè � � ( ; )0 1 . Îòñþäà 1 0� � � �p Q x Q yy y( ) ( )� , y� �� .

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ò.å. lim
( )

y

x y

y���
� 0 .

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç ëåììû 3 èìååì, ÷òî

x m( ) � � � , m � � � ,

x m x m( ) ( )� � �1 0 , m � � � ,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äðîáíûå ÷àñòè { }x m( ) , m N� , âñþäó ïëîòíû â [ ; ]0 1 .

Èç óñëîâèÿ (2) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî n m x m n m( ) ( ) ( )� � �1 . Îòñþäà è èç ëåììû 3 ïîëó-

÷èì, ÷òî äëÿ � ( ) ( )m n m am� � 2 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ { ( ), } ;� m m
a a

� � � �
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1 äàåò àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ n m( ) , òàê êàê

lim ( ) lim ( )� �m m� � 1, ò.å. îòðåçîê �
�
� � �

�
�

�� ��
2 2am m am m

m m
lim ( ); lim ( )� � ñîäåðæèò íå áîëåå

÷åì îäíó öåëóþ òî÷êó n m
0
( ) , êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåíèå äëÿ n m( ) ïðè

áîëüøèõ m .
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Ïðèìåð. Åñëè m � 264, p �
1

2
, òî n m0 5056937541( ) � , ïðè ýòîì

P n( ) , ...0 0 500000000006094� ,

P n( ) , ...0 1 0 499999999869026� � .

2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò ïàðàäîêñà äíåé ðîæäåíèé [1]: â m ÿ÷åéêàõ íåçàâèñè-

ìî ðàçìåùàåòñÿ äâå ãðóïïû ïî n ÷àñòèö, ïðè÷åì â êàæäîé ãðóïïå ÷àñòèöû ïîïàäàþò â ðàçëè÷-

íûå ÿ÷åéêè è âñå Cm
n âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé îäíîé ãðóïïû ðàâíîâåðîÿòíû. Ïóñòü R nm( ) —

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè äâóõ ãðóïï ïî n ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì õîòÿ áû äâå ÷àñ-

òèöû èç ðàçíûõ ãðóïï ïîïàäóò â îäíó ÿ÷åéêó:
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Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî p � ( ; )0 1 , îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n n m k� � �( ) [ ; ]1 1 , êîòî-

ðîå çàâèñèò îò m è p , èç óñëîâèÿ R n p R n( ) ( )� � �1 , ò.å. n m( ) — ìèíèìàëüíîå ÷èñëî n ÷àñòèö

òàêîå, ÷òî ïðè ðàçìåùåíèè äâóõ ãðóïï ïî n ÷àñòèö â m ÿ÷åéêàõ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ äâóõ

÷àñòèö â îäíó ÿ÷åéêó íå ìåíüøå p .

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äëÿ n m( ) . Ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p � ( ; )0 1 ôèêñèðîâàíî, a p� � �ln( )1 , òîãäà n m am m( ) ( )� � � , ãäå
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.

Ââåäåì ôóíêöèþ
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ x y( ) : ( ; ) ( ; )0 0� � � � � èç ñîîòíîøåíèÿ S x y py ( ( )) � �1 . Òîãäà

n m x m n m( ) ( ) ( )� � �1 , m N� , x y a y
a

o( ) ( )� � �
2

1 ïðè y� � � .

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíèòü, íàïðèìåð, äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè êîëëèçèé

õýø-ôóíêöèé è òðóäîåìêîñòè ïîñòðîåíèÿ êîëëèçèé [4], â êðèïòîàíàëèçå, â òåîðèè ñëó÷àé-

íûõ ðàçìåùåíèé è ñëó÷àéíûõ îòîáðàæåíèé, ïðè îöåíêå ñîâïàäåíèÿ ðåäêèõ ñîáûòèé [5, 6].
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