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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøèé èíòåðåñ ïðîÿâëÿåòñÿ ê ïðàêòè÷åñêîé âåðèôèêà-

öèè ïðîãðàìì. Èç-çà ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùåé ñëîæíîñòè ïðîãðàììíîãî îáåñïå-

÷åíèÿ è ïðîãðàììíûõ ïðîåêòîâ àâòîìàòè÷åñêàÿ âåðèôèêàöèÿ — âñå áîëåå âîñ-

òðåáîâàííîå è ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ èññëå-

äîâàíèé. Âåðèôèêàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èíñòðóìåíò áîðüáû ñî

ñëîæíîñòüþ, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò àâòîìàòèçèðîâàòü íàõîæäåíèå îøèáîê íà ðàí-

íèõ ñòàäèÿõ ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ìèíèìèçèðóÿ âåðîÿòíîñòü íà-

õîæäåíèÿ ñåðüåçíûõ îøèáîê íà ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷å-

íèÿ. Ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùèå ðàçìåðû è ñëîæíîñòü ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ïðîåê-

òîâ äåëàþò î÷åâèäíûì óòâåðæäåíèå, ÷òî áîðüáà ñî ñëîæíîñòüþ — ôóíäàìåíòàëüíàÿ

çàäà÷à ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âåðèôèêàöèÿ — âàæíàÿ ÷àñòü íàáîðà ìåòî-

äîâ, äëÿ ðåøåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è óìåíüøåíèÿ ñðî-

êîâ ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Âàæíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîöåññà âåðèôè-

êàöèè — ñóæäåíèå îá èñòèííîñòè èëè ïðîòèâîðå÷èâîñòè ôîðìóë â ðàçëè÷íûõ àëãåá-

ðàõ è íàõîæäåíèÿ íàáîðà çíà÷åíèé, íà êîòîðûõ òàêèå ôîðìóëû èñòèííû.

Â òàêèõ ñèñòåìàõ âåðèôèêàöèè èñõîäíàÿ ìîäåëü ïðîãðàììíîé ñèñòåìû îïèñà-

íà ÿçûêàìè ñïåöèôèêàöèé, òàêèìè êàê MSC, UML, SDL. Âåðèôèêàöèÿ òàêèõ ñïå-

öèôèêàöèé ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ñïåöèôèêàöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóë íåîáõî-

äèìî èìåòü ðåøàòåëè ôîðìóë â çàäàííûõ àëãåáðàõ (èëè íàáîðàõ àêñèîì).

Â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè è ñïîñîáà îïèñàíèÿ ñïåöèôèêàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ôîðìóë

ìîãóò ïðèâëåêàòüñÿ ðàçëè÷íûå ðåøàòåëè: ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà [1]; àðèôìåòèêè Ïðåñáóðãåðà [2]; äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷; ëèíåéíûõ íå-

ðàâåíñòâ è ðàâåíñòâ íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Âõîäíàÿ ôîðìóëà àíàëèçèðóåò-

ñÿ ñèñòåìîé âåðèôèêàöèè è ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäôîðìóëû ñ ïîìåòêîé òèïà. Çàòåì

â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå âûçûâàåòñÿ ðåøàòåëü äëÿ äàííîãî òèïà ôîðìóë. Íà âûõî-

äå ðåøàòåëü äàåò îòâåò îá èñòèííîñòè ôîðìóëû èëè åå óïðîùåííóþ ôîðìóëó. Òà-

êèì îáðàçîì, âõîäíàÿ ôîðìóëà ðåäóöèðóåòñÿ, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî ðåøåíèå èëè

äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð

ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç ðåøàòåëåé, à èìåííî ðåøàòåëÿ

ôîðìóë, ñîñòîÿùèõ èç ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ

èëè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âõîäíàÿ ôîðìóëà äëÿ òàêîãî ðåøàòåëÿ ñîäåðæèò êâàíòî-

ðû îáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ: { , }� � ðàâåíñòâà, íåðàâåíñòâà è îòðèöàíèå ðàâåí-

ñòâà: {� , � , �, � , � }, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè — êîíúþíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ è îòðèöàíèå:

{	, 
, �} . Ðåçóëüòàò ðàáîòû ðåøàòåëÿ — âûõîäíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ êâàí-

òîðîâ, êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ñâîáîäíûå, ò.å. íå ñâÿçàííûå êâàíòîðîì ïåðåìåí-

íûå. Åñëè âõîäíàÿ ôîðìóëà çàìêíóòà, ò.å. ñîäåðæèò òîëüêî ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå,

íà âûõîäå ðåøàòåëÿ áóäåò ëîãè÷åñêèé ðåçóëüòàò: èñòèíà èëè ëîæü. Åñëè ðåñóðñîâ

äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íåäîñòàòî÷íî èëè ïðåâûøåíû çíà÷åíèÿ îäíîãî èç îãðàíè-

÷åíèé, òàêèõ êàê îãðàíè÷åíèÿ èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè èëè îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè âû-

÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ, ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü íåèçâåñòåí. Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, ðåøà-

þùèå ñïåöèàëèçèðîâàííûå çàäà÷è íàä óïðîùåííûì ïîäìíîæåñòâîì âõîäíûõ ôîð-
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ìóë. Â ýòîì ñëó÷àå îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå áîëåå áûñòðûõ ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ

äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ óçêîñïåöèàëèçèðîâàííîé çàäà÷è. Ïðåäñòàâëåííûé â íà-

ñòîÿùåé ñòàòüå àëãîðèòì íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà âèä âõîäíîé ôîðìóëû.

Ôîðìóëà äîëæíà áûòü ëèíåéíàÿ, ò.å. ïåðåìåííàÿ, ñâÿçàííàÿ êâàíòîðîì èëè

ñâîáîäíàÿ, ìîæåò áûòü óìíîæåíà òîëüêî íà ÷èñëîâóþ êîíñòàíòó, à çíà÷åíèå

íåèçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò ïðèíàäëåæèò êëàññó äåéñòâèòåëüíûõ èëè

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñëåäñòâèåì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ êàê óíèâåðñàëüíîñòü

ðåøàòåëÿ, òàê è ïîòåðÿ áûñòðîäåéñòâèÿ è/èëè íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ

äëÿ î÷åíü ñëîæíûõ ôîðìóë. Ñëîæíîñòü ôîðìóëû ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êàê

êîëè÷åñòâó îãðàíè÷åíèé — ðàâåíñòâ, íåðàâåíñòâ è îòðèöàíèé ðàâåíñòâà, òàê è

êîëè÷åñòâó ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ.

Â ðàçä. 1 ïðåäñòàâëåí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè îãðàíè÷åíèé íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Â ðàçä. 2

äàíà îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà. Â ðàçä. 3 ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû ýëèìèíàöèè ïåðå-

ìåííîé äëÿ ðàâåíñòâà è ñèñòåì îãðàíè÷åíèé. Â ðàçä. 4 ïðåäëîæåíû ìåòîäû óïðî-

ùåíèÿ è óäàëåíèÿ èçáûòî÷íîñòè â ïðîìåæóòî÷íûõ ôîðìóëàõ.

1. ÎÁÇÎÐ ÌÅÒÎÄÎÂ

Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûé ñïîñîáîâ ðåøåíèé ëèíåé-

íûõ íåðàâåíñòâ. Â çàâèñèìîñòè îò ïîäõîäîâ è öåëåé óñëîâíî èõ ìîæíî ðàçäå-

ëèòü íà òàêèå ãðóïïû:

• àëãîðèòìû, ïðîèçâîäíûå îò àëãîðèòìà Ôóðüå–Ìîöêèíà [3];

• ñèìïëåêñ-ìåòîä è åãî ïðîèçâîäíûå;

• öèëèíäðè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ (Cylindrical Algebraic De-

composition — CAD) [4];

• áûñòðûå àëãîðèòìû äëÿ ôîðìóë îïðåäåëåííîãî âèäà.

Àëãîðèòì Ôóðüå–Ìîöêèíà — ýòî ïåðâàÿ ðàçðåøàþùàÿ ïðîöåäóðà äëÿ àðèôìå-

òèêè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïîçäíåå ýòîò ìåòîä áûë àäàïòèðîâàí äëÿ ðåøåíèÿ àðèô-

ìåòèêè Ïðåñáóðãåðà, íàïðèìåð àëãîðèòì Omega Test [5]. Àëãîðèòì Ôóðüå–Ìîöêè-

íà äîñòàòî÷íî ïðîñò è óíèâåðñàëåí. Ê íåäîñòàòêàì îòíîñèòñÿ ñóïåðýêñïîíåíöèàëü-

íàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â õóäøåì ñëó÷àå. Ñèìïëåêñ ìåòîä ðàáîòàåò õîðîøî íà

ïðàêòèêå è äåìîíñòðèðóåò äàæå ïîëèíîìèàëüíîå ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ. Ýòîò

ìåòîä õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ïðîâåðêè, èìååò ëè ðåøåíèå ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðà-

âåíñòâ, ðàâåíñòâ è îòðèöàíèé ðàâåíñòâà, íå ñîäåðæàùèõ êâàíòîðû. Ñèìïëåêñ ìåòîä

ïðèìåíèì äëÿ áûñòðîé ïðîâåðêè ñîâìåñòèìîñòè ñèñòåìû. Èíêðåìåíòàëüíûé ñèì-

ïëåêñ ìåòîä [6] ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿòü ñîâìåñòèìîñòü íîâîãî îãðàíè÷å-

íèÿ, äîáàâëåííîãî â êîíñèñòåíòíóþ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé. Ýòî ñâîéñòâî èíêðåìåí-

òàëüíîãî ñèìïëåêñ ìåòîäà ìîæíî ïðèìåíÿòü íà ýòàïå ìèíèìèçàöèè ïðîìåæóòî÷-

íûõ ôîðìóë (ðàçä. 4). Ñèìïëåêñ ìåòîä íå ïîçâîëÿåò óïðîùàòü ôîðìóëó ïóòåì

ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ, ïîýòîìó íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê îñíîâíîé àëãîðèòì äëÿ

ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Àëãîðèòì CAD, ðàçðàáîòàííûé Êîëèíñîì [4], ïîçâîëÿåò

ðåøàòü ïðîáëåìû ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ êàê äëÿ ëèíåéíûõ, òàê è äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñ-

òåì. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå îãðàíè÷åíî èç-çà âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Ñëåäóþùèé ïîäêëàññ — ýòî àëãîðèòìû, êîòîðûå ðàáîòàþò òîëüêî äëÿ ôîðìóë îïðåäå-

ëåííîãî âèäà, íàïðèìåð äëÿ ôîðìóë, êîòîðûå ñîäåðæàò òîëüêî äâå ïåðåìåííûå â êàæ-

äîé ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, êîíúþíêöèè íåðàâåíñòâ. Òàêîé ïîäõîä

ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ïðàêòè÷åñêè çà ëèíåéíîå âðåìÿ è ïðîñòðàíñòâî [6]. Ýêñïîíåí-

öèàëüíîé ñëîæíîñòüþ ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ îáëàäàåò ìåòîä ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê,

ïðåäëîæåííûé Ëàññåðîì [8].

2. ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Âíóòðè ñèñòåìû ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîäåð-

æèò òîëüêî íåðàâåíñòâà {� �, } è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Òàêîé áàçèñ òðåáóåò

ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà â äèçúþíêöèþ íåðàâåíñòâ, ÷òî ìîæåò ïðè-
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âåñòè ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó êîëè÷åñòâà íåðàâåíñòâ íà ýòàïå ïðèâåäåíèÿ

ôîðìóëû ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÄÍÔ). Ìåòîäû ðåäóêöèè ðàçìå-

ðà ïðîìåæóòî÷íîé ôîðìóëû âî âðåìÿ ïðèâåäåíèÿ ê ÄÍÔ ðàññìîòðåíû â ïîä-

ðàçä. 3.4. Íà âåðõíåì óðîâíå ðåøàòåëü ðàáîòàåò ïî òàêîìó àëãîðèòìó:

1) ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîðîâ îáùíîñòè â êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ, ñì. 3.1

2) ïðèâåäåíèå ôóíêöèè ê ÄÍÔ;

3) ýëèìèíàöèÿ ñàìîãî âíóòðåííåãî êâàíòîðà;

4) óïðîùåíèå;

5) åñëè èìåþòñÿ åùå êâàíòîðû, òî ïåðåõîä ê ï. 2;

6) âûâîä ðåçóëüòàòà.

3. ÝËÈÌÈÍÀÖÈß ÊÂÀÍÒÎÐÎÂ

3.1. Îáùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû. Ôîðìóëà ïðèâîäèòñÿ ê ìèíèñôåðíîé

íîðìàëüíîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êâàíòîð îáùíîñòè çàìåíÿåòñÿ êâàíòîðîì

ñóùåñòâîâàíèÿ. Êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåíîñèòñÿ âíóòðü äèçúþíêöèè. Îòðèöà-

íèå äèçúþíêöèè âûíîñèòñÿ çà ñêîáêè è, íàêîíåö, äâîéíîå îòðèöàíèå ôîðìóëû çà-

ìåíÿåòñÿ ñàìîé ôîðìóëîé. Ôîðìàëüíûå ïðàâèëà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

� ��� �v f v f: : ,

� 
 
 �� 
 
 �v f f v f v fn n: ( ... ) : ... :1 1 , (1)

� 
 
 �� 	 	 �( ... ) ...f f f fn n1 1 , �� �f f .

3.2. Ðåøåíèå ðàâåíñòâ. Èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâ. Ïå-

ðåìåííûå ìîãóò âõîäèòü êàê ñâîáîäíî, òàê è áûòü ñâÿçàííûìè êâàíòîðîì ñóùåñò-

âîâàíèÿ. Åñëè ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â ðàâåíñòâî, òî åå ýëèìèíàöèÿ îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèÿ òàêîé ïåðåìåííîé âî âñå äðóãèå ðàâåíñòâà è

íåðàâåíñòâà. Ýòîò øàã ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà âñå ðàâåíñòâà è/èëè ñâÿçàííûå ïåðåìåí-

íûå íå áóäóò ýëèìèíèðîâàíû. Âñå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà âíóòðè ñèñòåìû ïðåä-

ñòàâëåíû â âèäå ìàòðèöû. Îäíà ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé ýêâèâàëåíòíà îäíîìó

øàãó â ìåòîäå ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ Ãàóññà [9]. Åñëè ñèñòåìà ðà-

âåíñòâ ñîäåðæèò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, òî îíà äîëæíà áûòü óïðîùåíà è ïðåäñòàâ-

ëåíà â ñèñòåìå â ðåøåííîì âèäå. Ïîäðîáíåå ýòîò ìåòîä îïèñàí â ïîäðàçä. 4.1.

3.3. Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ. Ïåðåéäåì ê ìåòîäó ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ â ñèñ-

òåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îòêðûòûì Ôóðüå (1826 ã.), åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ðàñøèðåíèå ìåòîäà Ãàóññà äëÿ íåðàâåíñòâ 3.2. Ýòîò ìåòîä áûë íà âðåìÿ çàáûò

è èçîáðåòåí çàíîâî Äèíåñîì è Ìîöêèíûì [10].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà äîâîëüíî ïðîñòà è ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ê èñõîäíîé

ñèñòåìå íåðàâåíñòâ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

a bx cx d
a

b
x

d

c

a

b

d

c
� 	 �  � � � � . (2)

Çäåñü x — ïåðåìåííàÿ äëÿ ýëèìèíàöèè; a, b, c, d — ÷èñëîâûå êîíñòàíòû. Ïðèâå-

äåííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü êî âñåì ñî÷åòàíèÿì ïðàâî-

è ëåâîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ. Ïîä ïðàâîñòîðîííèì íåðàâåíñòâîì ïîäðàçóìåâàåò-

ñÿ òàêîå íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ äëÿ ýëèìèíàöèè èëè, äðóãèìè ñëî-

âàìè, ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì íàõîäèòñÿ ñïðàâà.

Ïîä ëåâîñòîðîííèì íåðàâåíñòâîì áóäåì ïîíèìàòü òàêîå íåðàâåíñòâî, â êîòîðîì

ïåðåìåííàÿ äëÿ ýëèìèíàöèè ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì íàõîäèòñÿ ñëåâà.

Â ïðåäëîæåííîì ðåøàòåëå ïðèìåíÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íåðàâå-

íñòâà çàäàíû â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, çàäàííóþ

â âèäå ìàòðèöû. Â ýòîé ñèñòåìå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ êàê ðàâåíñòâà, òàê è íåðàâå-

íñòâà. Òèï îïðåäåëåííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì òèïîâ. Äëèíà òàêîãî

âåêòîðà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì íåðàâåíñòâ è ñòðîê â ìàòðèöå. Ðàññìîòðèì
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àëãîðèòì Ôóðüå–Ìîöêèíà â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ ñèñòåìà íåðà-

âåíñòâ S m n Ax b[ , ] � � , êîòîðàÿ ñîäåðæèò m ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è n ïåðåìåííûõ.

Ýòà ñèñòåìå çàäàíà ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ (A) è âåêòîðîì êîíñòàíò (b). Äëÿ ïðîñòî-

òû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â ñèñòåìå âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà, çàòåì

ðàññìîòðèì ðåøåíèå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ:

a a a

a a a

a a a

n

n

m m mn

11 21 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

b

b

bm

1

2

...
. (3)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íóæíî èñêëþ÷àòü ïåðåìåííûå èç

äàííîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö ìàòðèöû, ïóñòü ýòî áóäåò

ïåðâûé ñòîëáåö. Âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ òàêîé ìàòðèöû aT
1
� [ ]a a am11 21 1� . Â ýòîì

âåêòîðå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåí-

òû. Åñëè âåêòîð aT
1

ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå èëè òîëüêî îòðèöàòåëüíûå êî-

ýôôèöèåíòû, òî òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà èìååò ðåøåíèå, íåçàâèñèìî îò ïåðåìåííîé.

Ïîýòîìó ýòîò ñòîëáåö âû÷åðêèâàåòñÿ, îáíóëÿÿ âñå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âåêòî-

ðà aT
1

. Åñëè ñèñòåìà íå ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíî, òî ñòðîèì ýëèìèíèðóþùóþ ìàòðèöó

C1 0� òàêóþ, ÷òî
C Ax C b

A x b

1 1� � �

� � � �
(4)

ïîñëå óìíîæåíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ è âåêòîðà êîíñòàíò íà ýëèìèíèðóþ-

ùóþ ìàòðèöó Ck ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà A� íå ñîäåðæèò ñòîëáöà ñ èíäåêñîì k.

Âåêòîð b� ñîäåðæèò îáíîâëåííûå êîýôôèöèåíòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþ-

ùàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, íî óæå íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ

áûëà íà ïîçèöèè k. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå òàêîé ìàòðèöû. Âîçüìåì âñå âîçìîæ-

íûå ñî÷åòàíèÿ (ïðîèçâåäåíèå) ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Íàïðèìåð, ïóñòü aij
� � 0, aij

� � 0, i m�[ ]1� , j n�[ ]1� :

A

a a a

a a a

a a

a a

n

n�

�

�

�

�

11 12 1

21 22 2

31 32

41 42

...

...

... ...

... a n4

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

, (5)

C

a a

a a

a a

a a

�

�

�

�

�

�

�

�
�

� �

� �

� �

� �

21 11

41 11

31 21

41 31

0 0

0 0

0 0

0 0

�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

. (6)

Ïóñòü â âåêòîðå aT
1

êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ k � , êîëè÷åñòâî îò-

ðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ — k � è êîëè÷åñòâî íóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ — k 0 .

Òîãäà êîëè÷åñòâî ñòðîê â ìàòðèöå Ñ ðàâíî

� � �� �m k k k 0 . (7)

Êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ñòîëáöîâ ìàòðèöû À:

C A

a a

a a

a a

a a

1

21 11

41 11

31 21

41 31

0 0

0 0

0 0

0 0

�

�

�

�

�

�

�

� �

� �

� �

� �

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

a a a

a a a

a a

n

n

11 12 1

21 22 2

31 32

...

...

... ...

...a a a n41 42 4
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

. (8)
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Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà A� èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� �

� � � � � �� � � � � � �

A

a a a a a a a a a a a
n21 11 11 21 21 12 11 22 21 1

...
11 2

41 11 11 41 41 12 11 42 41 1

�

� � � � � � �� � � � �

a

a a a a a a a a a a

n

...
n n

a a

a a a a a a a a

a

�

� �

�

� � � � � �
11 4

31 21 21 31 31 22 21 32

41

... ...

� � � � � � � �� � �

�

�

�

a a a a a a a a a a a
31 31 41 41 32 31 42 41 32 31 42

...

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

. (9)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A� ñîñòîèò òîëüêî èç

íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà áîëüøå íå çàâèñèò

îò ïåðåìåííîé, çàäàþùåé ïåðâûé ñòîëáåö:

� �

� �

� �

� �

� �

A

a a

a a

a a

a a

n

n

n

0

0

0

0

12 1

22 2

32 3

42 4

...

...

...

... n

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, � � �

�

�

�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

b C b

b

b

b

b

1

1

2

3

4

. (10)

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå äâà ïîëîæèòåëüíûõ è äâà îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòà è

îòñóòñòâóþò íóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ â

ðåçóëüòèðóþùåé è èñõîäíîé ìàòðèöå îäèíàêîâî. Â ÷àñòíîñòè ýòèì ñâîéñòâîì

îòñóòñòâèÿ ðîñòà îãðàíè÷åíèé â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè è äâóìÿ

íåðàâåíñòâàìè ïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëèçèðîâàííûå ðåøàòåëè. Ðàññ÷èòàåì

êîëè÷åñòâî ðåçóëüòèðóþùèõ íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà íåðàâåíñòâ.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ — m, à êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ

êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî è îòñóòñòâóþò íåçàâèñèìûå îãðàíè÷åíèÿ. Òîãäà êîëè÷åñòâî

ñòðîê ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû ïîñëå ýëèìèíàöèè îäíîé ïåðåìåííîé ðàâíî

m

2

2
�

�
�
�

�
� . (11)

Ïðè êîëè÷åñòâå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ n ðàçìåð ðåçóëüòèðóþùåé ôîðìóëû

ìîæåò áûòü

m
n

2

2
�

�
�
�

�
� . (12)

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé àëãîðèòì îáëàäàåò ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñ-

òüþ, â õóäøåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ.

Óëó÷øèòü ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ìîæíî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî çà÷àñòóþ ïîñëå

ýëèìèíàöèè ïåðåìåííîé ðåçóëüòèðóþùåå ìíîæåñòâî íåðàâåíñòâ èçáûòî÷íî. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ è óäàëåíèÿ èçáûòî÷íûõ

íåðàâåíñòâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Ôóðüå–Ìîöêèíà äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëü-

íûõ çàäà÷. Îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ ðàññìîòðåí â 4.2.

Â íà÷àëå ðàçäåëà ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî

íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå â ñèñòåìå ìîãóò òàêæå áûòü ðàâåíñòâà è íå-

ñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Òèï îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì âåêòîðîì òè-

ïîâ, ðàçìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñòðîê ìàòðèöû À, ò.å. êîëè÷åñòâîì

îãðàíè÷åíèé â ñèñòåìå. Âñå ðàâåíñòâà áóäóò ïåðåíåñåíû â ðåçóëüòèðóþùóþ ñèñòå-

ìó, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ïðè ýëèìèíèðóåìîé ïåðåìåííîé äëÿ ðàâåíñòâà âñåãäà

ðàâåí íóëþ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ðàâåíñòâà ñ íåíó-

ëåâûì êîýôôèöèåíòîì óæå áûëè ýëèìèíèðîâàíû íà ïðåäûäóùåì øàãå (ñì. 3.2).

Áóäåò ðåçóëüòèðóþùåå íåðàâåíñòâî ñòðîãèì èëè íåñòðîãèì, îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïî-

ñòðîåíèè ýëèìèíèðóþùåé ìàòðèöû C. Åñëè äâà âûáðàííûõ íåðàâåíñòâà èìåþò

îäèíàêîâûé òèï, òî ðåçóëüòèðóþùåå íåðàâåíñòâî áóäåò èìåòü òàêîé æå òèï,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùåå íåðàâåíñòâî áóäåò ñòðîãèì.

Àëüòåðíàòèâà ýëèìèíàöèè Ôóðüå-Ìîöêèíà ïðåäëîæåíà â [11]. Èñêëþ÷åíèå ïå-

ðåìåííîé â ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà ýêñò-

ðåìàëüíûõ òî÷åê. Ýòîò ìåòîä èñêëþ÷àåò âñå ïåðåìåííûå îäíîâðåìåííî ñ ïîìîùüþ
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êâàçèäóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé S ñ ó÷åòîì

ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû. Ìåòîä ñëåäóåò èç îáîáùåííîé

ïðîáëåìû ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ âåêòîðíîçíà÷íîé (vector valued) öåëåâîé ôóíê-

öèåé  íàä îãðàíè÷åííûì ïîëèýäðîì. Çàòåì ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè ìíîãîãðàííèêà

 ( )P îïðåäåëÿþò êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, êîòîðûå îïèñûâàþò

ïðîåêöèþ ðåøåíèé ìíîæåñòâà S â ïðîñòðàíñòâî îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ. Åùå

îäíà ýôôåêòèâíàÿ àëüòåðíàòèâà ïðåäëîæåíà â [12].

3.4. Îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ. Îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðå-

øåíèè ëèíåéíûé íåðàâåíñòâ, ïîñêîëüêó îò òîãî, êàê áóäóò ðåøàòüñÿ îòðèöàíèÿ ðà-

âåíñòâ, çàâèñèò âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è áåç òîãî ñëîæíîãî (ñì. 3.3) àëãîðèòìà

ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ — ýòî èñ-

êëþ÷åíèå íåðàâåíñòâ èç ñèñòåìû ïóòåì ïðåäñòàâëåíèÿ îòðèöàíèé ðàâåíñòâà, áóäåì

èõ òàêæå íàçûâàòü íåãàòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ÷åðåç ñòðîãèå íåðàâåíñòâà:

x b b x x b!  � 
 � . (13)

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòèðóþùàÿ ôîðìóëà áîëüøå íå áóäåò ñîäåðæàòü íåðà-

âåíñòâ. Íåäîñòàòîê òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ñëîæíîñòè. Ïðåäïîëîæèì,

èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

x b x b x b fn n1 1 2 2! 	 ! 	 	 ! 	... , (14)

ãäå f — ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ îòðèöàíèÿ ðàâåíñòâà.

Òîãäà ïîñëå îäíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà è âûíåñåíèÿ äèçúþíêöèè ôîðìóëà áó-

äåò èìåòü âèä

( ... ) ( ...x b x b x b f x b x b x b fn n n n1 1 2 2 1 1 2 2� 	 ! 	 	 ! 	 
 � 	 ! 	 	 ! 	 ) . (15)

Êàæäûé èç êîíúþíêòèâ äèçúþíêöèè ïîðîäèò åùå äâà íåðàâåíñòâà. Òàêèì îá-

ðàçîì, ðåçóëüòèðóþùåå êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ ïîñëå çàìåíû âñåõ îòðèöàíèé ðàâå-

íñòâà íåðàâåíñòâàìè áóäåò:

2n . (16)

Óæå ïðè èñõîäíûõ, âñåãî ïðè äåñÿòè (n �10) îòðèöàíèÿõ ðàâåíñòâà,

ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà áóäåò ñîäåðæàòü 1024 íåðàâåíñòâà. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ

è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü ëó÷øèé ñïîñîá. Ñèñòåìà îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ

îãðàíè÷åíèé [13] — ýòî êîíå÷íàÿ êîíúþíêöèÿ ïîçèòèâíûõ è íåãàòèâíûõ ëèíåéíûõ

îãðàíè÷åíèé. Êëþ÷ äëÿ îáðàáîòêè îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé —

íåçàâèñèìîñòü íåãàòèâíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé ìåæäó ñîáîé. Ñèñòåìà èìååò

ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîçèòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ f âìåñòå ñ îäíèì èç

íåãàòèâíûõ îãðàíè÷åíèé x b fi! 	 , i n�[ ]1� , èìåþò ðåøåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèýäð ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó àôôèííûõ ìíîæåñòâ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç íèõ. Â [13] ïîêàçàíî, ÷òî

ìåòîä Ôóðüå-Ìîöêèíà ìîæíî ëåãêî àäàïòèðîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ àôôèííîé

îáîëî÷êè ïîëèýäðà. Ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé

íåîáõîäèìà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèè ïåðåìåíîé. Äâà âàðèàíòà

àëãîðèòìà ïðåäñòàâëåíû â [14].

4. ÓÄÀËÅÍÈÅ ÈÇÁÛÒÎ×ÍÎÑÒÈ

4.1. Óïðîùåíèå ñèñòåìû ðàâåíñòâ. Êîíúþíêöèÿ ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ Ex f� ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé. Â èñõîäíîé ôîðìóëå èëè ôîðìóëå, ïîëó-

÷åííîé â ðåçóëüòàòå ýëèìèíàöèè ïåðåìåííîé, ñèñòåìà ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ ìîæåò

áûòü èçáûòî÷íà è/èëè íàõîäèòüñÿ â íåðåøåííîì âèäå. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èç-

áûòî÷íî, ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàâåíñòâ ìîæåò çàäàâàòü îäíî è òî

æå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ñèñòåìà ðàâåíñòâ äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà â ðåøåííîé

ôîðìå (solved form). Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ íå ïðîòèâîðå÷èâà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ðåøåííîé ôîðìå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàâåíñòâ ìîæíî ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû ëè-
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íåéíîé àëãåáðû [9]. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî áèáëè-

îòåê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ, íàïðèìåð ïî÷òè ñòàíäàðòíàÿ äëÿ

C++ áèáëèîòåêà Boost Libraries [15].

Ïðè ðåàëèçàöèè ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà îäíà ñèñòåìà ðàâåíñòâ ñî-

äåðæèò íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì ðàâåíñòâ, â òî âðåìÿ êàê ñòàíäàðòíàÿ ôóíê-

öèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ îæèäàåò íà âõîäå òîëüêî îäíó ñèñòåìó ðàâåíñòâ,

áåç èçáûòî÷íûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî:

• äåêîìïîçèðîâàòü ñèñòåìó Ex f� íà íåçàâèñèìûå ñèñòåìû ðàâåíñòâ

Ex f E x C E x fn n� � � � �{ }, ,1 1 ;

• íîðìàëèçèðîâàòü è óäàëèòü èçáûòî÷íîñòü äëÿ êàæäîé èç íåçàâèñèìûõ ñèñ-

òåì, Simplify Normalize E x fi i( ( ))� , i n�[ ]1� ;

• îáúåäèíèòü âñå ðåøåíèÿ â îäíó ñèñòåìó SolvedForm Ex f( )� .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî SolvedForm Ex f( )� âîçâðàùàåò çíà÷åíèå ëîæü, åñëè ñèñ-

òåìà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ åå ðåøåíèÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ

âìåñòî îäíîé èç ïåðåìåííûõ.

4.2. Óïðîùåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâ. Âòîðàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ îãðàíè÷åíèé — ýòî ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâ {Ax B� 1,

Ax B� 2 , Ex f� }. Óïðîùåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü îáëàñòü

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðåøàòåëÿ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Óïðîùåíèå íåðàâåíñòâ

íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ áåç ðàâåíñòâ, òàê êàê â ðåçóëüòàòå òàêèõ óïðîùåíèé ìî-

ãóò îáðàçîâàòüñÿ íîâûå ðàâåíñòâà. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî íåðàâåíñòâ íà êàæäîì

øàãå ýëèìèíàöèè ïåðåìåííîé ìîæåò âîçðàñòàòü ñòðåìèòåëüíî (ñì. ï. 3.3), òî áîðü-

áà ñ èçáûòî÷íîñòüþ — íåîòúåìëåìàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ íóæíî ýôôåêòèâíî ðåøàòü.

Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé äîëæíà áûòü íîðìàëèçèðîâàíà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå íåðàâå-

íñòâà, ñîäåðæàùèå îäèíàêîâûå ïåðåìåííûå, äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ

êîýôôèöèåíòû îòíîñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ. Òàêàÿ íîðìàëèçàöèÿ ãàðàíòè-

ðóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïàðàëëåëüíûõ îãðàíè÷åíèé áóäóò â òî÷íîñòè îäèíàêîâû

èëè îòëè÷àòüñÿ çíàêîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

òîëüêî íà öåëî÷èñëåííûå è ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Â îñíîâå òåõíèêè ëåæèò

èäåÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâ (ãèïåðïëîñêîñòåé), êîòîðûå çàäàþò

èñõîäíóþ ñèñòåìó:

a x f b a x f b a x f b b1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2� � 	 � � � � �min ( , ) , åñëè a1 0� ,
(17)

a x f b a x f b a x f b b1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2� � 	 � � � � �max( , ) , åñëè a1 0� .

Âûáåðåì äâà íåðàâåíñòâà, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî êîíñòàíòîé, è â çàâèñèìîñòè

îò êîýôôèöèåíòà ïðè âûáðàííîé ïåðåìåííîé çàìåíèì ýòè äâà íåðàâåíñòâà îäíèì,

êîíñòàíòà êîòîðîãî ìèíèìàëüíà, åñëè êîýôôèöèåíò ïðè âûáðàííîé ïåðåìåííîé ïî-

ëîæèòåëüíûé, èëè íåðàâåíñòâî ñ ìàêñèìàëüíîé êîíñòàíòîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èìååì äåëî òîëüêî ñî ñòðîãè-

ìè íåðàâåíñòâàìè. Íî ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî-

ïàðíûå ñî÷åòàíèÿ ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâà ìåæäó ñîáîé. Â ýòîì

ñëó÷àå íóæíî äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñî÷åòàíèÿ òèïîâ íåðàâåíñòâ T1, T2 èëè,

äðóãèìè ñëîâàìè, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îãðàíè÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå òèï ðåçóëü-

òèðóþùåãî íåðàâåíñòâà áóäåò âû÷èñëåí ïî ñëåäóþùåé òàáëèöå

T1
T2

a b� a b� a b�

� � � Ëîæü

� � � <

< Ëîæü < <

Íåêîòîðûå ñî÷åòàíèÿ âûçûâàþò ïðîòèâîðå÷èå â èñõîäíîé ñèñòåìå. Â òàáëèöå

ýòî ïîìå÷åíî êàê ëîæü. Â ýòîì ñëó÷àå RemRedundant Ax B({ � 1, Ax B� 2 , Ex f� })
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âîçâðàùàåò ëîæü. Ïîñëå òîãî, êàê âñå ïàðàëëåëüíûå ïîëóïðîñòðàíñòâà è ãèïåðïëîñ-

êîñòè, èìåþùèå â òî÷íîñòè îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííûõ, óïðîùå-

íû, ìîæíî ïðèñòóïèòü ê óïðîùåíèþ ïàðàëëåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, îòëè÷àþùèõñÿ

çíàêîì ïðè êîýôôèöèåíòàõ:

a x f b a x f b a x f b1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1� � 	 � � � � � � . (18)

Åñëè íåðàâåíñòâà, èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå êîýôôèöèåíòû ïðè âûáðàííîé

ïåðåìåííîé, ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû b, òî ïðîâåðÿåì, çàäàþò ëè ýòè äâà

îãðàíè÷åíèÿ âûïóêëûé ïîëèýäð. Â ýòîì ñëó÷àå íè÷åãî óïðîñòèòü íåëüçÿ. Åñëè íåò,

èìååì ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè è êîíñòàíòû ðàâíû, òî ðåçóëüòèðóþùåå îãðàíè÷åíèå

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé òàáëèöå

T1
T2

a b� a b� a b�

� � � Ëîæü

� � � Ëîæü

> Ëîæü Ëîæü Ëîæü

Â ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöå èìåþòñÿ íåðàâåíñòâà {� �, } òîëüêî äëÿ íàãëÿä-

íîñòè, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè âû-

áðàííîé ïåðåìåííîé è íåðàâåíñòâàìè {� �, }. Íà ýòîì ýòàïå ïàðó íåðàâåíñòâ ìîæíî

çàìåíèòü ðàâåíñòâîì (18) èëè íàéäåíî ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè ðåàëèçàöèè âàæíî áûñò-

ðî íàõîäèòü ïàðàëëåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ êàê ñ îäèíàêîâûìè, òàê è ñ ïðîòèâîïîëîæ-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé åñòü ïðèìåíåíèå õåøèðîâà-

íèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî äàííîìó íåðàâåíñòâó è ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé ôóíêöèÿ

ïîèñêà âîçâðàùàëà èòåðàòîð ïî ñïèñîêó ãèïåðïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ çàäàííîìó

îãðàíè÷åíèþ.

4.3. Îïåðàöèÿ gist. Ðàíåå ðàññìàòðèâàëè óïðîùåíèÿ êîíúþíêöèè èëè ñèñòåìû

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, íî òîëüêî ýòîé òåõíèêè íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðå-

çóëüòàòîâ è ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé, íå ñîäåðæàùèõ èçáûòî÷íîñòè. Îïåðàöèÿ

gist ïðåäëîæåíà â [16] è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, êàê ïîêàçàíî íèæå, äëÿ óïðîùåíèÿ

äèçúþíêöèè ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå. gis p given q — êîíúþíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òàêîå ìèíèìàëü-

íîå ïîäìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé èç p, ÷òî (( ) ) ( )gist p given q q p q	 � 	 .

Èíòóèòèâíî gis p given q — ýòî íîâàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â p

ïðè óñëîâèè, ÷òî q èçâåñòíî. Ïî îïðåäåëåíèþ gist âñåãäà ñîäåðæèò íå áîëüøå îãðà-

íè÷åíèé, ÷åì èñõîäíàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé.

Ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé q ðàçðåøèìà, òîãäà àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ gist p given q :=

1) if ( p is true) than
2) return true
3) else
4) let c is constraint in p

5) if ( p q
c

c
~( )

) 	 is consistent than

6) return (c 	 gist p
True
c given (q c	 ))

7) else

8) return (gist p
True
c given q )

Çäåñü pnewc
oldc — ýòî p, â êîòîðîì ýëåìåíò oldc çàìåíåí ýëåìåíòîì newc. Òàêîé

àëãîðèòì òðóäîåìêèé, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò ìíîãîêðàòíûå ïðîâåðêè íà íåïðîòèâî-

ðå÷èâîñòü ñèñòåì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äîñòàòî÷íî òðóäîåì-

êà. Áîëåå ýôôåêòèâíî ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïðîâåðêîé ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ.

• Äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åíèÿ e â ìíîæåñòâå îãðàíè÷åíèé p ïðîâåðÿåì, âûòåêàåò ëè e

èç ëþáîãî îãðàíè÷åíèÿ â p èëè q. Åñëè òàê, òî e èçáûòî÷íî è íå ïîïàäåò â gist.
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• Ïðîâåðÿåì, èìååò ëè íåêîòîðàÿ èç ïåðåìåííûõ âåðõíèå îãðàíè÷åíèÿ â p, íî

íå èìååò â q. Åñëè òàê, òî õîòÿ áû îäíî èç âåðõíèõ îãðàíè÷åíèé äîëæíî

áûòü â gist. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà äåëàåòñÿ äëÿ íèæíèõ îãðàíè÷åíèé.

• Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîå îãðàíè÷åíèå e� â p èëè q, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå íîðìàëåé e è e� ïîçèòèâíî, òî e äîëæíî áûòü â gist.

Ïðè ýòîì åñëè îãðàíè÷åíèå îïðåäåëåíî êàê èçáûòî÷íîå, òî îíî áîëüøå íå

ó÷àñòâóåò â äàëüíåéøèõ âûâîäàõ îá èçáûòî÷íîñòè îñòàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Çà÷àñòóþ

òàêàÿ ïðîöåäóðà áûñòðîé ïðîâåðêè ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ ïîëíîñòüþ âû÷èñëÿåò gist

èëè çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïðîáëåìó ïåðåä âûçîâîì îáùåãî àëãîðèòìà.

4.4. Óïðîùåíèå äèçúþíêöèè îãðàíè÷åíèé. Îïðåäåëåííàÿ â 4.3 îïåðàöèÿ gist

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîâåðêè òàâòîëîãèé. Åñëè ( )gist p given q Èñòèíà�� , òî

p q" ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Ïóñòü èìååì ôîðìóëó A B
 , ãäå A, B — ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé.

Ïðîâåðèì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè gist ñïðàâåäëèâîñòü A B" . Åñëè äà, òî

A B A
A B
 # �##" .

Èñïîëüçóÿ òàêîé ìåòîä, ìîæíî óïðîùàòü äèçúþíêöèè ïðîèçâîëüíîãî êîëè-

÷åñòâà ñèñòåì îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ïðîâåðêè òàâòîëîãèè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ gist,

êîòîðàÿ ïðåêðàòèò ðàáîòó, êàê òîëüêî ñòàíåò î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò îïåðàöèè íå

áóäåò ðàâåí Èñòèíà.

5. ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ Ê ÄÍÔ

Ôîðìóëà äîëæíà áûòü ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ íà÷àëà ðàáîòû àëãî-

ðèòìà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ äëÿ êàæäîãî èç êîíúþíêòîâ. Íåäîñòàòêîì «íàèâíî-

ãî» àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ê ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî êîëè÷åñòâî ëèòåðàëîâ ìî-

æåò âîçðàñòàòü ýêñïîíåíöèàëüíî âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Äëÿ áîðüáû ñ óâå-

ëè÷åíèåì ðàçìåðà êàê ïðîìåæóòî÷íîé, òàê è ðåçóëüòèðóþùåé ôîðìóëû â

ðåøàòåëå íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ïðèâåäåíèå ê ÄÍÔ ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî

èñòèííîñòü êîíå÷íîé ôîðìóëà ìîæåò áûòü äîêàçàíà. Â ñëó÷àå ñèñòåì ëèíåéíûõ

îãðàíè÷åíèé ìîæíî îäíîçíà÷íî äîêàçàòü, çàäàåò êîíúþíêöèÿ îãðàíè÷åíèé âû-

ïóêëûé ìíîãîãðàííèê èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñëåäóþùèå ïðîâåðêè âûïîëíÿþò-

ñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ÄÍÔ:

• ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî îãðàíè÷åíèÿ â ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé ïðîâîäèòñÿ

ïðîâåðêà íà ïðîòèâîðå÷èâîñòü íîâîé ñèñòåìû, åñëè âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èå,

âñÿ ñèñòåìà óäàëÿåòñÿ;

• ïðîâåðêà è óïðîùåíèå èçáûòî÷íîñòè ïðè îáúåäèíåíèè äâóõ ðàçíûõ êîíú-

þíêöèé îãðàíè÷åíèé â îäèí âûïóêëûé ïîëèýäð.

Ðåàëèçîâàíû òàêæå áîëåå ñëîæíûå ýâðèñòèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè gist:

• óäàëåíèå ïîâòîðÿþùèõñÿ äèçúþíêòîâ è òàâòîëîãèé (ñì. 4.4);

• ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóë òèïà A B
 � ñ èñïîëüçîâàíèåì gist.

Ïî îïðåäåëåíèþ A gist B given A A B	 $ 	( ) ( ) . Òîãäà åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò

êîíúþíêöèþ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé è îòðèöàíèå äðóãîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, òî

ïðè ðàñêðûòèè îòðèöàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïåðàöèþ gist äëÿ óìåíüøåíèÿ

êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé â îòðèöàíèè:

A B A A B	 � $ 	 � 	( ),

A A B A A gist B given A	 � 	 $ 	 � 	( ) ( ( )) ,

A A gist B given A A gist B given A	 � 	 $ 	 �( ( )) ( ) .

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèñòåìà A gist B given A	 � ( ) çà÷àñòóþ èìååò ìåíüøåå êîëè÷åñ-

òâî îãðàíè÷åíèé, ÷åì ñèñòåìà A B	 � . Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó gist B given A ïî

îïðåäåëåíèþ âñåãäà èìååò ðàâíîå èëè ìåíüøåå êîëè÷åñòâî âûðàæåíèé, ÷åì B.

Êðîìå ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ äàëüíåéøåé ðåäóêöèè ôîðìóë ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, ãàðàíòèðîâàíî èìåþùèå ìåíüøóþ ñëîæíîñòü, ÷åì íàèâíûé
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àëãîðèòì. Îäíà èç ïåðâûõ ðàçðàáîòîê — ýòî ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé àëãîðèòì, îïè-

ñàííûé â [17]. Â ïîçäíèõ ðàáîòàõ [18 è 19] ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà óñîâåð-

øåíñòâîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå óñêîðèòü íàõîæäåíèå ÄÍÔ.

6. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Áîëüøèíñòâî èç ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäîâ ðåàëèçîâàíî â ðåøàòåëå ëèíåéíûõ

îãðàíè÷åíèé äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ýòîò ðåøàòåëü âñòðîåí

â ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÀÏÑ [20]. Ñóùåñòâóåò òàêæå íå

çàâèñèìàÿ îò ñèñòåìû ÀÏÑ âåðñèÿ ðåøàòåëÿ, äîñòóïíàÿ äëÿ ñâîáîäíîé çàãðóçêè

Linear Solver [21]. Íà áàçå ÀÏÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàòåëÿ óñïåøíî ïðîâåäåíà

âåðèôèêàöèÿ äâóõ ðàçíûõ ìîäåëåé ìîäåëè ïðîòîêîëà TTP [22] (ïîäðîáíåå

ñì. â [23]). Òðåõóçëîâàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â [24] è ñîñòîèò èç 21-é ïåðåìåí-

íîé è 33-õ îãðàíè÷åíèé. Òàêàÿ ôîðìóëà ðåøàåòñÿ çà íåñêîëüêî ìèíóò íà ñîâðå-

ìåííîì ÏÊ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî ðåøàòåëÿ. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàâèñèò

îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ: tau1, tau2, tau3 � (0 ... 1], âàðüèðóåòñÿ îò íåñêîëü-

êèõ ñåêóíä äî íåñêîëüêèõ ìèíóò.

Ïðèâåäåì ïðèìåð äâóõóçëîâîé ìîäåëè:

Resolve[ForAll [{d, p, c, newc, newp},
(

!((newc = = – D*(c + d) – p) &&
(newp = = p + c + d) &&
(–1 � d) && (d � 1) && (–M � p) && (p � M) &&
(1 – M � p + c) && (p +c � M – 1) &&
(– M � c) && (c � M)

) || (
(1 – M � newp + newc) && (newp + newc � M – 1)

)
) && (M > 1) && (D > 0) && (D <= 1)
], {M, D}, Reals]

Out = (M > 1 && 2/(1 + M) � D � 1)

Òðåáóåòñÿ íàéòè çàâèñèìîñòü ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé M îò ïàðàìåòðà D, ïðè

êîòîðîì ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå ôîðìóëà èñòèííà. Ïðèâåäåííÿ ñèñòåìà çàïèñàíà ñ

èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ïàêåòà Wolfram Mathematica 5.2. Mathematica èñïîëüçóåò

CAD-àëãîðèòì äëÿ ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ è äàåò âîçìîæíîñòü ýëèìèíèðîâàòü

êâàíòîðû è äëÿ çàäà÷ âûñøåãî ïîðÿäêà. Êàê Mathematica, òàê è Linear Solver óñïåø-

íî ñïðàâèëèñü ñ äâóõóçëîâîé ìîäåëüþ, ïðè÷åì Mathematica ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-

âàòü êîýôôèöèåíò D â ñèìâîëüíîì âèäå. Tðåõóçëîâàÿ ìîäåëü [24] ïðîáëåìíàÿ äëÿ

ïàêåòà Mathematica 5.2 íà ìàøèíå ñ 2 Gb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Âû÷èñëåíèÿ â òå÷å-

íèå íåñêîëüêèõ ìèíóò çàêàí÷èâàþòñÿ ñîîáùåíèåì î íåõâàòêå ïàìÿòè. Â òî æå

âðåìÿ Linear Solver ðåøàåò òðåõóçëîâóþ ìîäåëü, êàê îòìå÷àëîñü âûøå.

Ïîääåðæêà ñèìâîëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ íå ïðåäóñìîòðåíà â òåêóùåé âåðñèè

Linear Solver è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â áóäóùèõ âåðñèÿõ. Èíòåðåñíîé çàäà÷åé

äëÿ ïðåäñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò áûòü òàêæå ñðàâíèòåëüíîå òåñòèðîâàíèå

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñ ñóùåñòâóþùèìè ðåøàòåëÿìè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñîçäàíèå õîðîøåãî ðåøàòåëÿ äëÿ íàòóðàëüíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë — äîâîëü-

íî ñëîæíàÿ çàäà÷à, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò åäèíîãî ýôôåêòèâíîãî

àëãîðèòìà. Îáùèé àëãîðèòì ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ ñîâìåñòíî ñ íàèâíûì àëãî-

ðèòìîì ïðèâåäåíèÿ ê ÄÍÔ, â õóäøåì ñëó÷àå, èìååò ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíóþ

ñëîæíîñòü, ÷òî äåëàåò åãî ïðèãîäíûì äëÿ ðåøåíèÿ òîëüêî îãðàíè÷åííîãî êðóãà

çàäà÷. Íåòðèâèàëüíûå àëãîðèòìû çà÷àñòóþ òðåáóþò ïîèñêà è îáðàáîòêè áîëüøî-

ãî êîëè÷åñòâà èñòî÷íèêîâ, èññëåäîâàíèé è ýêñïåðèìåíòîâ. Â äàííîé ðàáîòå ðàñ-
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ñìîòðåí íàáîð ìåòîäîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåí ðåøàòåëü äëÿ íàòóðàëüíûõ

è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷ âåðèôèêàöèè. Ñîçäàííàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøàòåëÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðàêòè-

÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèé, õîòÿ è îáëàäàåò îãðàíè÷åíèÿìè,

êîòîðûå åùå ïðåäñòîèò óñòðàíèòü äëÿ äàëüíåéøåãî ðàñøèðåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ,

òàêæå ïðèâåäåíû ññûëêè íà ñîâðåìåííûå ìåòîäû, àëüòåðíàòèâû è ïóòè äàëüíåé-

øèõ èññëåäîâàíèé.
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