
ÓÄÊ 517.9

Å.Ï. ÁÅËÀÍ

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ Â ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ
ÇÀÄÀ×Å Ñ ÎÒÐÀÆÅÍÈÅÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ îïòèêà, îáðàòíàÿ ñâÿçü, ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à,
öåíòðàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ, áèôóðêàöèîííûé àíàëèç, ñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàñøèðåíèå èññëåäîâàíèé â íåëèíåéíîé îïòèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âûçâàíî

èíòåíñèâíûì èñïîëüçîâàíèåì îïòè÷åñêèõ ñèñòåì â èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-

ãèÿõ (ñì. ðàáîòû [1–4] è áèáëèîãðàôèþ ê íèì).

Ñðåäè íåëèíåéíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì îäíîé èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ÿâëÿåòñÿ

ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òîíêîãî ñëîÿ íåëèíåéíîé ñðåäû êåððîâñêîãî òèïà è ðàçëè÷-

íûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííîãî êîíòóðà äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðèíöèïèàëü-

íàÿ îñîáåííîñòü òàêèõ ñèñòåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âíåøíèé êîíòóð îáðàòíîé

ñâÿçè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âîçäåéñòâèÿ íà íåëèíåéíóþ

äèíàìèêó ñèñòåìû ïîñðåäñòâîì óïðàâëÿåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ

ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåìûõ ïðèçìàìè, ëèíçàìè, äèíàìè÷åñêèìè ãîëîãðàììàìè è

äðóãèìè óñòðîéñòâàìè.

Ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðåîáðàçîâà-

íèåì àðãóìåíòîâ èñêîìîé ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îïòè÷åñêèõ

ñèñòåì ñ äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íîâûé êëàññ óðàâíåíèé

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôåíîìåíà ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå

íàáëþäàåìûõ àâòîâîëíîâûõ ÿâëåíèé äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà íà ôèêñèðîâàí-

íûé óãîë â êðóãå èëè êîëüöå ïðîâåäåíî â [5–7] íà îñíîâå òåîðèè áèôóðêàöèè

Àíäðîíîâà–Õîïôà. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé

îáëàñòè è íåâûðîæäåííîãî ãëàäêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçâèòû â [8, 9]. Ìåòîä êâàçè-

íîðìàëüíûõ ôîðì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ïîâîðîòîì äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé äèôôóçèè ïðèìåíåí â [10, 11] äëÿ îïèñàíèÿ

äèíàìèêè áåãóùèõ âîëí è ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ñòðóêòóð. Îïòè÷åñêàÿ áóôåð-

íîñòü áåãóùèõ âîëí óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ [12–15]. Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [12, 13], ÷òî

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ðåà-

ëèçóåòñÿ ôåíîìåí áóôåðíîñòè, åñëè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìîæíî ãà-

ðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå â íåé ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ àò-

òðàêòîðîâ. Ìåòîä öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ [16, 17] äëÿ

èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèé âðàùàþùèõñÿ ñòðóêòóð â êîëüöå è êðóãå äëÿ ñëó÷àÿ ïîâî-

ðîòà, à òàêæå â êðóãå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà ñîâìåñòíî ñ ðàäèàëüíûì ñæàòèåì.

Èñõîäÿ èç [18], àíàëèç âðàùàþùèõñÿ ñòðóêòóð âûïîëíåí â [19, 20] ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ

ïðèáëèæåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ áèôóðêàöèé ïðèìåíÿëàñü

â [21, 3] äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð è àíàëèçà èõ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïàðàáî-

ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì îòðàæåíèÿ.

Íåëèíåéíûé èíòåðôåðîìåòð ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì ïîëÿ â êîíòóðå îáðàòíîé
ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ïðîñòûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ
íåëîêàëüíûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòîâûõ ïîëåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäî-
âàíèÿ ïîêàçàëè ìíîãîîáðàçèå òèïîâ îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ â ýòîì ñëó÷àå
[22–25]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
îòðàæåíèÿ è óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà îòðåçêå. Ñëåäóÿ [26], ñòðîèòñÿ èåðàðõèÿ åå óïðî-
ùåííûõ ìîäåëåé. Èõ àíàëèç ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü âîçíèêíîâåíèå, ýâîëþöèþ ñòàöèî-

íàðíûõ ñòðóêòóð è óêàçàòü óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè.
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Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåðâîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âòî-

ðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå ñ ïðåîáðàçî-

âàíèåì îòðàæåíèÿ. Èññëåäîâàíà çàäà÷à î âûäåëåíèè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî

ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, òåðÿþùåãî óñòîé÷èâîñòü àïåðèîäè÷åñêè ïðè óâåëè÷åíèè îò-

ðåçêà. Âî âòîðîì ðàçäåëå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìû è

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð. Òðåòèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ äâóõìîäî-

âîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷è. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñòðîÿò-

ñÿ àïïðîêñèìàöèè ïîðÿäêà 3–5. Çäåñü æå ïðîâîäèòñÿ èõ áèôóðêàöèîííûé àíàëèç.

Â ïÿòîì ðàçäåëå îòðàæåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â øåñòîì ðàçäåëå

óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â èñõîäíîé çàäà÷å ðåàëèçóåòñÿ ÿâëåíèå áóôåðíîñòè.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäûòîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû.

Â êà÷åñòâå áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïðèíÿòà âåëè÷èíà îòðåçêà. Óâåëè÷åíèå

îòðåçêà ýêâèâàëåíòíî óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè. Ýòîò ïàðàìåòð îêàçû-

âàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó ñòàöèîíàðíûõ îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð [22–25].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ îïèñàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîñòðàí-

ñòâåííî íåîäíîðîäíûõ îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð íåëèíåéíîãî èíòåðôåðîìåòðà ñ ïðå-

îáðàçîâàíèåì îòðàæåíèÿ â äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

� � � � � � � � � �t xxu x t u x t D u x t K u x t l x l( , ) ( , ) ( , ) ( cos ( , )),1 � , (1)

� � � � �x xu l t u l t( , ) ( , ) 0. (2)

Çàäà÷à (1), (2) ìîäåëèðóåò äèíàìèêó ôàçîâîé ìîäóëÿöèè u x t( , ) , x l l t� � �( , ), 0,

ñâåòîâîé âîëíû, ïðîøåäøåé òîíêèé ñëîé íåëèíåéíîé ñðåäû êåððîâñêîãî òèïà

ñ ïðåîáðàçîâàíèåì îòðàæåíèÿ êîîðäèíàò â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿçè â îäíîìåð-

íîì ïðèáëèæåíèè. Çäåñü D — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè íåëèíåéíîé ñðåäû, ïîëî-

æèòåëüíûé êîýôôèöèåíò K ïðîïîðöèîíàëåí èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîëÿ, � —

âèäíîñòü (êîíòðàñòíîñòü) èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, 0 1� �� .

Îáîçíà÷èì H L l l� �2 ( , ) . Ñëåäóÿ [27, ãë. I.1], îáîçíà÷èì H s Rs, � � , øêàëó ïðî-

ñòðàíñòâ, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì 	 (	 — îäíîìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà) ïðè ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèÿõ (2). Íîðìà â H s çàäàåòñÿ ôîðìóëîé | | | | ( ) , ,u u u u us
s2 � � � � � � �	 . Çäåñü

� �* , * — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð �	 ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ H 2 â ïðîñòðàíñòâå H èìååò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèé 1
2

3

2
, sin , cos , sin , ...

� � �

l
x

l
x

l
x

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, ôîðìû è óñòîé÷è-

âîñòè â ìåòðèêå H1 ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, áè-

ôóðöèðóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, ò.å. ðåøå-

íèé u t x w( , ) � , îïðåäåëÿåìûõ èç óðàâíåíèÿ

w K w� �( cos )1 � . (3)

Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ âåòâü ðåøåíèé

w w K K w K� � 
( ), sin ( )1 0� , (4)

óðàâíåíèÿ (3). Çàòåì ëèíåàðèçóåì (1), (2) íà w K( ) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå

�u Lu� � 0 ,

ãäå L D Q� � �( )1 	 � , � �� � �( ) sin ( )K K w K� , Q — ñàìîñîïðÿæåííûé â H îïå-

ðàòîð, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî ðàâåíñòâó ( )( ) ( )Qu x u x� � .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 1. Îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D L H( ) � 2 â ïðîñòðàíñòâå H

èìååò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

1
2

3

2

2
, sin , cos , sin , cos ,

� � � �

l
x

l
x

l
x

l
x � ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

� �
�

�
�

�0 1

2

2

2

31 1
2

1 1� � � �
�


�

�

�
� � � �

�


�

�

�
� � � �� � �, , ,D

l
D

l
D

3

2

2
�

l

�


�

�

�
� � �,�

Ôèêñèðóåì òåïåðü K òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Óñëîâèå 1. Èìååò ìåñòî � �� � �( )K 1.

Ïðîáëåìà ðåàëèçóåìîñòè ýòîãî óñëîâèÿ èññëåäîâàíà â [2, 12, 13, 4].

Èç ëåììû 1 è óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì D è ìàëûõ l

w w K� ( ) — óñòîé÷èâîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Ïðè óâåëè÷åíèè l è åãî ïðîõîæäå-

íèè ÷åðåç çíà÷åíèå

l
D

1

1 2

2 1
�

�

�

�


�

�

�
�

�

�

/

(5)

w òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè [27, ãë. VI.4] ðåøåíèÿ w ïðè

l l l1 13� � ðàâåí 1. Ïðè óâåëè÷åíèè l è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç çíà÷åíèÿ

( ) , , , ,2 1 1 21k l k� � � êàæäûé ðàç èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ w ïîâûøàåòñÿ

íà ïîðÿäîê.

2. ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ

Â êà÷åñòâå áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïðèìåì l. Çàìåíà

u w� � � (6)
ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1) ê âèäó

� ( ), ( ),� � �� � �L R Q L L l (7)
ãäå

R K w w w( ) [cos ( ) cos sin ]� � � �� � � � .

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

R w O( ) ( )� � � �� � � �
1

2 6

2 3 4�
�

ctg .
(8)

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå � �� �R H H( ): 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì. Çàäà÷à

(1), (2) â ïðîñòðàíñòâå H ïîðîæäàåò íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó [4, ãë. 4]. Â êà-

÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (7), ò.å. ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé, ïðèìåì ïðîñòðàíñòâî H1. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò �0 0� òàêîå, ÷òî åñëè

0 1 0� � �l l � , òî çàäà÷à (1), (2) èìååò äâà ðåøåíèÿ: u x l w x l� �� �( , ) ( , )� . Çäåñü

�
� � �� �

�

�

�



�
�

�

�

�
�

�
�D l l

c l l l
x

D l l

c

( )

( )
sin

( )
/

1

1 1 1
3

1 2

1

2 2 1 1 1
3

2 11
( )

( ) ( )
l l

w� �ctg � �
�



�
�

�

� �
�

�
� ��( ) cos3 5 1�

�

l
x r,

(9)

ãäå r r x l l� �( , ( ))1 ,

c l w1 1
2 1 11

4
1

1

2
3 5

8
( ) ( ) ( ) ( )� � � � �

�


�

�

�
� �� �� � �

�
ctg . (10)
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Ôóíêöèÿ r x H( , )� � 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé � â îêðåñòíîñòè íóëÿ,

r x O( , ) ( )� �� 3 .

Ðåøåíèÿ u� â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà H1 ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ìåòîäå öåíòðàëüíûõ

ìíîãîîáðàçèé [28, 29]. Ñóùåñòâîâàíèå öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ óðàâíåíèÿ (7)

â îêðåñòíîñòè ( , )l R H1
10 � � äîêàçûâàåòñÿ, êàê è â [16, 17]. Öåíòðàëüíîå ìíîãîîá-

ðàçèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåäñòàâèìî â âèäå [28, ãë. 6.2]

� � � � �
�

� � � � �z z l z l
l

xsin
!

( , , )
!

( , , ) ... , ,
1

2

1

3 2
2 3� � (11)

ãäå � �2 3, ,� — ôîðìû âòîðîé, òðåòüåé, … ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî z ñî çíà÷å-

íèÿìè â H1. Íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè óðàâíåíèå (7) ïðèíèìàåò âèä

� ( ) ( ) ( )z l z c l z c l z� � � � ��1 1
3

3
5

� (12)

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (11), (12). Ñ ýòîé öåëüþ ïîäñòàâèì (11),

(12) â (7) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z. Ïîëàãàÿ

� 2 2
2� q z è èñïîëüçóÿ (8), ïîëó÷àåì ( ) sinL q w� � �2 1 2

2� ��ctg .

Â ñèëó ëåììû 1

q w2 0 1
1

2 1
11

2
2 2 2� � � � �� ��ctg (( ) ( ) cos )� � � � � .

(13)

Ïîëàãàÿ � 3 3
3� q z , ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî q3 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

1

3
3

1

2

1

3
1 3 1 2

3

!
( ) sin sin

!
sinL q c w q� � � �� � � �� �ctg .

(14)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ïî l â îêðåñ-

òíîñòè l1 ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â H1, ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íîìó îïðå-

äåëåíèþ

c l w1
2

0 1
1

2 1
11

4
2

1

2
2

1

8
( ) ( ) (( ) ( ) )� � � � � �� �� �ctg � � � � . (15)

Óðàâíåíèå (14) ïðè óêàçàííîì âûáîðå c l1 ( ) èìååò ðåøåíèå òîãî æå âèäà, ÷òî è

åãî íåîäíîðîäíîñòü. Ïðåäñòàâëåíèå q3 ïðèâîäèòü çäåñü íå áóäåì. Îòìåòèì, ÷òî

êîýôôèöèåíò q4 ôîðìû � 4 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâ-

íåíèÿ. Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà q5 ôîðìû

� 5 ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íîìó îïðåäåëåíèþ c l5 ( ). Óêàçàííûé ïðîöåññ íåîãðàíè-

÷åííî ïðîäîëæèì. Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì ðÿä ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî [28, ãë. 6.2],

àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäÿùèìñÿ â îêðåñòíîñòè l l z� �1 0, .

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (12). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (5), (15), óáåæäàåìñÿ â ñïðà-

âåäëèâîñòè (10). Ïî óñëîâèþ 1 c l1 1 0( ) � . Òàê êàê � � � �� �
1 1 1

3( )l D l , èìååò ìåñòî ñó-

ïåðêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ òèïà «âèëêà» (ñì. [29, ãë. 6.3]) è èç òðèâèàëüíîé îñî-

áîé òî÷êè óðàâíåíèÿ (12) îòâåòâëÿþòñÿ äâå ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûå òî÷êè

z
l

c l
l l O l l� �

�
�

�


��

�

�
�� � �

�1 1

1 1
1

1 2

1
3 2( )

( )
( ) (( ) ).

/
/ (16)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñåìåéñòâå óðàâíåíèé (7) èìååò ìåñòî ñóïåðêðèòè÷åñêàÿ áèôóð-

êàöèÿ ðîæäåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Â ñèëó

(5), (6), (11), (13), (16) èìååò ìåñòî (9).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß (7)

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè óðàâíåíèÿ (7) ïðè

óâåëè÷åíèè l ÿâëÿåòñÿ óçêîé. Â ýòîé ñâÿçè ïîñòðîèì äâóõìîäîâóþ àïïðîêñèìà-

öèþ óðàâíåíèÿ (7). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìàëèçìîì ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíûõ ìíî-

ãîîáðàçèé â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (7) â âèäå

� � � � �� � � �z z z l z l1 3 2 33
1

2

1

3
sin sin

!
( , , )

!
( , , )� � , (17)

ãäå � �
� �

, , ,� — ôîðìû âòîðîé, òðåòüåé ñòåïåíè ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî

z ñî çíà÷åíèÿìè â H1, z z z� ( , )1 3 — ðåøåíèå ñèñòåìû

� ( ) ( , ),

� ( ) ( , ).

z l z g z l

z l z g z l

1 1 1 1

3 3 3 3

� � �

� � �

�
�
�

�

�

(18)

Çäåñü g z l k
k

( , ), ,� 1 3, — ôîðìû òðåòüåé ñòåïåíè z. Ïîäñòàâèì (17), (18) â (7) è

ïðèðàâíÿåì ôîðìû âòîðîé è òðåòüåé ñòåïåíè. Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî �
2

ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå

L
z

z
z

z w z z�
� �

�2
2

1
1 1

2

3
3 3 1 3 3�

�

�
�

�

�
� � �� � � �( )( sin sin )ctg 2 .

Ñîãëàñíî ëåììå 1

� �2 0 1
1

2 1
1

1
21

2
2 2 2� � � � � �� �( )((( ) ( ) cos ) )ctg w z� � � � �

� � � � �� �(( ) ( ) cos )� � � � �0 3
1

6 3
1

3
22 2 6 z

� � � � � �� �2 2 42 1 3
1

4 1 3
1

1 3((( ) cos ( ) cos ) )� � � � � � � � z z .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèþ

1

3
33

1

1
1 1

3

3
3 3 1 3

!
( ) sin sinL

z
z

z
z g g�

� �
�

�

�
�

�

�
� � �� � � �

� � � � � � �
1

2
3

1

2 3
3 1 3 2

2
1 3� �

�
ctg w P z z z z( sin sin )

!
( sin si� � � n )3 3� .

(19)

Çäåñü P
3

— ïðîåêòîð â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî z z1 3, íà ïðî-

ñòðàíñòâî èõ ôîðì òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïðèðàâíÿâ â (19) êîýôôèöèåíòû ïðè

sin , sin� �3 , îäíîçíà÷íî íàõîäèì g g1 3, . Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå íåîäíîðîäíîå

óðàâíåíèå (19) èìååò ðåøåíèå òîãî æå âèäà, ÷òî è åãî íåîäíîðîäíîñòü. Ïîäñòà-

âèâ g g1 3, â (18), ïîëó÷èì ñèñòåìó

� ( ( ) ),

� (

z z l C z C z z C z

z z

1 1 1 20
1

1
2

11
1

1 3 02
1

3
2

3 3 3

� � � � �

� �

�

� ( ) ) ,l C z C z C z� � �

�

�
�

�� 20
3

1
2

02
3

3
2

30
3

1
3

(20)

ãäå

C l w
11
1 2

2 1
1

2 1 3
11

8
2 2

1

8
( ) ( ) (( ) ( ) ) ,� � � � � �� �� �ctg � � � � �

C l w
02
1 2

0 1
1

2 1 3
1

4 1
1

4
2( ) ( ) (( ) ( ) (� � � � � � � �� ��ctg � � � � � � � � ��� 3

1

4
) )

�
,
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C l w
20
3 2

2 1 3
1

4 1 3
11

4 4
( ) ( ) (( ) ( ) ) ,� � � � � � � �� ��

�
ctg � � � � � � (21)

C l w
02
3 2

0 1
1

6 3
11

4
2

1

2
2

8
( ) ( ) (( ) ( ) ) ,� � � � � �� ��

�
ctg � � � �

C l w
30
3 2

2 1
11

8
2

24
( ) ( ) ( ) ,� � ���

�
ctg � �

C C l c l
20
1

20
1

1� �( ) ( ) .

Çäåñü c l1 ( ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (15). Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â (20) ÿâ-

ëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè l.

Ïóñòü ( ( ), ( ))x l x l1 3 — íåïðåðûâíàÿ âåòâü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòå-

ìû (20), îòâåòâëÿþùàÿñÿ èç íóëåâîãî ðåøåíèÿ è òàêàÿ, ÷òî x l1 0( ) � ïðè ìàëûõ

l l� �1 0. Òîãäà, â ñèëó (17), (20), ïðèáëèæåííûìè ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè

óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

� � � � �� �� � � � � �( ( )sin ( )sin ) ( )(( )x l x l w1 3 0 1
13

1

4
2�ctg

� � ��( ) cos ) ( )� � �2 1
1

1
22 2 x l

� � � � �� �(( ) ( ) cos ) ( )� � � � �0 3
1

6 3
1

3
22 2 6 x l

� � � � � �� �2 2 42 1 3
1

4 1 3
1

1 3(( ) cos ( ) cos ) ( ) ( ).� � � � � � � � x l x l

4. ÑËÓ×ÀÉ |cos |w �� 1

Ïóñòü |cos |w �� 1. Ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, ïîñêîëüêó âîçìóùåíèå

â ñòàöèîíàðíîì ïðîöåññå w, âûçâàííîå îòðàæåíèåì ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðîÿâëÿåò-

ñÿ íàèáîëåå ñèëüíî; óïðîùàåòñÿ êàê àíàëèç ñèñòåìû (20), òàê è àíàëèç óðàâíå-

íèÿ (7). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé cos w � 0.

Â ñèñòåìå (20) âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå

z z1

1 2

1
24

� �
�


�

�

�
�

�
�

/

, z z3

1 2

3
24

� �
�


�

�

�
�

�
�

/

.

Â ñèëó (21) ñèñòåìà (20) ïðèìåò âèä

� ( ) ,

� ( )

z z z z z z

z z z z

1 1 1 1
2

3
2

1 3

3 3 3 1
2

3
2

3 6 3

6 3

� � � � �

� � � � �

�

� z
1
3 .

�

�
�

��
(22)

Ñèñòåìà (22) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíîé:

�
( , )

, , ,z
G z l

z
kk

k

� �
�

�
�2 1 3

(23)

ãäå

G z z z z z z z z2 1 1
2

3 3
2

1
4

1
2

3
2

3
4

1
31

2

1

2

3

4
4� � �

�


�

�

�
� � � � �� � ( ) 3 .

Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ G
2

— ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (23). Òàê êàê ýòà

ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (23) îãðàíè÷åíû íà ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóîñè. Àòòðàêòîðàìè (22) ìîãóò áûòü òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Òàêèìè

àòòðàêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ �( ( ), ( ))x l x l1 3 , îòâåòâëÿþùèåñÿ

èç íóëÿ ïðè l l� 1.
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Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ òðåõìîäîâîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (7), â êîòîðîì

âûïîëíèì ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ � �� �
�


�

�

�
�

�
�

24

1 2/

. Ïîëàãàÿ

� � � � �
�

� � � �z z z
l

x1 3 53 5
2

sin sin sin , ,

ìåòîäîì Ãàëåðêèíà ïîëó÷èì

� ( ) ,

�

z z z z z z z z z z z

z

1 1 1 1
2

1 3 3
2

3 5 5
2

3
2

5

3

3 3 6 6 6 3� � � � � � � �

�

�

z z z z z z z z z

z z

3 3 1
2

1 5 3
2

5
2

1
3

1
2

5

5 5 5

6 6 3 6 3( ) ,

� (

� � � � � � �

� �

�

� � � � � �

�

�

�
�

�

�
� 6 6 3 3 3

1
2

3
2

5
2

1
2

3 3
2

1z z z z z z z) .

(24)

Çäåñü èñêëþ÷åíû ÷ëåíû ïîðÿäêà | | | |z 5 . Ñèñòåìà (24) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíîé:

� , , , ,z
G

z
kk

k

� �
�

�
�3 1 3 5

(25)

ãäå

G z z z3 1 1
2

3 3
2

5 5
21

2
� � � �( )� � �

� � � � � � � � �
3

4
4

1

3
4

1
4

3
4

5
4

1
2

1 3 3
2

3 5 5
2

3
2

1z z z z z z z z z z z z z( ) ( 5 5
2�

�


�

�

�
�z ) .

Ôóíêöèÿ G3 — ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (25). Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ îãðàíè÷å-

íà ñíèçó, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (25) îãðàíè÷åíû íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.

Àòòðàêòîðàìè ñèñòåìû (24) ìîãóò áûòü òîëüêî ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Êàê è

âûøå, èç íóëÿ ïðè l l� 1 îòâåòâëÿþòñÿ äâå âåòâè óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðå-

øåíèé �( ( ), ( ), ( ))x l x l x l1 3 5 .

Ïðè l l� 3 èç íóëåâîãî íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ (24) îòâåòâëÿþòñÿ äâå âåòâè íå-

óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé 0
3

03
1 2

, ,

/

�
��


�

�

�
�

�



�
�

�

�

�
�

�
. Îíè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâû-

ìè, åñëè è òîëüêî åñëè

( )( )2 23 1 3 5 3
2� � � � �� � � . (26)

Íåðàâåíñòâî (26) èìååò ðåøåíèå l � � � �5 1 1 2( ) /� .

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (7) ïðè cos w � 0 èìååò äâå âåòâè ñòàöèîíàðíûõ ðå-

øåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè l l� 1. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

� � � �� � � � �( ( )sin ( )sin ( )sin )x l x l x l1 3 53 5 , (27)

ãäå x l x l x l x l( )(( ( ), ( ( ), ( ))1 3 5 — óêàçàííàÿ âûøå íåïðåðûâíàÿ âåòâü ñòàöèîíàðíûõ

ðåøåíèé ñèñòåìû (24) òàêàÿ, ÷òî x l1 0( ) � ïðè ìàëûõ l l� �1 0.

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ïîñòðîåíèè ìåòîäîì Ãàëåðêèíà èåðàðõèè óïðîùåííûõ

ìîäåëåé óðàâíåíèÿ (7). Ïîñòðîèì ïÿòèìîäîâóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ (7).

Ñ ýòîé öåëüþ âûïîëíèì â óðàâíåíèè (7) ïðåîáðàçîâàíèå � �� �
�


�

�

�
�

�
�

24

1 2/

è ïîëî-

æèì

� � �
�

� � ��� z k
l

xk2 1

1

5

2 1
2

sin ( ) , .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
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� , , , ,z
G

z
kk

k
2 1

5

2 1

1 5�
�

� �
�

�
� �

(28)

ãäå

G z z z z z z zk k k5 2 1 2 1
2

2 1
4

1

5

1

5

1
3

3 3
3

9 2
0 5 0 75 3� � � � �� � ���, ,�

k s
s kk

z
� �

� ��
�� �

1
2

2 1
2

1

5

1

5

� � � � � � �3 3
1
2

3 5 5 7 7 9 1 3
2

5 3
2

9 3 5 7 3 5z z z z z z z z z z z z z z z z z z( ) ( 9 3 7 9� �z z z )

� �3 23 5
2

7 5 7 9z z z z z z( ).

Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ G5 îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (28) îãðàíè÷åíû íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Àòòðàêòîðàìè ñèñòåìû (28) ÿâëÿ-

þòñÿ åå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ.

5. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ (7), îòâåòâëÿþùèåñÿ èç òðè-

âèàëüíîãî ïðè l l� 1. Ïóñòü, êàê è âûøå, cos w � 0. Äëÿ îäíîé èç óêàçàííûõ âåò-

âåé ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

� � �
�

N k

N

l x x l k
l

x�
�� � ��( , ) ( )sin ( ) ,2 1

1

2 1
2

.

Çäåñü { }x l x l N k Nk k2 1 2 1 1� �� �( ) ( , ), , ,� , x l1 0( ) � , — íåïðåðûâíàÿ âåòâü îñîáûõ

òî÷åê ãðàäèåíòíîé ñèñòåìû ðàçìåðíîñòè N . Ñîãëàñíî ÷èñëåííîìó àíàëèçó ñïðàâåä-

ëèâû ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè äèíàìèêè { }x l k Nk2 1 1� �( ), , ,� ïðè óâåëè÷åíèè l :

1) x l k Nk2 1 0 1� � �( ) , , ,� ;

2) x l x l k Nk2 1 1 3� �� �( ) ( ), , ,� , ïðè ìàëûõ l l� �1 0 ;

3) x l x l k k Nk2 1 1 2 1 2� � � �( ) ( ) / ( ), , ,� , åñëè l l� ��1 1;

4) x l k Nk2 1 1� �( ), , ,� , — ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ôóíêöèè íà ( , )l l1 1
� , ãäå

l l N
1 1
� �� ( ) .

Óâåëè÷åíèå l îò çíà÷åíèÿ l
1
� íå ïðèâîäèò ê çàìåòíûì èçìåíåíèÿì x lk2 1� ( ),

k N� 1, ,� .

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè �
N

l x� ( , ) . Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé

N � 3. Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (7) íà �
3
� ( , )l x . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå:

� ( ( , ))� � � �� � �L l x Q12
3

2 . (29)

Äëÿ àíàëèçà íà óñòîé÷èâîñòü óðàâíåíèÿ (29) ïðèìåíèì ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ïî-

ëàãàÿ

� 	 � �
�

� �� 2

0

2

2
2

k k
l

xcos , ,

ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-

ñÿ ìàòðèöåé B l b l i jij( ) ( ), , , ,� �{ }1 2 3 , ãäå

b l x x x11
2

1
2

3
2

5
21 1 6 6 6� � � � � � �� ( / ) ,

b x x x x x12 1
2

1 3 3 53 6 6 5� � � � ,

b x x x x13 1 3 1 56 6� � � , b x x x x x21 1
2

1 3 3 56 12 12� � � � ,

b l x x x x x x x22
2

1
2

1 3 1 5 3
2

5
21 3 6 6 6 6 6� � � � � � � � �� ( / ) ,

b x x x x x x x x23 1
2

1 3 1 5 3
2

3 53 6 6 3 6� � � � � ,
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b x x x x31 1 3 1 512 12� � � ,

b x x x x x x x x32 1
2

1 3 1 5 3
2

3 53 6 6 3 6� � � � � � ,

b l x x x x x33
2

1
2

3 5 3
2

5
21 5 6 6 6 6� � � � � � � �� ( / ) .

Óñòîé÷èâîñòü ìàòðèöû B l( ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà � . À èìåííî, ñóùåñòâóåò

�* � �2 òàêîå, ÷òî åñëè � �� * , òî B l( ) — óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà äëÿ âñåõ l l� 1. Åñëè

� �� * , òî íàéäåòñÿ l* ( )� òàêîå, ÷òî B l( ), l l l� ( , ( ))*
1 � , — óñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà.

Åñëè l l l� * ( ) , òî B l( ) — íåóñòîé÷èâàÿ ìàòðèöà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû. Åñëè � � �1 5, , l � 30, òî x( , , , , , )0 4427 0 1335 0 0655 ,


( ) , , , , ,B � � � �{ }1 915 1 018 0 908 . Çäåñü 
( )B — ñïåêòð ìàòðèöû B. Ïðè � � �2 è l � 13 :

x( , , , , , )0 6251 0 1851 0 0887 , 
( ) , , , , , )B � � �{ 1 9170 0 0470 0 0884 , ñëåäîâàòåëüíî, l* � 13.

Èñïîëüçîâàâ ïðåäñòàâëåíèå

� 	 � �
�

� � ��� 2 1

1

3

2 1
2

k l k
l

x( )sin( ) , ,

èç (29), êàê è ðàíåå, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ �
�

�

2
3

2

G x l

z

( ( ))
. Ýòà ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà óñòîé÷èâà

äëÿ âñåõ l l� 1. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ �
5
� ( , )l x ïðèâîäèò

ê òàêîìó æå âûâîäó. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü âåñêèå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî äâå

âåòâè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7), îòâåòâëÿþùèåñÿ èç òðèâèàëüíîãî

ðåøåíèÿ ïðè l l� 1, îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ l l� 1. Ïðè ýòîì, åñëè � �� � , � *� �� , òî

óêàçàííûå âåòâè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óñòîé÷èâû íà ( , )l1 � .

Îòìåòèì, ÷òî ïðîôèëü �
N

l x� ( , ) ïðè óâåëè÷åíèè l ïðèîáðåòàåò ôîðìó âîëíèñ-

òîé «ñòóïåíüêè». Åå íåðîâíîñòü îáúÿñíÿåòñÿ ÿâëåíèåì Ãèááñà. Ïðè ñóììèðîâàíèè

ìíîãî÷ëåíîâ Ôóðüå �
N

l x� ( , ) ìåòîäîì Ôåéåðà áûëè ïîëó÷åíû ñòðóêòóðû òèïà «ñòó-

ïåíüêè». Òàêèå ñòðóêòóðû íàáëþäàëèñü ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ [22–25].
Ïðèâåäåì ïðèìåð. Åñëè l � 10 , N � 5 , � � �2 , òî èìååì

� � �
5

0 629564 0 192889 3� � � �, ,Sin Sin

� � �0 098318 5 0 055386 7 0 0031657 9, , ,Sin Sin Sin� � �.

Ýòà ôóíêöèÿ îòðàæåíà íà ïðîìåæóòêå [ / , / ]�� �2 2 íà ðèñ. 1; çäåñü ïðåäñòàâëåí

è ãðàôèê ôóíêöèè, ïîëó÷åííûé ñóììèðîâàíèåì �
5
� ìåòîäîì Ôåéåðà.

Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ôîðìå ñòðóêòóðû � � � �� � � �3 3 0( , ) (( ) ( , ) )l l óðàâíå-

íèÿ (7), áèôóðöèðóþùåé èç òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè l l� 3
1

. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (ïðèíöèï ïîäîáèÿ [13]):

� � � �� ��3 3 3( , ) ( , / )l l .

Ýòî ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèáëèæåííûå ñòðóêòó-

ðû. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ïîäîáèÿ, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøå-

íèÿ � ��3 ( , )l óðàâíåíèÿ (7). Ïðèâåäåì ïðèìåð. Åñëè l � 30, N � 4, òî

� � � �
4

3 0 62779 3 0 18905 9 0 09325 15 0 049� � � � �, , , ,Sin Sin Sin 90 21Sin �.

Ïðîôèëü �
4

3� ïðèâåäåí íà ðèñ. 2; çäåñü ïðåäñòàâëåí è ãðàôèê ôóíêöèè, ïîëó÷åí-

íûé ñóììèðîâàíèåì �
4

3� ìåòîäîì Ôåéåðà.
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Òàêîãî òèïà ñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíû â [22–25].

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ � � � �� ��3 3( , ), ( , )l l ðîæäàþòñÿ

íåóñòîé÷èâûìè ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè, ðàâíûì åäèíèöå. Íà îñíîâå àíàëèçà

óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé 0
3

03
1 2

, ,

/

�
��


�

�

�
�

�



�
�

�

�

�
�

�
ñèñòåìû (24) ìîæíî ïðåä-

ïîëîæèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ïðè óâåëè÷åíèè l îáðåòàþò

óñòîé÷èâîñòü. Äîïîëíèòåëüíûì îñíîâàíèåì ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

� � � �
3

3
1 3 53 3 3 9 3 15� � � �( , ) ( / )sin ( / )sin ( / )sinl x x l x l x l .

Èñïîëüçóåì çäåñü ïðèíöèï ïîäîáèÿ. Ëèíåàðèçóåì (7) íà �
3

3� ( , )l x . Â ðåçóëüòà-

òå ïîëó÷èì óðàâíåíèå (29), â êîòîðîì �
3
� ( , )l x çàìåíåíî íà �

3
3� ( , )l x . Ïîëàãàÿ

� 	 � 	 � 	 �� � �1 5 75 7sin sin sin

è ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé A l a l i jij( ) ( ), , , ,� �{ }1 2 3 , ãäå

a l x x x11
2

1
2

3
2

5
21 1 6 6 6� � � � � � �� ( / ) ,

a x x x x x12 1
2

1 3 3 53 6 6� � � � ,

a x x x x x13 1
2

1 3 3 53 6 6� � � ,

a l x x x22
2

1
2

3
2

5
21 3 6 6 6� � � � � � �� ( / ) ,

a x x x x23 1 3 1 56 6� � � ,

b l x x x33
2

1
2

3
2

5
21 7 6 6 6� � � � � � �� ( / ) .

Çäåñü x x l kk k� �( / ), , ,3 1 3 5. Åñëè � � �2, òî ìàòðèöà A îáðåòàåò óñòîé÷èâîñòü ïðè

l � 4 5, . Ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì: x( , , , , , )0 43799 0 02056 0 0010 , 
( ) , ,A � �{ 25 1742

� �1 59657 0 002267, , , }, åñëè l � 4 5, . Íåðàâåíñòâî (26) ïðèâîäèò â ýòîì ñëó÷àå

ê l � 5. Ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ î÷åâèäíà. Âêëþ÷åíèå ìîä sin , sin5 7� � óñèëèâàåò

ñïîñîáíîñòü ��3 ( , )l x ïåðåõîäà â êëàññ óñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð.

6. ÁÓÔÅÐÍÎÑÒÜ, ÊÂÀÇÈÍÎÐÌÀËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ (cos w � 0 )

Óðàâíåíèå (7), â êîòîðîì âûïîëíåíî, êàê è ðàíåå, èçìåíåíèå ìàñøòàáà, çàïèøåì

â ðàçâåðíóòîé ôîðìå:

� � � � � � � � � �t xxx t x t D x t x t x t l x� � � � �( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),� 4 3 �

� � � � �

l

l t l tx x

,

( , ) ( , ) .� � 0

(30)
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0.4
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– 1.5 – 1.0 – 0.5 0.5 1.0 1.5



Çäåñü èñêëþ÷åíû íåëèíåéíîñòè ïîðÿäêà �5 . Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû

î ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è (27) ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìåíåíèÿõ èìåþò

ìåñòî è òîãäà, êîãäà áèôóðêàöèîííûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð D. Îòìåòèì, ÷òî ñî-

ãëàñíî [22–25] ÷èñëî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðè D � 0 ðàñòåò. Ïðîâåäåííûé

àíàëèç òàêæå ïðèâîäèò ê òàêîìó âûâîäó. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé D � 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

� � � � � � � � �

� �
t

x

x t x t x t x t l x l

l t

� � � �

�

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ,

( ,

� 4 3

) ( , ) .� � �x l t� 0

(31)

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì l � � / 2 . Çàäà÷ó áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå H L� �2 2 2( / , / )� � . Äàííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé

èíòåðåñ [22–25].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü � � �1.Òîãäà ðåøåíèÿìè çàäà÷è (31) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

� �� �� � �( , , ) ( , ( ) , )2 1 1 2 1k x k x� � , k � 1 2, ,... ,

ãäå

�� � � � �( , , ) , ( ) sin/1 0 5 1 1 2x x� � sign .

Åñëè � � � �2 1� , òî ðåøåíèÿ �� �( , , )2 1k x � ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû.

Åñëè � � �2 , òî ðåøåíèÿ �� �( , , )2 1k x � íåóñòîé÷èâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

�� �( , , )2 1k x � — ðåøåíèå çàäà÷è (31) äëÿ ëþáîãî k � 1 2, ,� Ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è

(31) íà �� �( , , )2 1k x � ïðèâîäèò ê çàäà÷å

� � � � � � � � � � �t x t x t x t x t l x l� � � �( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ), ,� �3 1

� � � � �x xl t l t� �( , ) ( , ) .0 (32)

Î÷åâèäíî, ÷òî exp sin( )�t s x2 1� , � � � �2 1 0( )L , s � 1 2, , ,� — ðåøåíèÿ çàäà÷è (32).

Ðåøåíèÿìè (32) òàêæå ÿâëÿþòñÿ exp cos�t sx2 , � � � �2 2( )� , s � 0 1, ,� Ó÷òåì òå-

ïåðü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé 1 2 3, sin ,cos ,sin ,...x x x ïîëíàÿ â ïðîñòðàíñòâå H. Ïîñ-

ëåäíåå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

� � � � � � � �

� � � � �
t xx

x

D a l x l

x t x t l t

� � � �

� � �

4

0

3 , ,

( , ) ( , ), ( , ) ,

(33)

ãäå a L� � � �1 0 , l � � / 2 . Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ãàëåð-

êèíñêèå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ (30), (33) ïî ñèñòåìàì ôóíêöèé sin , sin ,x x3

sin ,5x � ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (33) — îãðàíè÷åíèå çàäà÷è (30) íà

åå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå çàìûêàíèåì â H1 ïðîñòðàíñòâà

Span{ }sin , sin , sin ,x x x3 5 � .

Îñíîâûâàÿñü íà [29, ãë. 5.3] , ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî çàäà÷à (33) â ïðîñòðàí-

ñòâå H1 ïîðîæäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Åå óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ

ëèøü ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. ×èñëî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (33) ïðè D � 0

âîçðàñòàåò. À èìåííî, åñëè a k D a k/ ( ) / ( )2 1 2 12 2� � � � , k � 1 2, , ,� òî ñóùåñòâóåò

ðîâíî 2 1k � ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê �0 0� è �
2 1s

x D
�

� ( , ) , s k� 1,... , . Çäåñü �
�
 ( , )x D � 0 íà

èíòåðâàëå 0 2� �x � / , � �� �
� � �( , ) ( , )x D x D , � �

�


2 1
2 1

s
x D s x D

�
� � � �( , ) (( ) , ),

s k� 2,... , . Ñîãëàñíî [30] � �
2 1

2 1
s

x D s x
�

� �� �( , ) ( , , )� ïðè D � 0 . Êðîìå òîãî, ñó-

ùåñòâóåò �D s2 1� òàêîå, ÷òî ïðè 0 2 1� � �D D s
� ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ �

2 1s
x D

�
� ( , )

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû â ìåòðèêå H1. Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å (33) ðåàëèçóåò-
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ñÿ ÿâëåíèå áóôåðíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, è â çàäà÷å (30) ïðè � � � �2 1� ðåàëèçóåòñÿ

ôåíîìåí áóôåðíîñòè. Åñëè � � � �2 1� , òî çàäà÷à (33) ÿâëÿåòñÿ êâàçèíîðìàëüíîé

ôîðìîé [13] çàäà÷è (30). Åñëè � � �2 , òî â çàäà÷å (30) èìååò ìåñòî ÿâëåíèå âûñîêî-

ìîäîâîé áóôåðíîñòè, ò.å. óñòîé÷èâûìè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ D ìîãóò áûòü òîëüêî

áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàäà÷à (33) òàêèì êà÷åñòâîì íå îáëàäàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ðå-

çóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è ïðè |cos | .w �� 1

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äîêàçàííàÿ â ðàáîòå òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè, óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé

ôîðìå äâóõ ñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé äîïîëíÿåò

ðåçóëüòàòû ðàáîò [21, 4].

Ïðè óâåëè÷åíèè îòðåçêà èç ñòàöèîíàðíîãî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíî îòâåòâëÿþòñÿ ïàðû ñòàöèîíàðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ðåøåíèé. Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå |cos |w �� 1 óñòà-

íîâëåíî, ÷òî, ðîäèâøèñü óñòîé÷èâîé, ïàðà ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð ñîõðàíÿåò

óñòîé÷èâîñòü ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè îòðåçêà â ñëó÷àå � � �2 . Åñëè

� � �2 , òî óêàçàííàÿ ïàðà ïðè óâåëè÷åíèè l óñòîé÷èâîñòü òåðÿåò. Îñòàëüíûå ñòàöè-

îíàðíûå ñòðóêòóðû ðîæäàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Îäíàêî, ïîäðàñòàÿ ïî àìïëèòóäå è

ýâîëþöèîíèðóÿ ïî ôîðìå, îáðåòàþò ïðè óâåëè÷åíèè l óñòîé÷èâîñòü. Åñëè � � �2 ,

òî ïðèîáðåòåííàÿ ñòðóêòóðîé óñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷å-

íèè l. Åñëè � � �2 , òî êàæäàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðóêòóðà ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîñòü íà

íåêîòîðîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ l. Ïðè âûõîäå èç óêàçàííîãî èíòåðâàëà ïðè óâåëè-

÷åíèè l èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû íåîãðàíè÷åííî

óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÷èñëî óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð ïðè

óâåëè÷åíèè äëèíû îòðåçêà óâåëè÷èâàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íàÿ äèíàìèêà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è èìååò ìåñòî

ïðè óìåíüøåíèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ôèêñèðîâàííûõ ïðî÷èõ ïàðàìåòðàõ.

Êàê èçâåñòíî [13], ÿâëåíèå áóôåðíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç õàðàêòåð-

íûõ îñîáåííîñòåé ïðîöåññîâ ñàìîîðãàíèçàöèè â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ. Ìíîæåñòâåí-

íîñòü ðåæèìîâ ñàìîîðãàíèçàöèè â îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ äâóìåðíîé îáðàòíîé

ñâÿçüþ óñòàíîâëåíà â [10–15]. Îäíàêî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòî ÿâëåíèå, îáíàðóæåí-

íîå ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ â [22–25], óñòàíîâëåíî â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ

êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð, àìïëèòóäû êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè.

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîôåññîðó Â.À. Ðàçãóëèíó, îáðàòèâøå-

ìó âíèìàíèå àâòîðà íà ðàññìîòðåííóþ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷ó.
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