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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è óïàêîâêè ïàðàëëåëåïèïåäîâ âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàó÷íîé è

ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, òàêèõ êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîåêòèðîâàíèå [1], êîí-

òåéíåðíàÿ óïàêîâêà [2], óïðàâëåíèå ïðîåêòàìè, èññëåäîâàíèå îïåðàöèé, èñêóñ-

ñòâåííûé èíòåëëåêò.

Äàííîìó íàïðàâëåíèþ ïîñâÿùåíû ìíîãèå ïóáëèêàöèè. Â [2] ââîäèòñÿ êëàññè-

ôèêàöèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ, ðàñêðîÿ, óïàêîâêè è ïîêðûòèÿ (Cutting&Packing). Ñà-

ìîé ãëàâíîé õàðàêòåðèñòèêîé òàêèõ çàäà÷ àâòîðû íàçûâàþò ðàçìåðíîñòü, âûäåëÿÿ

äâà òèïà çàäà÷: ñ ðàçìåðíîñòüþ n � 3 è n � 3, â êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü óâåëè÷åíà çà

ñ÷åò íåïðîñòðàíñòâåííûõ âåëè÷èí: âðåìÿ, âåñ, çàòðàòû ôèíàíñîâûõ ðåñóðñîâ,

îáúåì ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè è äð.

Ìíîãèå ðàáîòû ïîñâÿùåíû óïàêîâêå 2D è 3D îáúåêòîâ. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç

íèõ. Â [3] îïèñûâàþòñÿ ïîäõîäû ê ðåøåíèþ äâóìåðíûõ çàäà÷ óïàêîâêè ïðÿìîó-

ãîëüíèêîâ, äàåòñÿ îáçîð íåäàâíèõ ïóáëèêàöèé â ýòîé îáëàñòè. Â [4] ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ äâóìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ýëåêòðîííîé ïëàòå

ìàëûõ ðàçìåðîâ ñ âîçìîæíîñòüþ èçìåíåíèÿ èõ îðòîãîíàëüíîé îðèåíòàöèè. Ïðåä-

ëàãàåòñÿ ìåòîä íà îñíîâå àíàëèçà äåðåâüåâ ðåøåíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò âîç-

ìîæíûå âàðèàíòû ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ. Ñòàòüÿ [5] ïîñâÿùåíà ðàçìåùåíèþ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ ñ âîçìîæíîñòüþ èçìåíåíèÿ èõ îðòîãîíàëüíîé îðèåíòàöèè. Ïðåäëàãà-

åòñÿ àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî-îäèíî÷íîãî ðàçìåùåíèÿ, êîòîðûé èçìåíÿåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ðàçìåùåíèÿ íà îñíîâå ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. Â [6]

îïèñàíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì çàäà÷ óïàêîâêè ìàêñè-

ìàëüíîãî êîëè÷åñòâà òðåõìåðíûõ êîðîáîê â ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäîâ â áàãàæíèê

àâòîìîáèëÿ, èìåþùèé ñëîæíóþ ãåîìåòðèþ. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ

îðèåíòàöèÿ êîðîáîê. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àâòîðû ïðåäëàãàþò êîìáèíàöèþ êîìáè-

íàòîðíîãî àëãîðèòìà ñ àëãîðèòìîì èìèòàöèîííîãî îòæèãà.

Íåìíîãèå ïóáëèêàöèè ïðåäëàãàþò óíèâåðñàëüíûå ïîäõîäû ê óïàêîâêå n-ìåð-

íûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Â [7] îïèñàí ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

óïàêîâêè n-ìåðíûõ êîðîáîê â êîíòåéíåð. Ïðè ýòîì àâòîðû ãëàâíûì îáðàçîì îñòà-

íàâëèâàþòñÿ íà òðåõìåðíîì ñëó÷àå çàäà÷è. Â [8] ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçìåùåíèÿ

îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, êîòîðûé èñïîëüçóåò ìåõàíèçì

�-ôóíêöèé [9, 10] äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è ìåòîä

ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé [12] äëÿ îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, èçëîæåííûå â [8, 10], è îáîáùàåòñÿ çà-

äà÷à íà ñëó÷àé ðàçðåøåíèÿ èçìåíåíèÿ îðòîãîíàëüíîé îðèåíòàöèè n-ìåðíûõ ïà-

ðàëëåëåïèïåäîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïàêîâêè n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ â ïàðàëëåëåïèïåäå, êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì è ðàçâèòèåì çàäà÷è óïàêîâêè, èññëåäîâàííîé â [10],

è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ N ïðÿìîóãîëüíûõ n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ
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(n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ) P Ri
n� âèäà

P x R x x x x x a k J ni
n

n k ik n� � � � � � �{ {: ( , ,... , ) | , , ,... ,1 2 0 1 2 }},

ãäå a a a ai i i in� ( , ,... , )1 2 — âåêòîð ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (ëèíåéíûõ ðàçìå-

ðîâ) n-ïàðàëëåëåïèïåäà Pi , i J N� , J NN � { }1 2, ,... , . Ïîëàãàåì, ÷òî n-ïàðàëëå-

ëåïèïåäû Pi ìîãóò ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà óãîë � / 2 îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-

êîñòåé ïðîñòðàíñòâà R n . Çàäàíà îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ â âèäå n-ïàðàëëåëåïèïåäà D0 ,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê

D x R x x x x x b k Jn
n k k n0 1 2 00� � � � � � �{ }, ( , , , ) | , ,

ãäå b d01 � — ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, b b b b n0 01 02 0� ( , ,... , ) — âåêòîð ìåòðè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèê n-ïàðàëëåëåïèïåäà D0 .

Ïðè ýòîì ãðàíè n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi , i J N� , ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ãðàíÿì n-ïàðàëëåëåïèïåäà D0 . Ëèíåéíûå ðàçìåðû D0 ïîçâîëÿþò ðàçìåñòèòü

âñå n-ïàðàëëåëåïèïåäû Pi , i J N� , ò.å. b a
k i J j J

ij
N n

0
	

� �
max

,
, k n� 2 3, ,... , .

Çàäà÷à. Íåîáõîäèìî óïàêîâàòü n-ïàðàëëåëåïèïåäû Pi , i J N� , ñ ó÷åòîì âîç-

ìîæíîñòè èõ ïîâîðîòîâ íà óãîë � / 2 â n-ïàðàëëåëåïèïåäå D0 òàê, ÷òîáû ïàðàëëåëå-

ïèïåäû ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü è äëèíà d ðåáðà b01, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàíÿòóþ

÷àñòü îáëàñòè D0 , áûëà ìèíèìàëüíîé.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×È È ÅÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåì ìàòå-

ìàòè÷åñêèé àïïàðàò �-ôóíêöèé [9, 10].

Ñ êàæäûì n-ïàðàëëåëåïèïåäîì Pi , i J N� , ñâÿæåì îðòîãîíàëüíóþ ïîäâèæíóþ

ñèñòåìó êîîðäèíàò O x x xi i i in1 2
... , à ñ îáëàñòüþ D

0
— íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîð-

äèíàò Ox x xn1 2 ... . Íà÷àëî ñîáñòâåííîé (ïîäâèæíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò n-ïàðàëëå-

ëåïèïåäà Pi — òî÷êó Oi — ïðèìåì â êà÷åñòâå åãî ïîëþñà, i J N� . Êîîðäèíàòû

u u u ui i i in� ( , ,... , )1 2 ïîëþñà n-ïàðàëëåëåïèïåäà Pi , i J N� , îòíîñèòåëüíî íåïîä-

âèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ox x xn1 2 ... ÿâëÿþòñÿ åãî ïàðàìåòðàìè ðàçìåùåíèÿ è

îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå n-ïàðàëëåëåïèïåäà â ïðîñòðàíñòâå R n . Òîãäà âåêòîð

u u u u Rn
Nn� �( , ,... , )1 2 îïðåäåëÿåò ðàçìåùåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ P1, P2 , �, PN â

ïðîñòðàíñòâå R n .

Ñëåäóÿ [10], îáîçíà÷èì P ui i( ) n-ïàðàëëåëåïèïåä Pi , i J N� , òðàíñëèðîâàí-

íûé íà âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ ui , i J N� . Ðàññìîòðèì n-ïàðàëëåëåïè-

ïåäû P u Ri i
n( ) � è P u Rj j

n( ) � ñ ïàðàìåòðàìè ðàçìåùåíèÿ u u u ui i i in� ( , ,... , )1 2

è u u u uj j j jn� ( , ,... , )1 2 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî [10] �-ôóíêöèþ äâóõ îäèíàêîâî

îðèåíòèðîâàííûõ, íå äîïóñêàþùèõ ïîâîðîòîâ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ P ui i( ) è P uj j( ) ,

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íåïðåðûâíóþ, âñþäó îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ

�ij i j
nu u R R( , ) : ,2 1
 îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

�ij i ju u( , ) � 0, åñëè cl clP u P ui i j j( ) ( )� � � ,

�ij i ju u( , ) � 0, åñëè int intP u P ui i j j( ) ( )� � �, fr frP u P ui i j j( ) ( )�  �,

�ij i ju u( , ) � 0, åñëè int ( ) int ( )P u P ui i j j�  �.

Çäåñü cl fr, int, — ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü è ãðàíèöà òî÷å÷íîãî

ìíîæåñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, �-ôóíêöèÿ �ij ïîçâîëÿåò ôîðìàëüíî îïèñàòü óñëîâèÿ âçàèì-

íîãî íåïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ P ui i( ) è P uj j( )

â âèäå �ij i ju u( , ) 	 0. Óñëîâèå ðàçìåùåíèÿ n-ïàðàëëåëåïèïåäà P uj j( ) â îáëàñòè

D0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �0 0 0j ju u( , ) 	 , ãäå �0 0j ju u( , ) — �-ôóíêöèÿ îáú-
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åêòîâ D R Dn
0 0
* ( \ )� cl è P uj j( ), u u u u n0 01 02 0� ( , ,... , ) — ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ

îáúåêòîâ D0 è D0
* . �-ôóíêöèè �ij è �0 j îðèåíòèðîâàííûõ, íå äîïóñêàþùèõ ïîâî-

ðîòîâ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ïîñòðîåíû â [10] è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

�ij i ju u( , ) �

� � � � � � � � �max , ,... , , ,{u u a u u a u u a uj i i j i j jn in in j1 1 1 1 1 1 n in jnu a� � }, (1)

�0 0j ju u( , ) �

� � � � � � � � �min , ,... , ,{u u u u b a u u u uj j j jn n jn n1 01 1 01 01 1 0 0 � �b an jn0 }. (2)

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ n-ïàðàëëåëåïèïå-

äîâ Pi , i J N� , â îáëàñòè D0 è óñëîâèÿ èõ ïîïàðíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì âîç-

ìîæíîñòåé ïîâîðîòîâ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi , i J N� , íà óãîë � / 2 îòíîñèòåëüíî

êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé ïðîñòðàíñòâà R n , ìîäèôèöèðóåì �-ôóíêöèè (1) è (2).

Ñ ýòîé öåëüþ êàæäîìó n-ïàðàëëåëåïèïåäó Pi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

åãî ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ a a a ai i i in� ( , , , )1 2 � , i J N� . Ðàçëè÷íûå ïîâîðîòû êàæäîãî

n-ïàðàëëåëåïèïåäà Pi íà óãîë � / 2 îïèøåì ñ ïîìîùüþ óïîðÿäî÷åíèÿ ëèíåéíûõ

ðàçìåðîâ Pi . Ïåðåñòàíîâêà

a a a ait ik ik iki i in
� ( , , ... , )

1 2
, (3)

ãäå { }k k ki i in1 2, ,... , — ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà J n , t J M� ,

M n� !, ñîîòâåòñòâóåò âñåâîçìîæíûì ïîâîðîòàì n-ïàðàëëåëåïèïåäà Pi íà óãîë

� / 2, i J N� .

Ðàññìîòðèì n-ïàðàëëåëåïèïåäû P ui i( ) è P uj j( ). Çàäàäèì âñåâîçìîæíûå îðòî-

ãîíàëüíûå îðèåíòàöèè n-ïàðàëëåëåïèïåäà P ui i( ), çàäàâ ïåðåñòàíîâêè åãî ëèíåé-

íûõ ðàçìåðîâ êàê a a a ait ik ik iki i in
� ( , , ... , )

1 2
, t J M� , M n� !. Ñîîòâåòñòâóþùèå îðè-

åíòèðîâàííûå ïàðàëëåëåïèïåäû îáîçíà÷èì êàê P ui i i( , )� , � i i i ink k k� ( , ,... , )1 2 .

Òîãäà �-ôóíêöèþ äâóõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ P ui i i( , )� è P uj j j( , )� çàïèøåì

�ij i j i ju u( , , , )� � �

� � � � � � � �max , ,... ,{u u a u u a u u aj i ik j i jk jn in iki j i1 1 1 11 1 n jn
u u ajn in jk,� � � }. (4)

Ôóíêöèÿ âèäà (4) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì �-ôóíêöèè, ïîñêîëüêó îòëè÷àåòñÿ

îò �-ôóíêöèè (1) òîëüêî ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ n-ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, �ij i j i ju u( , , , )� � — ýòî ôóíêöèÿ âèäà (1), êîòîðàÿ âû-

÷èñëÿåòñÿ äëÿ ðàçíûõ ïàð n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ ðàçëè÷íîé îðòîãîíàëüíîé îðèåíòà-

öèåé è îäèíàêîâûìè íàáîðàìè ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñ ïîëþñàìè â òî÷êàõ ui , u j ñî-

îòâåòñòâåííî.

Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ n-ïàðàëëåëåïèïåäà P ui i( ), çàäàâ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü åãî ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ â âèäå a a a ai i i in� ( , ,... , )1 2 . Â ýòîì ñëó÷àå �-ôóíê-

öèÿ äâóõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ P uj j( ) è P uj j j( , )� ïðèìåò âèä

�ij i j ju u( , , )� �

� � � � � � � � � � �max{ , ,u u a u u a u u a uj i i j i jk jn in in jnj1 1 1 1 1 1
� � �u ain jk jn

}. (5)

Òàêèì îáðàçîì, �-ôóíêöèþ âèäà (4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ äâóõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ, äîïóñêàþùèõ ïîâîðîòû íà óãîë

� / 2 , �-ôóíêöèþ âèäà (5) — äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îäèí èç äâóõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ

îðèåíòèðîâàí, à äðóãîé ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà óãîë � / 2 .

Óñëîâèå ðàçìåùåíèÿ â îáëàñòè D0 n-ïàðàëëåëåïèïåäà P uj j j( , )� , äîïóñêàþ-

ùåãî ïîâîðîòû íà óãîë � / 2, ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè

�-ôóíêöèè (2) âèäà

�0 0j j ju u( , , )� �

� � � � � � � � �min , , ... , ,{u u u u b a u u u uj j jk jn n jnj1 01 1 01 01 01 0 0n n jkb a
jn

� � }. (6)
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Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ñðåäñòâ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

óñëîâèé ïîïàðíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ è ðàçìåùåíèÿ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ â îáëàñòè D0 ,

ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è ïðåäñòàâèì òàê:

X F X
X W R Nn

* arg min ( )�
� � �2 1

, (7)

ãäå F X d( ) � , d = b01, X u d� ( , , )� , u u u un� ( , ,... , )1 2 , � � � �� � �( , )1 2 � n , W —

îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

�

�

ij i j i j N

j j j N

u u i j J i j

u u j J

( , , , ) , , , ,

( , , ) ,

� �

�

	 � �

	 �

0

00 0 .

�
�
�

(8)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (7), (8) îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé:

1) çàäà÷à (7), (8) îáðàòíî âûïóêëàÿ;

2) ìíîæåñòâî W â îáùåì ñëó÷àå íåñâÿçíî, à êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè

ìíîãîñâÿçíà;

3) ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F X( ) ëèíåéíà, òî ëîêàëüíûå ìèíèìóìû öåëå-

âîé ôóíêöèè äîñòèãàþòñÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ W;

4) â îáùåì ñëó÷àå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû íåñòðîãèå;

5) çàäà÷à (7), (8) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ NP-òðóäíûõ çàäà÷ [11].

ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Ïîñòðîåíèå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ çà-

äà÷è (7), (8) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíî-îäèíî÷íîãî ðàçìåùåíèÿ çàäàí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi , i J N� , â n-ïàðàëëåëåïèïåäå D0 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ ó÷òåì, ÷òî n-ïàðàëëåëåïèïåä Pk âêëþ÷àåò n-ïàðàëëå-

ëåïèïåä Pt , åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

u u

u u u a i J

ki ti

ki ki t ti n

�

� � � �

�
�
�

,

, .1

(9)

Îáîçíà÷èì âêëþ÷åíèå n-ïàðàëëåëåïèïåäà Pt â Pk êàê P Pt k� . Òàêæå ââåäåì

ïîíÿòèå êîíòåéíåðà — ÷àñòè îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ D0 , â êîòîðîé ìîæíî ðàçìåñòèòü

n-ïàðàëëåëåïèïåä. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êîíòåéíåðîâ ÷åðåç C . Êàæäûé êîíòåéíåð

èç C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-ïàðàëëåëåïèïåä c u al l
c

l
c� ( , ), ãäå a a a

l
c

l
c

ln
c� ( , , )

1
� —

âåêòîð ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ êîíòåéíåðà, u u u
l
c

l
c

ln
c� ( , , )

1
� — âåêòîð êîîðäèíàò åãî

ïîëþñà, l J m� , m — êîëè÷åñòâî êîíòåéíåðîâ.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ Pi , i J N� , êîòîðûå íå-

îáõîäèìî óïàêîâàòü â îáëàñòü D0 , è äëÿ êàæäîãî Pi , i J N� , çàäàíà ïåðåñòàíîâêà

åãî ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ. Òîãäà àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñîãëàñíî

ìåòîäó ïîñëåäîâàòåëüíî-îäèíî÷íîãî ðàçìåùåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäó-

þùèõ øàãîâ.

1. Óñòàíîâêà ñ÷åò÷èêà ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïîëîæèì cp � 1, C D� { }0 .

2. Ðàçìåùåíèå n-ïàðàëëåëåïèïåäà. Èç ñïèñêà P âûáèðàåì n-ïàðàëëåëåïèïåä

Pcp
è ðàçìåùàåì â ïåðâûé êîíòåéíåð èç ìíîæåñòâà C, åñëè C  �. Èíà÷å âûõîäèì

èç àëãîðèòìà ñ ñîîáùåíèåì îá îøèáêå è ïóñòîì ñïèñêå êîíòåéíåðîâ. Âîçìîæíîñòü

ðàçìåùåíèÿ n-ïàðàëëåëåïèïåäà â l-é êîíòåéíåð îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ

a ac i li
c

p
� , � �i J n . (10)

Åñëè óñëîâèå (10) âûïîëíÿåòñÿ, òî n-ïàðàëëåëåïèïåä ðàçìåùàåòñÿ òàê, ÷òî

u u
c i
c

li
c

p
� , i J n� . Â ýòîì ñëó÷àå óñòàíàâëèâàåì c cp p� � 1è ïåðåõîäèì ê øàãó 3.
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Åñëè óñëîâèå (10) íå âûïîëíÿåòñÿ, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó êîíòåéíåðó

l l� � 1è ïîâòîðÿåì øàã 2. Åñëè óñëîâèå (10) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ êîíòåéíåðîâ

èç C , âûõîäèì èç àëãîðèòìà ñ ñîîáùåíèåì î íåâîçìîæíîñòè ðàçìåñòèòü n-ïàðàëëå-

ëåïèïåäû â çàäàííîé îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ.

3. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êîíòåéíåðîâ. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ Pcp
êîíòåé-

íåð c
l

ðàçáèâàåì íà ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êîíòåéíåðû (ðèñ. 1).

Ðàçáèåíèå ïðîõîäèò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

� Åñëè u a u ac k c k lk
c

lk
c

p p
� � � , òî ñóùåñòâóåò êîíòåéíåð c u az z

c
z
c� { }, ,

u u uz z
c

zn
c� { }

1
, ,� , u u azk

c
c k c kp p

� � , u uzj
c

lj
c� , a a az

c
z
c

zn
c� { }

1
, ,� , u u a

zk
c

lk
c

lk
c� � �( )

� �( )x ac k c kp p
, u uzj

c
lj
c� , j n� 1, ,� , j k ; k n� 1, ,� . Äîáàâëÿåì íîâûé êîíòåéíåð

cz â ìíîæåñòâî C zh .

� Åñëè u u
lk
c

c kp
� , òî ñóùåñòâóåò êîíòåéíåð c u ah h

c
h
c� { }, , u u uh h

c
hn
c� { }

1
, ,� ,

u u
hj
c

lj
c� , � �j J n , a a a

h
c

h
c

hn
c� { }

1
, ,� , a u u

k
h

lk
c

c kp
� �( ), a a

ht
c

lt
c� , t n� 1, ,� , t k ;

k n� 1, ,� . Äîáàâëÿåì íîâûé êîíòåéíåð ch â ìíîæåñòâîC zh . Óäàëÿåì êîíòåéíåð cl èçC.

4. Óäàëåíèå âêëþ÷åííûõ êîíòåéíåðîâ. Â ðåçóëü-

òàòå âûïîëíåíèÿ øàãà 3 âî ìíîæåñòâå C zh âîçíèêàåò

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íîâûõ êîíòåéíåðîâ. Êàæäûé íî-

âûé êîíòåéíåð ïðîâåðÿåì íà âêëþ÷åíèå â êàæäûé êîí-

òåéíåð èç ìíîæåñòâà C. Åñëè êîíòåéíåð c cz j� , óäà-

ëÿåì êîíòåéíåð c j èç C. Åñëè c cj z� , óäàëÿåì êîíòåé-

íåð cz èç C zh , z C zh� 1, , | |� , j C� 1, , | |� .

5. Ðàçáèåíèå ïåðåñåêàþùèõñÿ êîíòåéíåðîâ. Âñå

îñòàâøèåñÿ â ìíîæåñòâå C zh êîíòåéíåðû ïðîâåðÿåì íà

ïåðåñå÷åíèå ñ óæå ðàçìåùåííûìè n-ïàðàëëåëåïèïåäà-

ìè èç P. Òàêèì îáðàçîì, åñëè c pz j�  � ,

j cp� �1 1, ,� , òî íåîáõîäèìî ïðîéòè ïðîöåäóðó ïî-

ñòðîåíèÿ íîâûõ êîíòåéíåðîâ (øàã 3) äëÿ êîíòåéíåðà

cz è n-ïàðàëëåëåïèïåäà p j , äîïîëíèòü ìíîæåñòâî C zh
êîíòåéíåðàìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ

âñåõ êîíòåéíåðîâ, ïåðåñåêàþùèõ óñòàíîâëåííûå n-ïà-

ðàëëåëåïèïåäû, äîáàâèòü âñå êîíòåéíåðû èç C zh â ìíîæåñòâî C.

6. Ñîðòèðîâêà ñïèñêà êîíòåéíåðîâ. Îòñîðòèðóåì äîïîëíåííûé ñïèñîê êîí-

òåéíåðîâ C òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ïåðâîì ìåñòå âî ìíîæåñòâå C áûë êîíòåéíåð

ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ëèíåéíîãî ðàçìåðà ñ èíäåêñîì 1. Ñáðîñèòü óêàçàòåëü íà

òåêóùèé êîíòåéíåð: l � 1.

7. Âûáîð ñëåäóþùåãî n-ïàðàëëåëåïèïåäà èç P. Åñëè ìíîæåñòâî P ñîäåðæèò

íåðàçìåùåííûå n-ïàðàëëåëåïèïåäû, ò.å. c Pp � �| | 1 , çàäàòü c cp p� � 1 è ïåðåéòè

ê øàãó 2. Èíà÷å âûõîäèì èç àëãîðèòìà ñ ñîîáùåíèåì îá óñïåøíîé óïàêîâêå n-ïà-

ðàëëåëåïèïåäîâ â D0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàëëåëåïèïåäû ïîìåùàþòñÿ â îáëàñòü D0 ïóòåì ïîñëåäîâà-

òåëüíî-îäèíî÷íîãî ðàçìåùåíèÿ. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ i-ãî ïàðàëëåëåïèïåäà òåêóùèé

ñïèñîê êîíòåéíåðîâ äîïîëíÿåòñÿ íîâûìè ïóòåì ðàçáèåíèÿ âíîâü çàíÿòîãî êîíòåé-

íåðà íà ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êîíòåéíåðû. Ïðîöåññ ðàçìåùåíèÿ çàêàí÷èâà-

åòñÿ, åñëè âñå ïàðàëëåëåïèïåäû ðàçìåùåíû èëè ñïèñîê êîíòåéíåðîâ ïóñò. Ðåçóëü-

òàòîì âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà áóäåò íàáîð ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ êàæäîãî n-ïà-

ðàëëåëåïèïåäà èç P.

Ïîèñê ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ

ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ — ïåðåáîð ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Îäíàêî äàæå äëÿ

ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî ÷èñëà ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ îñóùåñòâèòü ïðÿìîé ïåðå-

áîð ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íåâîçìîæíî. Ñëó÷àéíûé ïåðåáîð ëîêàëüíûõ ýêñòðåìó-

ìîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé åãî îðãàíèçàöèè äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áëèçêîãî
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c1

c2

p1

Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàçáèåíèÿ êîí-
òåéíåðà íà ìàêñèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ êîíòåéíåðû, p1 —
ðàçìåùåííûé n-ïàðàëëåëåïè-
ïåä, c c1 2, — ìàêñèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ êîíòåéíåðû, ïîëó-
÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàçìåùå-
íèÿ



ê ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó ðåøåíèÿ çà
ñðàâíèòåëüíî ìàëîå âðåìÿ.

Â çàäà÷å (7), (8) ñóùåñòâóåò âîçìîæ-

íîñòü óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïå-

ðåñòàíîâêàìè n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ëî-

êàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè. Â ðàáîòå [12]

ïðåäëîæåí ìåòîä ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñ-

òåé (ÌÑÎ), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íàïðàâëåííûé ñëó÷àéíûé ïåðåáîð è îðè-

åíòèðîâàí íà îïòèìèçàöèþ ôóíêöèé, çà-

äàííûõ íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê. ÌÑÎ

îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ

ôóíêöèè öåëè. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîá-

õîäèìî ââåñòè îïðåäåëåííóþ ìåòðèêó íà

ïðîñòðàíñòâå ïåðåñòàíîâîê. Ïîèñê ëó÷-

øèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ â îêðåñòíîñòÿõ, çàäàííûõ íà ìíîæå-

ñòâå ïåðåñòàíîâîê. Íà êàæäîì øàãå ÌÑÎ,

èñõîäÿ èç íàêîïëåííîé â ïðîöåññå ðàáîòû

ÌÑÎ èíôîðìàöèè, âûáèðàþòñÿ öåíòðû è

ðàäèóñû íîâûõ îêðåñòíîñòåé. Åñëè ïðè

ïåðåõîäå ê î÷åðåäíîìó øàãó ÌÑÎ çíà÷å-

íèå öåëåâîé ôóíêöèè íå óëó÷øàåòñÿ, òî

ðàäèóñ îêðåñòíîñòåé óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ÌÑÎ.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ÌÑÎ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êàæäîìó n-ïàðàëëåëåïèïåäó Pi ,

i J N� , ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð åãî ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ

a a a ai i i in� ( , , , )1 2 � , à ïåðåñòàíîâêè âèäà (3) ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûì ïîâî-

ðîòàì n-ïàðàëëåëåïèïåäà P
i

íà óãîë � / 2. Òîãäà êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìå-

ùàåìûõ n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð p p p p Rj j j
N
j Nn� �( , , , ) ,

1 2
�

ãäå p a
i
j

it
j� , i J N� , t J M� . Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ p j ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ðàçëè÷-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ è ñ ó÷åòîì êîëè÷åñòâà ïåðåñòàíîâîê

a
it
j ðàâíî N n! !.

Ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè n-ïàðàëëåëåïèïåäîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ðåà-

ëèçàöèÿìè âåêòîðîâ p j . Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ p j ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî � � R m , m nN� , ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ p
i
j , êàæ-

äûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ n-ïàðàëëåëå-

ïèïåäîâ. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà � îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ

ýëåìåíòîâ p
i
j è ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ a

ik
j

i1
, a a

ik
j

ik
j

i in2
, ,� â íàáîðå

a p
it
j

i
j� , i J N� , t J M� . Ìíîæåñòâî � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàòîðíîå ìíî-

æåñòâî êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê PWn , ââåäåííîå è èññëåäîâàííîå â [13].

Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè p j è pi ìíîæåñòâà � îïðåäåëèì ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

d p p c a aj i

k

N

k
s

l

n

kl
j

kl
i( , ) ( )� �

�

�
�
�

�

�
�
�

� �
� �

1 1

2 , (11)

ãäå c
n k

nk
s

s

�
� ��

�
�

�

�
�

1
— âåñîâîé êîýôôèöèåíò ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êî-

òîðûé ïðèäàåò íàèáîëüøèé âåñ ïåðâûì ýëåìåíòàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, s — ñòå-

ïåíü óñèëåíèÿ âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà, s �{ , , }1 2 3 . Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êî-

øè–Áóíÿêîâñêîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå (11) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.
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Ìíîæåñòâî � ñîñòîèò èç âåðøèí âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, âïèñàííîãî â ãèïåð-

ñôåðó, ò.å. ìíîæåñòâî � ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãèïåðñôåðå [1,13]. Ðàññòîÿíèå ìåæäó

ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ìíîæåñòâà íå ïðåâûøàåò äèàìåòðà ãèïåðñôåðû, íà êîòîðîé ëå-

æàò òî÷êè ìíîæåñòâà �. Â [13] âûïîëíåíî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà PWn â åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî è îïðåäåëåí åãî äèàìåòð. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü èññëåäîâàí-

íûå ñâîéñòâà êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê â ÌÑÎ ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Âûáîð ïåðñïåêòèâíûõ ïåðåñòàíîâîê (öåíòðîâ íîâûõ îêðåñòíîñòåé) îñíîâûâà-

åòñÿ íà âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî çàäàòüñÿ

ãèïîòåçîé î õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â ëîêàëüíûõ ìè-

íèìóìàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

è çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ. Ãèñòîãðàììû çíà÷åíèé öåëåâîé

ôóíêöèè (7), ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ãåíå-

ðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáúåêòîâ è èõ ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ, ïî-

êàçàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè áëèçêî ê íîðìàëüíîìó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðñïåêòèâíîñòü ïåðåñòàíîâêè çàâèñèò îò âûáîðî÷íîé ñðåäíåé

è îò âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàå-

ìîãî ðàäèóñà. Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò «ñëåïîãî» ñëó÷àéíîãî

ïåðåáîðà ïåðåñòàíîâîê ê ôîðìèðîâàíèþ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê â îêðåñòíîñòÿõ

ðàññìàòðèâàåìûõ öåíòðîâ, ïîëó÷åííûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò óìåíü-

øåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå, êàê äàííûé ôàêò âëèÿ-

åò íà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ñëó÷àÿ íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè. Ïóñòü b — íàèìåíüøåå ïîëó-

÷åííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè è ïóñòü â îêðåñòíîñòÿõ äâóõ ðàçíûõ öåíòðîâ

ïîëó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ m1, m2 è äèñïåðñèè �1, � 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ïðè îäèíàêîâîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè äëÿ ðàçëè÷íûõ äâóõ öåíòðîâ

îêðåñòíîñòåé âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ìåíüøå b áóäåò

äëÿ öåíòðà ñ áîëüøåé äèñïåðñèåé (ðèñ. 3). Ïðè ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèÿõ

è ðàâíîé äèñïåðñèè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ìåíüøå b

áóäåò äëÿ öåíòðà ñ ìåíüøèì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ðèñ. 3).

Îïèñàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñõîäÿùèéñÿ àëãîðèòì, îñóùåñòâëÿ-

þùèé íàïðàâëåííûé ñäâèã ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè öåëè â ñòîðîíó åå

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Äëÿ «íàïðàâëåííîãî» ïåðåáîðà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íà

ìíîæåñòâå � èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ÌÑÎ. Îïèøåì êðàòêî åå

ñõåìó.
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� � �2 X

b b
X X

à á



1. Ýòàï íàñòðîéêè ÌÑÎ.

1. Ïðîâîäèòñÿ ñëó÷àéíàÿ ãåíåðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè

îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ìèíèìóìû çàäà÷è (7), (8).

2. Èç ìíîæåñòâà ñãåíåðèðîâàííûõ ïåðåñòàíîâîê âûáèðàeòñÿ 10 ïåðåñòàíîâîê,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìàì ñ íàèìåíüøèìè ïîëó÷åííûìè

çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè.

3. Èññëåäóåòñÿ «ïîâåäåíèå» çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè «âáëèçè» âûáðàííûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äëÿ ýòîãî â îêðåñòíîñòÿõ ñ öåíòðàìè â âûáðàííûõ 10 òî÷êàõ

ìíîæåñòâà � ãåíåðèðóþòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè ïåðå-

ñòàíîâîê èç �. Ïðè ýòîì ðàäèóñ îêðåñòíîñòåé ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì ÷åòâåðòè äèà-

ìåòðà ìíîæåñòâà �.

4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêàìè, ñãåíåðèðîâàííûìè â îêðåñòíîñòÿõ âû-

áðàííûõ öåíòðîâ, îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû çàäà÷è (7), (8).

5. Âû÷èñëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíå-

íèå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâàõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ñîîòâå-

òñòâóþùèõ ñãåíåðèðîâàííûì âûáîðêàì â îêðåñòíîñòÿõ âûáðàííûõ öåíòðîâ.

6. Âûáèðàþòñÿ «ïåðñïåêòèâíûå» ïåðåñòàíîâêè (öåíòðû îêðåñòíîñòåé äëÿ ñëå-

äóþùåãî èòåðàöèîííîãî ýòàïà). Âûáîð öåíòðîâ îñíîâûâàåòñÿ íà âåðîÿòíîñòè ïîëó-

÷åíèÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè.

2. Èòåðàöèîííûé ýòàï ÌÑÎ.

1. Ïðîâîäèòñÿ ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíûõ âûáîðîê ïåðåñòàíîâîê â îêðåñòíîñòÿõ òå-

êóùèõ öåíòðîâ.

2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêàìè, ñãåíåðèðîâàííûìè â îêðåñòíîñòÿõ òåêó-

ùèõ öåíòðîâ, îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûå ìèíèìóìû çàäà÷è (7), (8).

3. Âû÷èñëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíå-

íèå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâàõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ñîîòâå-

òñòâóþùèõ ñãåíåðèðîâàííûì âûáîðêàì â îêðåñòíîñòÿõ òåêóùèõ öåíòðîâ.

4. Âûáèðàþòñÿ öåíòðû íîâûõ òðåõ îêðåñòíîñòåé äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè (âû-

áîð íîâûõ öåíòðîâ îñíîâûâàåòñÿ íà âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé

ôóíêöèè öåëè).

5. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàäèóñ íîâûõ îêðåñòíîñòåé äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Åñëè íà

òåêóùåé èòåðàöèè óëó÷øåío çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, òî ðàäèóñ îêðåñòíîñòåé

óâåëè÷èâàåòñÿ, èíà÷å óìåíüøàåòñÿ.

6. Ïðîâåðÿþòñÿ óñëîâèÿ îñòàíîâêè ÌÑÎ. Åñëè êîëè÷åñòâî ëîêàëüíûõ ìèíèìó-

ìîâ ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè öåëè ïðåâûøàåò 60 %, òî ïîèñê ïðåêðà-

ùàåòñÿ, èíà÷å îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè (åñëè ðàäèóñ îêðåñò-

íîñòåé ïðèáëèæàåòñÿ ê ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, òî êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ ëî-

êàëüíûõ ìèíèìóìîâ ëèáî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñ ðàâíûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè

öåëè çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ).

Â èòîãå â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó çàäà÷è âûáèðàåòñÿ

ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàçðàáîòàíî

ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, öåëü êî-

òîðûõ — ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è

è ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëîãàìè. Ïîñêîëüêó íàéòè â ïóáëèêà-

öèÿõ çàäà÷è â ðàññìîòðåííîé ïîñòàíîâêå íå óäàëîñü, ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü

ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçìåùåíèÿ îðèåíòèðîâàííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ [8]. Â êà÷åñòâå

îäíîãî èç ïðèìåðîâ ðåøåíà çàäà÷à óïàêîâêè 50 ïàðàëëåëåïèïåäîâ â êîíòåéíåð,

èìåþùèé ðàçìåðû îñíîâàíèÿ [567, 234]. Â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåí-

íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è ñìîãëè óëó÷øèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè íà 3,33 % è ïîëó÷èòü çíà÷åíèå, ðàâíîå 573 (â [8] ïîëó÷åíî çíà÷åíèå 593).

Èñõîäíûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
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Ò à á ë è ö à 1

Èñõîäíûå äàííûå Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ

Íîìåð
ïàðàëëå-
ëåïèïåäà

Ëèíåéíûå ðàçìåðû

Íîìåð
ïàðàëëå-
ëåïèïåäà

[Ïîëþñ]: [Ëèíåéíûå ðàçìåðû]

1 [24; 102; 35] 49 [0; 0; 0]: [130; 44; 195]

2 [195; 116; 37] 2 [0; 44; 0]: [37; 195; 116]

3 [185; 157; 130] 26 [0; 0; 195]: [39; 42; 24]

4 [143; 179; 85] 36 [0; 239; 0]: [118; 65; 139]

5 [34; 60; 42] 39 [0; 44; 116]: [134; 118; 129]

6 [30; 172; 83] 14 [37; 44; 0]: [75; 188; 86]

7 [15; 124; 39] 5 [0; 162; 116]: [60; 34; 42]

8 [68; 148; 74] 3 [134; 0; 0]: [130; 185; 157]

9 [95; 44; 153] 6 [0; 162; 158]: [172; 30; 83]

10 [196; 143; 26] 12 [0; 196; 139]: [132; 94; 89]

11 [146; 6; 154] 25 [172; 185; 0]: [138; 158; 174]

12 [94; 89; 132] 22 [0; 290; 139]: [42; 14; 28]

13 [67; 96; 198] 17 [0; 192; 228]: [22; 76; 16]

14 [86; 75; 188] 27 [118; 290; 0]: [29; 47; 151]

15 [6; 45; 99] 15 [0; 268; 228]: [99; 45; 6]

16 [25; 18; 7] 38 [37; 44; 86]: [2; 125; 21]

17 [76; 16; 22] 18 [172; 0; 157]: [129; 178; 29]

18 [129; 29; 178] 29 [172; 0; 186]: [117; 176; 18]

19 [94; 87; 159] 37 [264; 0; 0]: [125; 181; 104]

20 [185; 16; 33] 20 [0; 290; 174]: [185; 16; 33]

21 [115; 34; 72] 40 [301; 0; 104]: [90; 174; 113]

22 [42; 14; 28] 8 [310; 174; 104]: [148; 68; 74]

23 [73; 61; 29] 23 [39; 44; 86]: [61; 73; 29]

24 [141; 87; 138] 7 [0; 0; 219]: [124; 39; 15]

25 [138; 174; 158] 35 [22; 192; 234]: [46; 86; 10]

26 [39; 42; 24] 13 [132; 192; 178]: [198; 96; 67]

27 [151; 47; 29] 21 [0; 304; 0]: [115; 34; 72]

28 [70; 96; 130] 19 [310; 181; 0]: [94; 159; 87]

29 [117; 18; 176] 43 [0; 306; 72]: [117; 37; 113]

30 [136; 59; 26] 28 [389; 0; 0]: [70; 130; 96]

31 [148; 5; 132] 32 [132; 185; 0]: [23; 51; 150]

32 [23; 150; 51] 4 [404; 130; 0]: [143; 179; 85]

33 [137; 94; 48] 48 [172; 0; 217]: [151; 182; 11]

34 [68; 56; 116] 24 [391; 0; 96]: [87; 138; 141]

35 [46; 86; 10] 50 [458; 138; 85]: [21; 148; 107]

36 [118; 139; 65] 46 [132; 236; 0]: [12; 47; 148]

37 [181; 104; 125] 30 [134; 0; 157]: [26; 136; 59]

38 [2; 125; 21] 9 [479; 0; 85]: [44; 153; 95]

39 [134; 118; 129] 1 [0; 306; 185]: [102; 35; 24]

40 [174; 113; 90] 16 [0; 196; 116]: [7; 25; 18]

41 [9; 136; 108] 31 [155; 185; 0]: [5; 148; 132]

42 [101; 145; 71] 33 [330; 174; 178]: [94; 137; 48]

43 [117; 37; 113] 34 [185; 288; 174]: [116; 56; 68]

44 [27; 194; 97] 44 [424; 138; 192]: [97; 194; 27]

45 [46; 28; 164] 45 [323; 0; 217]: [46; 164; 28]

46 [47; 12; 148] 41 [310; 332; 87]: [136; 9; 108]

47 [107; 27; 82] 42 [479; 153; 85]: [71; 145; 101]

48 [182; 11; 151] 47 [424; 242; 85]: [27; 82; 107]

49 [195; 44; 130] 10 [547; 0; 0]: [26; 143; 196]

50 [21; 148; 107] 11 [134; 0; 228]: [154; 146; 6]



Îáùèé âèä ðàçìåùåíèÿ ïàðàëëåëåïèïå-
äîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòà-
òó, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.

Êðîìå òîãî, ðåøåíû çàäà÷è ðàçëè÷íîé ðàç-
ìåðíîñòè (îò 10 äî 200 ïàðàëëåëåïèïåäîâ), äëÿ êî-
òîðûõ èñõîäíûå äàííûå ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àé-
íûì îáðàçîì. Ðåøåíèå ïîêàçàëî, ÷òî èñïîëüçîâà-
íèå ìåòîäà ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ëó÷øåå ðåøåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøå-
íèåì, ïîëó÷åííûì ïóòåì îäíîêðàòíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíî-îäèíî÷íîé óïàêîâêè ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü è ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è óïàêîâêè
n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ â ïàðàëëåëåïèïå-
äå ñ âîçìîæíîñòüþ èõ îðòîãîíàëüíîé îðèåí-
òàöèè ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü ðåçóëüòàòû óïàêîâêè îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ ïà-
ðàëëåëåïèïåäîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Ïðèìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ÌÑÎ äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó
ìèíèìóìó çàäà÷è áîëåå ýôôåêòèâíî è îïðàâäàíî ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî, ïîñêîëüêó ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ íà òàêèõ ïåðåñòàíîâêàõ, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ïîëó÷åíèÿ ëó÷øèõ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè, ïî êðàéíåé ìåðå, íå óìåíüøàåòñÿ. Âàæíî
è òî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÑÎ ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-
ãîâ. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ÌÑÎ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì,
ðåçóëüòàò ïîèñêà íåîäíîçíà÷åí è çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ñëó÷àéíûå ïåðåñòàíîâêè áóäóò
ñãåíåðèðîâàííû. Âìåñòå ñ òåì ïðè èñïîëüçîâàíèè òîãî æå äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïðè
ïðåæíåì âçâîäå áóäóò ïîëó÷åíû òå æå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìå-
òîä ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé äàåò âïîëíå âîñïðîèçâîäèìûå ðåçóëüòàòû.
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