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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íå îáùàÿ «çàäà÷à èñêëþ÷åíèÿ», êàê îíà

îïèñàíà â [1], à ïðîáëåìà êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñ-

êèõ óðàâíåíèé ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, õîòÿ

âûâîäû ïðèìåíèìû è ê îáùåé çàäà÷å èñêëþ÷åíèÿ. Âïåðâûå òàêîé ìåòîä áûë

ïðåäëîæåí Ãàóññîì. Êàê èçâåñòíî, Ãàóññ ïðîâîäèë îáðàáîòêó ãåîôèçè÷åñêèõ

íàáëþäåíèé, â êîòîðîé ïðèõîäèëîñü ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñî ìíîãèìè äåñÿòêàìè íåèçâåñòíûõ, à ïðè ðó÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ìàò-

ðèöà òàêèõ ñèñòåì ïðîñòî ôèçè÷åñêè íåîáîçðèìà, ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé Ãàóññ ïðèìåíÿë òîëüêî ñîêðàùåííóþ ñòðàòåãèþ âûáî-

ðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ — â î÷åðåäíîì ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ ñòîëáöå, íàçûâàÿ

«ãëàâíûì ýëåìåíòîì» ìàêñèìàëüíûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíò ñòîëáöà.

Ñ ïîÿâëåíèåì êîìïüþòåðîâ ïðèíöèï âûáîðà «ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ» «ìåõàíè÷åñ-

êè» ðàñïðîñòðàíèëñÿ íà âñþ ìàòðèöó, îäíàêî íå äàë ñóùåñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ

ïåðåä ñòîëáöåâîé ñòðàòåãèåé âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ. Îáùåå ðàçî÷àðîâàíèå

òîãäà âûðàçèë Óèëêèíñîí: «Ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî âûáîð íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà

â êà÷åñòâå âåäóùåãî ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì, è â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî ÷àñòî áóäåò

íåâåðíî. Ìû ëèøü óòâåðæäàåì, ÷òî äî ñèõ ïîð íå ïðåäëîæåí íèêàêîé äðóãîé

ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìûé ïðîöåññ... Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûáîð ãëàâíîãî ýëåìåíòà

ïî âñåé ìàòðèöå íèêîãäà íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïëîõèì.» [2]. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå

âñå òåñòîâûå ïðèìåðû äëÿ ïðîãðàìì, âûáèðàâøèõ ãëàâíûå ýëåìåíòû ïî âñåé ìàò-

ðèöå, â ñóùíîñòè íå âûõîäèëè çà ðàìêè ðó÷íûõ âû÷èñëåíèé, ïðåäïîëàãàþùèõ,

êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâèå ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû â ïîðÿäêàõ èñõîäíûõ äàííûõ, è

òåì ñàìûì èãíîðèðîâàëè îñîáåííîñòè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé è ïîýòîìó íå

ìîãëè âûÿâèòü ñëàáûå ñòîðîíû ìåòîäà ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ.

Â ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå èñêëþ÷åíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíîå

ðàçëîæåíèå ìàòðèöû ñèñòåìû ñëåäóþò ñðàçó æå èç óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè ýòîé

ìàòðèöû. Îäíàêî â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå íà ñòàíäàðòíûõ êîìïüþòåðàõ ñ èõ

îãðàíè÷åííîé ðàçðÿäíîñòüþ â îãðàíè÷åííîì, íî âñå æå çíà÷èòåëüíîì äèàïàçîíå

ïîðÿäêîâ äàæå ïðè íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû ïðèõîäèòñÿ òðåáîâàòü

êîìïüþòåðíîé íåâûðîæäåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîìïüþòåðíî

íåâûðîæäåííà (â îòíîøåíèè ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ), åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí

ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ, â êîòîðîì ïîëó÷àþùàÿñÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà îêàçûâàåòñÿ

íåâûðîæäåííîé.

Â êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêå äëÿ ïîëíîé (âûðîæäàþùåé) ïîòåðè öèôðîâîé

èíôîðìàöèè ñóùåñòâóåò òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè: ïîëíîå âçàèìîóíè÷òîæåíèå

(â ðåçóëüòàòå âû÷èòàíèÿ áëèçêèõ ÷èñåë) è ïîëíîå «çàòèðàíèå» èíôîðìàöèè (âûòåñ-

íåíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî áîëüøèì ñëàãàåìûì). Â âû÷èñëèòåëü-

íîé òåîðèè îáå ýòè âîçìîæíîñòè ïðèíÿòî «ñêðûâàòü» â îäíîì ñèìâîëè÷åñêîì êîì-

ïüþòåðíîì óðàâíåíèè 1 1. .� �� ñ òàê íàçûâàåìûìè «èñ÷åçàþùèìè �» — ñâåðõìàëû-

ìè îòíîñèòåëüíî äðóãèõ êîìïüþòåðíûõ ÷èñåë. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòü «âñêðûâàåòñÿ»,
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åñëè ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

1 1 0. ( . )� � �� , (1)

à âòîðàÿ âûÿâëÿåòñÿ, åñëè ïðè ïåðåïèñûâàíèè èñïîëüçîâàòü òèïè÷íûé äëÿ ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ îïåðàòîðíûé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì àäðåñ ïåðâîãî îïåðàíäà îáû÷-

íî ÿâëÿåòñÿ è àäðåñîì ðåçóëüòàòà, è òîãäà ïðèîáðåòàåò çíà÷èìîñòü ñëåäóþùèé

åãî âèä:

� � �1 1. . . (2)

(Ñàìî óðàâíåíèå 1 1. .� �� ïðè îïåðàòîðíîì ïîäõîäå îçíà÷àåò ïðîñòî áåçîïàñíîå

ñîõðàíåíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè, òîãäà êàê ñèìâîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïî ñâîå-

ìó íàçíà÷åíèþ äîëæíû îáðàùàòü âíèìàíèå ïðîãðàììèñòîâ íà êëþ÷åâûå îïàñ-

íûå ñèòóàöèè â êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ. «Ñîêðûòèå» èõ âëèÿåò íà «àçû»

êîìïüþòåðíîé àðèôìåòèêè, îñîáåííî (2).) Ñèòóàöèÿ (1) ìîäåëèðóåò ïîëíîå îá-

íóëåíèå èç-çà ÷ðåçìåðíîé îòíîñèòåëüíîé «áëèçîñòè» êîìïüþòåðíûõ ÷èñåë, ÷åì

è âûðàæàåòñÿ âûðîæäåíèå âåäóùåãî ýëåìåíòà. Ñèòóàöèÿ (2) — ïîäàâëåíèÿ è

óòðàòû èíôîðìàöèè — âîçíèêàåò èç-çà ÷ðåçìåðíîé îòíîñèòåëüíîé óäàëåííîñòè

êîìïüþòåðíûõ ÷èñåë è ñîçäàåò ïðåäïîñûëêè äëÿ êàòàñòðîôè÷åñêîãî îáíóëåíèÿ

íà ïîñëåäóþùåì øàãå ïðîöåññà èñêëþ÷åíèé.

Èìåííî òàêîå êàòàñòðîôè÷åñêîå óíè÷òîæåíèå êîìïüþòåðíîé èíôîðìàöèè äîïóñ-

êàåò ãàóññîâ ïðèíöèï ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ïðèâîäèìûé

íèæå êîíòðïðèìåð. Îí òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê îòëè÷àåòñÿ îò ïðèìåðà â [3], ïîñòðî-

åííîãî àâòîðàìè íà èäåå Õåììèíãà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïî ìåòîäó Ãàóññà ðàçðàáîòà-

íû «èñêóñíûå» ïðîãðàììû, ïðèâåäåííûå â òîé æå êíèãå. Îäíàêî ðàññìîòðåííûé íèæå

êîíòðïðèìåð íåðàçðåøèì äàæå ýòèìè óñîâåðøåíñòâîâàííûìè ïðîãðàììàìè.

Êîíòðïðèìåð.
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Ïðè ïðîâåäåíèè âñåõ äåéñòâèé ñ òðåìÿ äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè ýòó íåâûðîæ-

äåííóþ ñèñòåìó íåëüçÿ ðàçðåøèòü ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà ñ ïîìîùüþ ÷àñ-

òè÷íîãî èëè ïîëíîãî âûáîðà ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ: ïåðâûé æå ýòàï èñêëþ÷åíèÿ

ïðèâîäèò ê âûðîæäåííîé ñèñòåìå
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Êðîìå òîãî, åñëè çàìåíèòü ãàóññîâ ìåòîä òðåóãîëüíûõ èñêëþ÷åíèé íà òðåóãîëü-

íûå èñêëþ÷åíèÿ ìåòîäîì âðàùåíèé èëè ìåòîäîì îòðàæåíèé, êîòîðûå è áûëè

âîñïðèíÿòû êàê íå íóæäàþùèåñÿ â âûáîðå ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ, òî ïðîèçîéäåò

òàêàÿ æå âû÷èñëèòåëüíàÿ êàòàñòðîôà! Òàê ìîæåò áûòü, ýòà ñèñòåìà (3) âîîáùå

êîìïüþòåðíî íåðàçðåøèìà ìåòîäàìè èñêëþ÷åíèé? Â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà ïðå-

êðàñíî ðåøàåòñÿ, åñëè â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà îòêàçàòüñÿ îò ãàóññîâà ïðè-

íöèïà ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ. Â [3] äàæå óêàçàíî, ÷òî ìîæíî óäîâëåòâîðèòåëüíî ðå-

øèòü ñèñòåìó, åñëè â êà÷åñòâå ïåðâîãî âåäóùåãî ýëåìåíòà âçÿòü a21, îäíàêî íè-

êàêèì «ïðèíöèïîì» ýòîò âûáîð íå óäàëîñü îïðàâäàòü (òîãäà êàê îòêàç âîîáùå

îò êàêîãî áû òî íè áûëî ïðèíöèïà âûáîðà ìîæåò ñäåëàòü ïðîöåññ Ãàóññà íåñîñ-

òîÿòåëüíûì [2]). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà êîíòðïðèìåðà êîìïüþòåðíî íåâûðîæ-

äåííà. È ýòî, ê ñîæàëåíèþ, ïîçâîëÿåò êàòåãîðè÷åñêè óòâåðæäàòü, ÷òî ìåòîä èñ-

êëþ÷åíèé Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ íå ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîãî

ðåøåíèÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â êîìïüþòåðíîé àðèôìåòè-

êå, íå îáåñïå÷èâàåò è òðåóãîëüíîé ðàçëîæèìîñòè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ñèñ-
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òåìû âîïðåêè îáùåïðèíÿòîìó ìíåíèþ, âûðàæåííîìó, â ÷àñòíîñòè, â [2] è [3]

(âïðî÷åì, â [4] ýòè æå àâòîðû êîñâåííî ïðèçíàëè íåóíèâåðñàëüíîñòü àëãîðèòìà

ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèâåäÿ ñâîé êîíòðïðèìåð); â îáùåì, íå ðåøàåò ÷èñëåííî ïðî-

áëåìó èñêëþ÷åíèÿ — ôóíäàìåíòàëüíóþ ïðîáëåìó âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè,

äîëãîå âðåìÿ îøèáî÷íî ñ÷èòàâøóþñÿ ðåøåííîé, è äëÿ îïðîâåðæåíèÿ óïîìÿíóòûõ

óñòîÿâøèõñÿ îøèáî÷íûõ óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî è îäíîãî ýòîãî êîíòðïðèìåðà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïðèíöèï âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà (åãî

îáîñíîâàíèå ïðèâåäåíî íèæå), ñîãëàñíî êîòîðîìó ïåðâûì âåäóùèì ýëåìåíòîì

äîëæåí ñòàòü a31. Ïîñëå ïåðâîãî øàãà èñêëþ÷åíèé èìååì
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Îòcþäà x e3 4� , x e2 4� , x1 1� . Ñðàâíèâàÿ ñ ðåøåíèåì ïðè áîëüøåì ÷èñëå ðàçðÿ-
äîâ x1 10010� . , x e2 10004 4� . , x e3 99940 3� . , âèäèì, ÷òî ðåøåíèå ïîëó÷èëîñü âåð-
íûì ïðàêòè÷åñêè íà âñå òðè çíàêà. (Âïðî÷åì, àáñîëþòíàÿ äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòà-
òà ïðÿìî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ñèñòåìà êîíòðïðèìåðà îòëè÷àåòñÿ îò õîðîøî
îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû ëèøü ìàñøòàáèðîâàíèåì è ïåðåñòàíîâêîé óðàâíåíèé, êî-
òîðàÿ òàêæå áûëà ïðåäñòàâëåíà è ðåøàëàñü â [3], åå ðåøåíèå x x x1 2 3 100� � � . îò-
ëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ êîíòðïðèìåðà ëèøü ìàñøòàáíûìè ìíîæèòåëÿìè.) Àíàëî-
ãè÷íî ìîæíî ðåøèòü ñèñòåìó (3) è äðóãèìè ìåòîäàìè èñêëþ÷åíèÿ, äëÿ ýòîãî íå-
îáõîäèìî òîëüêî ïðèìåíèòü òàêóþ æå óñòîé÷èâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èñêëþ÷åíèé (îá ýòîì òàêæå ðå÷ü ïîéäåò íèæå).

Äàííàÿ ðàáîòà îãðàíè÷èâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì ðåøåíèåì âîïðîñà êîìïüþòåð-
íîé îñóùåñòâèìîñòè ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ êàê ìåòîäîâ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ñ ó÷àñ-
òèåì òðåóãîëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ è äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíûõ ïî-
ãðåøíîñòåé íå îáðàùàåòñÿ ê ñóùåñòâóþùåé òåîðèè îøèáîê, ïîñêîëüêó àâòîð ñîëè-
äàðåí ñ àâòîðàìè [1], êîòîðûå ñêåïòè÷åñêè îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè îøèáîê îêðóãëåíèÿ
äëÿ àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê àëãîðèòìîâ (è ïîä÷åðêèâàþò ýòî âî âòîðîì
èçäàíèè äàííîé êíèãè). Ê òîìó æå ñêðóïóëåçíûé àíàëèç îøèáîê ãàóññîâà àëãîðèò-
ìà âû÷èñëåíèé [5] (íå îáíàðóæèâøèé íèêàêèõ îïàñíîñòåé äëÿ êîìïüþòåðíîãî ðå-
øåíèÿ ñèñòåì!) òîëüêî ïîäòâåðæäàåò áåñïîëåçíîñòü ýòîé òåîðèè â äàííîì ñëó÷àå.
Â òî æå âðåìÿ òî÷íîñòü ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ íå ìîæåò áûòü õóæå «ãëàâíûõ
ýëåìåíòîâ», ïîñêîëüêó â îòëè÷èå îò íèõ òåïåðü ïîñòîÿííî ñîáëþäàåòñÿ ÷ðåçâû÷àé-
íî áåðåæíîå îòíîøåíèå ê ÷èñëîâîé èíôîðìàöèè.

Èç êîíòðïðèìåðà ÿñíî, ÷òî êîððåêòíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ äîëæåí îñíîâû-
âàòüñÿ íà äâóìåðíîì ïîèñêå âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî âñåé ìàòðèöå, íî äëÿ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ ïðèäåòñÿ îòêàçàòüñÿ îò íåîáõîäèìûõ ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ñòîëáöîâ,
ñ÷èòàÿ èõ óæå âûïîëíåííûìè. Êàæäûé øàã ïðîöåññà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà ðàññìàò-

ðèâàåò ïðåîáðàçóåìóþ ÷àñòü ìàòðèöû êàê îêàéìëåííóþ ñâåðõó è ñëåâà:
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ïðè÷åì íà âåäóùåé ïîçèöèè ýòîãî îêàéìëåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ «ãëàâíûé ýëåìåíò»

ñòîëáöà îêàéìëåíèÿ: | | | | | |aij j� �c äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîãî õîäà

èñêëþ÷åíèé (äëÿ óäîáñòâà ñîõðàíåí äîïåðåñòàíîâî÷íûé íîìåð ñòðîêè i j� áåç åå
ïåðåíóìåðàöèè). Ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé ìàòðèöû, ðåàëèçóþùåå ãàóññîâî èñ-
êëþ÷åíèå, â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä
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ãäå L j
� 1

— ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé

óíèòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ åäèíñòâåííûì ïîääèàãîíàëüíûì j-ì ñòîëáöîì —

aij j
� 1 c . Î÷åâèäíî, ÷òî «ñòåðæíåì» ãàóññîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå îäèí

ýëåìåíò aij , à âåñü âûáèðàåìûé âåêòîð ( , )aij id , êîòîðûé öåëèêîì îòõîäèò ê

ôîðìèðóåìîé âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå, òàê ÷òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷è-

âîñòè «îáðàòíîãî õîäà» âàæíî, ÷òîáû ýëåìåíò aij áûë «ãëàâíûì» â ýòîé ñòðîêå:

| | | | | |aij j� �d . Îäíàêî è òîò, è äðóãîé ïîäõîäû ê îáåñïå÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè ñî-

âåðøåííî èãíîðèðóþò îïåðàöèîííóþ ñòîðîíó ãàóññîâûõ èñêëþ÷åíèé, õàðàêòåð-

íóþ èìåííî äëÿ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé, à íå ðó÷íûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàäî

îáðàòèòü âíèìàíèå íà àääèòèâíóþ ôîðìó âñåõ ýëåìåíòîâ ðåçóëüòèðóþùåé ìàò-

ðèöû A c dij ij j ia� � 1
, òàê ÷òî èõ êîìïüþòåðíîå âû÷èñëåíèå ÷ðåâàòî îïàñíîñòüþ,

î êîòîðîé ïðåäóïðåæäàåò ñèìâîëè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2) è ïîäòâåðæäàåò êîíòðïðèìåð.

Èçáåæàòü êàòàñòðîôè÷åñêîãî çàòèðàíèÿ èíôîðìàöèè (2) ïðè ãàóññîâîì èñêëþ-

÷åíèè è òåì ñàìûì ãàðàíòèðîâàòü òðåóãîëüíóþ ðàçëîæèìîñòü ëþáîé êîìïüþòåðíî

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ìîæíî, åñëè íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà èñêëþ÷åíèÿ âûáè-

ðàòü âåäóùèé ýëåìåíò â ïðåîáðàçóåìîé ÷àñòè ìàòðèöû òàê, ÷òîáû ýëåìåíòû âû÷è-

òàåìîé äèàäû aij j i
� 1c d áûëè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìèíèìàëüíûìè èç âîçìîæ-

íûõ, ò.å. îïòèìàëüíûé âåäóùèé ýëåìåíò (êðàòêî — ïèâîò) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü

êðèòåðèþ

min
| | | | | | | |

| |,i j

j j

ija

c d� ��
. (4)

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî óñëîâèå îäíîâðåìåííî äåëàåò íåäîïóñòèìûìè îáå àâàðèé-

íûå ñèòóàöèè: (1) è (2), ïîñêîëüêó èìåííî âíîñÿ ìèíèìàëüíûå èçìåíåíèÿ â ïðåîá-

ðàçóåìóþ ÷àñòü ìàòðèöû, ìû ïðåäåëüíî óõîäèì îò âîçìîæíîñòè ïîëíûõ (âûðîæäà-

þùèõ) âçàèìîóíè÷òîæåíèé, à çíà÷èò, èçáåãàåì èõ âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ î

êîìïüþòåðíîé íåâûðîæäåííîñòè.

Äëÿ ýòîãî îïòèìàëüíîãî ïèâîòèðîâàíèÿ íàäî ïåðåáðàòü âñå ãëàâíûå ýëåìåíòû

â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, ÷òîáû îïðîáîâàòü èõ íà ðîëü ïèâîòà aij , à â îñòàëüíîé ÷àñòè

ñòðîêè di è ñòîëáöà c j , ïåðåñåêàþùèõñÿ â èñïûòóåìîì ýëåìåíòå, íàäî îïðåäåëèòü

ìàêñèìàëüíûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíòû, ÷òîáû âû÷èñëèòü ôóíêöèîíàë êðè-

òåðèÿ (4). Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ïðåîáðàçóåìîé ÷àñòè

ìàòðèöû íåîáõîäèìî âûäåëÿòü íå òîëüêî ãëàâíûå ýëåìåíòû, íî è «ïîäãëàâíûå», ãëàâ-

íûå â îñòàëüíîé ÷àñòè òîãî æå âåêòîðà, õàðàêòåðèçóÿ îòíîñèòåëüíîå ïðåâîñõîäñòâî

ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ. Âñå ýòî ìîæíî ñäåëàòü çà îäèí îáõîä âñåõ ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçóå-

ìîé ÷àñòè ìàòðèöû, òåì íå ìåíåå íàéäåííîå îïòèìàëüíîå ïèâîòèðîâàíèå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ âñå æå èçëèøíå ñëîæíûì (äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì).

Ôóíêöèîíàë êðèòåðèÿ (4) íàöåëèâàåò íà íàèáîëüøåå îòíîñèòåëüíîå ïðåâàëè-

ðîâàíèå âåäóùåãî ýëåìåíòà îäíîâðåìåííî è â ñâîåé ñòðîêå, è â ñâîåì ñòîëáöå,

òîãäà êàê äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåçàòèðàåìîñòè èíôîðìàöèè ïðè âû÷èñëåíèè

A c dij ij j ia� � 1
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ìàêñèìàëüíîñòè îäíîãî îòíîñèòåëüíîãî

ïðåâàëèðîâàíèÿ: ëèáî ïî ñòðîêå, ëèáî ïî ñòîëáöó, ÷òî è îïðåäåëÿåò áîëåå ïðîñòûå

è òàêæå êîððåêòíûå êðèòåðèè âûáîðà îòíîñèòåëüíûõ ïèâîòîâ — ñòðîêîâîãî:

min
| | | |

| |,i j

j

ija

d �
(5)

è ñòîëáöåâîãî

min
| | | |

| |,i j

j

ija

c �
, (6)

îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì îòíîñèòåëüíîå ïèâîòèðîâàíèå.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñòðîêà ( , )aij id (èëè ñòîëáåö
aij

jc

�

�
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�

�

�

�
�

) âûáðàíà òàê, ÷òî

â îñòàëüíîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåìîé ìàòðèöû ñòðîêîâûå (èëè ñòîëáöåâûå) ãëàâíûå

ýëåìåíòû îêàçàëèñü â A ij , òî ýòî óæå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü êàòàñòðîôè÷åñêîãî

çàòèðàíèÿ èíôîðìàöèè â ìàòðèöå A c dij ij j ia� � 1
. Åñëè æå ñòðîêîâûå ãëàâíûå ýëå-

ìåíòû íàõîäÿòñÿ òàêæå è â ñòîëáöå c j (èëè ñòîëáöåâûå â ñòðîêå di ), òî èçáåæàòü

çàòèðàíèÿ èíôîðìàöèè ìîæíî ïîñðåäñòâîì ïåðåñòàíîâêè ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ), ïî-

ìåùàÿ íà ïåðâîå ìåñòî òó ñòðîêó (èëè òîò ñòîëáåö), ãäå íàèáîëüøåå îòíîñèòåëüíîå

ïðåâàëèðîâàíèå ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Ýòà ïðîöåäóðà âûáîðà çàìåòíî ïðîùå, ÷åì ïðè

îïòèìàëüíîì ïèâîòèðîâàíèè, ïîñêîëüêó çäåñü òîëüêî â ñòðîêàõ (èëè òîëüêî

â ñòîëáöàõ) íóæíî îïðåäåëÿòü äâà íàèáîëüøèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíòà.
Íåòðóäíî çàìåòèòü ïîëíóþ àíàëîãèþ àëãîðèòìîâ îòíîñèòåëüíîãî è îïòèìàëü-

íîãî ïèâîòèðîâàíèÿ àëãîðèòìàì ÷àñòè÷íîãî è ïîëíîãî ïåðåáîðà â ãàóññîâûõ ãëàâ-

íûõ ýëåìåíòàõ. Âûáîð ïðîñòî ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî âñåé ìàòðèöå áûë âûáîðîì àá-

ñîëþòíîãî ïèâîòà è îñòàâàëñÿ ïî ñóòè îäíîìåðíûì ïîèñêîì — ñ âûòÿãèâàíèåì

âñåé ìàòðèöû â îäèí ñîñòàâíîé ñòîëáåö, ïîýòîìó åãî ïîèñêîâûå âîçìîæíîñòè íå

îòâå÷àëè äâóìåðíîìó îáúåêòó — ìàòðèöå. Îïòèìàëüíîå ïèâîòèðîâàíèå ïî ñðàâíå-

íèþ ñ îòíîñèòåëüíûì òàêæå îñòàåòñÿ äâóìåðíûì ïîèñêîì, ïîýòîìó åãî ïðèìåíå-

íèå ñïåöèôè÷åñêîå. (Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö «îïòèìàëüíûé âû-

áîð ïîðÿäêà ñòðîê è ñòîëáöîâ êðàéíå âàæåí äëÿ ýêîíîìèè ïàìÿòè è ðàáîòû, íî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíóþ çàäà÷ó» [5]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü

ïîëåçíî îïòèìàëüíîå ïèâîòèðîâàíèå, åñëè ôóíêöèîíàë åãî êðèòåðèÿ ïåðåïðîôèëè-

ðîâàòü, ïðåâðàùàÿ åãî â ôóíêöèîíàë òðóäîåìêîñòè: ïîëàãàÿ âñå íå ðàâíûå íóëþ

ýëåìåíòû ðàâíûìè åäèíèöå è ïðèìåíÿÿ çàòåì 1-íîðìó; â ñëó÷àå ñòðåëîâèäíûõ

ìàòðèö ëþáîé îðèåíòàöèè ýòî àâòîìàòè÷åñêè äàåò îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò.)
Ñëîæíîñòü ýòèõ äâóõ âèäîâ àëãîðèòìîâ ïèâîòèðîâàíèÿ â àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèÿõ äëÿ ïîëíîçàïîëíåííûõ n n� -ìàòðèö îòëè÷àåòñÿ âïÿòåðî. Íà ïåðâîì øàãå

îïðåäåëåíèå â ñòðîêàõ (èëè â ñòîëáöàõ) àáñîëþòíûõ âåëè÷èí max è submax òðåáóåò

n n( )� 1 îïåðàöèé; çàòåì âû÷èñëåíèå âåëè÷èí ôóíêöèîíàëîâ îòíîñèòåëüíîãî ïèâî-

òèðîâàíèÿ çàíèìàåò n îïåðàöèé, à îïðåäåëåíèå èõ ìèíèìóìà ñîñòàâëÿåò n � 1îïåðà-

öèé; èòîãî O n( )2 îïåðàöèé. Ýòî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî ïîëîâèíó îáùåãî ÷èñëà îïå-

ðàöèé èñêëþ÷åíèÿ íà òîì æå øàãå. Çíà÷èò, ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàóññîâûì àëãîðèòìîì

ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ òðóäîåìêîñòü òðåóãîëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ïðè îòíîñèòåëüíîì ïèâîòè-

ðîâàíèè âîçðàñòàåò â 1,5 ðàçà; òîãäà êàê ïðè îïòèìàëüíîì ïèâîòèðîâàíèè íà ïîëó÷åíèå

èíôîðìàöèè î max è submax ïî âñåì ñòðîêàì è ñòîëáöàì íàäî íà ïåðâîì øàãå 2 1n n( )�

îïåðàöèé; çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ n2 âû÷èñëåíèé ôóíêöèîíàëà ïî äâå îïåðàöèè íà êàæ-

äîå, è îïðåäåëåíèå ìèíèìóìà çàíèìàåò n2 1� îïåðàöèé; èòîãî O n( )5 2 îïåðàöèé íà ïåð-

âîì øàãå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ñ îïòèìàëüíûì ïèâîòèðîâà-

íèåì â 3,5 ðàçà áîëüøå ãàóññîâà àëãîðèòìà ñ ãëàâíûìè ýëåìåíòàìè.
Â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà ïî ñòîëáöàì íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ñòðîêîâîå îòíîñèòåëüíîå ïèâîòèðîâàíèå, ïîñêîëüêó ãàóññîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ èñêëþ-

÷åíèÿ îñíîâàíû íà ïåðåáîðå ñòðîê (óðàâíåíèé). È õîòÿ ïðè ýòîì â íèæíåé òðåóãîëü-

íîé ìàòðèöå L ìîãóò áûòü ýëåìåíòû áîëüøå åäèíèöû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, çàòî â

âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå U ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ïðåâàëèðîâàíèå äèàãîíà-

ëüíûõ ýëåìåíòîâ îáåñïå÷èâàåò íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ óñòîé÷èâîñòü îáðàòíîãî õîäà.
Ñòîëáöåâîå îòíîñèòåëüíîå ïèâîòèðîâàíèå áîëüøå âñåãî ïîäõîäèò äëÿ àëüòåð-

íàòèâíîãî ãàóññîâà ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ — äëÿ èñêëþ÷åíèé ïî ñòðîêàì: êîòîðûå

îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðàâûìè ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè U
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ãäå åäèíñòâåííîé i-é ñòðîêîé â âåðõíåé óíèòðåóãîëüíîé ìàòðèöå U
1

1�
ÿâëÿåòñÿ

� �aij i
1d . Ñòîëáöåâîå îòíîñèòåëüíîå ïèâîòèðîâàíèå âåäåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå àð-

ãóìåíòîâ, ãäå îñè êîîðäèíàò çàäàíû âåêòîð-ñòîëáöàìè ìàòðèöû A, è âûáîð

ñòîëáöîâ ñîñòàâèò ïîëíóþ íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó L â ðàçëîæåíèè

A LU� (îïÿòü îòâëåêàÿñü îò ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö), à ìàòðèöà U áóäåò âåðõ-

íåé óíèòðåóãîëüíîé. Òåïåðü îáåñïå÷èâàåòñÿ íàèâûñøàÿ âîçìîæíàÿ óñòîé÷èâîñòü

ïðÿìîãî õîäà (íà÷èíàþùåãîñÿ, ïðåäïîëîæèì, ñ òî÷íûõ äàííûõ è, ñòàëî áûòü,

â ìàêñèìàëüíîé ìåðå ñáåðåãàþùåãî òî÷íîñòü ôîðìèðóåìîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ðå-

øåíèÿ), à â ìàòðèöå U ìîãóò áûòü ýëåìåíòû áîëüøå åäèíèöû ïî àáñîëþòíîé âå-

ëè÷èíå (íî åñëè îíè ôîðìèðîâàëèñü ïî âîçìîæíîñòè òî÷íî íà ïðÿìîì õîäå, òî

è èõ âêëàä â íàêàïëèâàþùóþñÿ ïîãðåøíîñòü ìèíèìàëåí).

Ðåøåíèå êîíòðïðèìåðà àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèé ïðè ñòîëáöåâîì

îòíîñèòåëüíîì ïèâîòèðîâàíèè äàåò ðàçëîæåíèå
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Ïî÷åìó-òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä èñêëþ÷åíèé íå ìîæåò äàòü íè-

÷åãî íîâîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàóññîâûì. Ýòî îïðîâåðãàåò ïðèâåäåííîå áîëåå óñòîé÷è-

âîå àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå è ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, åñëè âû÷èñëèòåëü âñåãäà

áóäåò èìåòü íà âûáîð èëè äëÿ êîíòðîëÿ äâà ðàçíûõ (åñëè ìàòðèöà A íåñèììåòðè÷íàÿ)

îäíîòèïíûõ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ: êëàññè÷åñêèé Ãàóññà è àëüòåðíàòèâíûé, ýòî ìîæåò

ðàñøèðèòü åãî âîçìîæíîñòè êîíñòðóèðîâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ñõåì.

Îäíàêî, êðîìå êëàññè÷åñêîãî è àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäîâ, åñòü åùå äâà ìåòîäà

èñêëþ÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèõ, êàê è äâà ïåðâûõ, àíàëîãè÷íûå ïðîñòðàíñòâåííûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî ñ èíûìè ýëåìåíòàðíûìè óíèòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè: R i
� 1

—

îäíîñòðîêîâûìè ëåâûìè è C j
� 1

— îäíîñòîëáöîâûìè ïðàâûìè. Èñêëþ÷åíèÿ, êîòî-

ðûå îíè ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü, íåÿâíûå: èñêëþ÷åíèÿ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ èç

ñîñòàâà îðòîãîíàëèçèðóåìûõ èñõîäíûõ, — ýòî èçâåñòíûå «ìåòîäû îðòîãîíàëèçà-

öèè», îíè ïðîäóöèðóþò ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû â ïðîèçâåäåíèå òðåóãîëüíîé è îðòî-

ãîíàëüíîé ìàòðèö: A RQ� èëè A QC� . Ïðîöåññû íåÿâíûõ èñêëþ÷åíèé îêàçûâàþò-

ñÿ èìåííî íåÿâíûìè ïðîöåññàìè, ò.å. íóæäàþùèìèñÿ â èòåðàöèîííîé ïåðåîðòîãî-

íàëèçàöèè, òàê ÷òî íàçâàíèå «íåÿâíûå» íåñëó÷àéíî.

Öåëåñîîáðàçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà, îáúåäèíÿþ-
ùèå âñå ÷åòûðå âèäà ýëåìåíòàðíûõ óíèòðåóãîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: ëåâûõ, ïðà-
âûõ, ÿâíûõ è íåÿâíûõ, òåì áîëåå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè èõ âñåõ îõâàòûâàåò îäíà ôîð-

ìóëà: I uv� T , ãäå îäèí èç âåêòîðîâ: u èëè v, — êîîðäèíàòíûé îðò (L I u ej j j
T� � ,

U I e vi i i
T� � , R I e vi j i

T� � , C I u ej j j
T� � ). Â îáùåì ñëó÷àå â ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñ

ìàòðèöåé I uv� T îäèí âåêòîð èç u è v îïðåäåëÿåò âûäåëåííóþ îñü, à êîìïîíåíòû

äðóãîãî — êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ âäîëü êîíêðåòíîé
îñè, — ýòîò åùå îäèí âèä àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç-çà âåñüìà øèðîêîé ðàñ-
ïðîñòðàíåííîñòè äîëæåí íàêîíåö ïîëó÷èòü åñòåñòâåííîå ãåîìåòðè÷åñêîå íàçâàíèå
«ïåðåêîñ» (ðèñ. 1). Ïðè÷åì â ÿâíûõ ìåòîäàõ èñêëþ÷åíèé ïåðåêîñó ïîäâåðãàþòñÿ
âñå êîîðäèíàòíûå îñè âäîëü îäíîé âûäåëåííîé (â ìåòîäå Ãàóññà — ñòðîêè, â àëü-
òåðíàòèâíîì — ñòîëáöû), à â íåÿâíûõ ìåòîäàõ ïîäâåðãàåòñÿ ïåðåêîñàì îäíà âûäå-
ëåííàÿ îñü âäîëü îñòàëüíûõ.
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Ïîñëå ýòîãî îñâåùåíèÿ ãåîìåòðèè íå-

îðòîãîíàëüíûõ ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ (îðòî-

ãîíàëüíûå èçíà÷àëüíî èìåþò èìåííî ãåî-

ìåòðè÷åñêèå íàçâàíèÿ: ìåòîäû âðàùåíèé,

ìåòîäû îòðàæåíèé, ïðè÷åì îòðàæåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïåðåêîñîâ ïðè

v uT � � 2 è v u� � ) ÿñíî, ÷òî êðèòåðèè îò-

íîñèòåëüíîãî ïèâîòèðîâàíèÿ (5) è (6) — ýòî

òðåáîâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè ïåðåêîñà âûáè-

ðàåìîãî âåêòîðà îò î÷åðåäíîé êîîðäèíàò-

íîé îñè — ìèíèìàëüíîñòè ïî îòíîñèòåëüíîé

õàðàêòåðèñòèêå èõ áëèçîñòè, à çíà÷èò, ïî íà-

ïðàâëåíèþ, ò.å. ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ñ ó÷å-

òîì ïðÿìîóãîëüíîãî êîîðäèíàòíîãî îðèåíòè-

ðà (äà âåäü äðóãîãî íàäåæíîãî îðèåíòèðà è íåò). Îòñþäà â íåÿâíûõ ìåòîäàõ èñêëþ-

÷åíèÿ — ïðîöåññàõ îðòîãîíàëèçàöèè — ñëåäóåò èñêàòü íåîáõîäèìîå óïîðÿäî÷åíèå

îðòîãîíàëèçèðóåìûõ âåêòîðîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñòîé÷èâîé îðòîãîíàëèçàöèè

(áåç ÷åãî, â ÷àñòíîñòè, â êîíòðïðèìåðå íåâîçìîæíà íè îðòîãîíàëèçàöèÿ ñòðîê, íè

îðòîãîíàëèçàöèÿ ñòîëáöîâ), ïðåäïî÷èòàÿ âñÿêèé ðàç òîò âåêòîð, êîòîðûé íóæäàåòñÿ

â ìèíèìàëüíûõ ïåðåêîñàõ, ÷òîáû âìåñòå ñ ïîñòðîåííûìè îðòîãîíàëüíûìè ñîñòàâèòü

ïðÿìîóãîëüíóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó.

Ãîâîðÿ îá îðòîãîíàëèçàöèè, áóäåì èìåòü â âèäó 2-íîðìó. Âûáîð ïåðâîãî âåê-

òîðà q a1 1� ïîÿñíèì ïîçæå, à äàëåå íà k-ì øàãå îðòîãîíàëèçàöèè (k n� �2 1, ,� )

èñõîäíûå âåêòîðû am (ïåðåíóìåðîâàííûå, òàê ÷òî m k n� , ,� ) ïîëó÷àþò íîâûå êî-

îðäèíàòû â âèäå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé a q qm i i, / | | | | , i k� �1 1, ,� , òàê ÷òî

êîýôôèöèåíòû îðòîãîíàëüíîãî (íåîðòîíîðìèðîâàííîãî) ðàçëîæåíèÿ

a
a q

q
q qm

m i

ii

k

i k� �
�

�

�
,

| | | |21

1

êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ýëå-

ìåíòàðíîé óíèòðåóãîëüíîé ìàòðèöû. Îðòîãîíàëèçàöèÿ âåêòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ âû-

÷èòàíèåì åãî ïðîåêöèè, è ìèíèìàëüíîñòü ïåðåêîñà (îòíîñèòåëüíîé äëèíû ïðîåê-

öèè) îêàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì áëèçîñòè am ê «ïðÿìîóãîëüíîé êîîðäèíàòíîñòè»:

min

, / | | | |

| | | |
min cos { , }

m

m i i
i

k

m
m

m i
i

a q q

a
a q

2

1

1

2

2

1

�

�

�

�
�

k �

�
1

. (7)

Ýòî ëèøü äðóãîé íîðìèðîâêîé îòëè÷àåòñÿ îò êðèòåðèåâ îòíîñèòåëüíîãî ïèâîòè-
ðîâàíèÿ (5) è (6), â êîòîðûõ, ïîëüçóÿñü ýêâèâàëåíòíîñòüþ âåêòîðíûõ íîðì, ìîæ-

íî çàìåíèòü �-íîðìû min
| | | |

| | , | |,i j

j

ij ja

d

d

�

�

è min
| | | |

| | | |

| | | |

,i j

j

ij

j

a

c

c

�

�

, íàïðèìåð, 2-íîðìàìè:

min
| | | |

| | , | |,i j

i

ij ia

d

d
2

2

è min
| | | |

| | | |

| | | |

,i j

j

ij

j

a

c

c

2

2

, ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå (7).

Çäåñü, ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó

Q, ïîä di ïîíèìàþòñÿ ïðîáíûå ñòðîêè íèæíåñòðîêîâîé óíèòðåóãîëüíîé ìàòðèöû

R, à ïîä c j — ïðîáíûå ñòîëáöû âåðõíåñòîëáöåâîé óíèòðåóãîëüíîé ìàòðèöû C , ïî-

ýòîìó aij � 1 è ôîðìàëüíî äîëæíî áûòü íå ïåðâîé êîìïîíåíòîé, à ïîñëåäíåé. Êàê

âèäíî, äàæå íåèçâåñòíîñòü «ãëàâíîãî ýëåìåíòà» íå ìåøàåò îòíîñèòåëüíîìó ïèâî-

òèðîâàíèþ â ëþáîé íîðìå: îïòèìàëüíûé âûáîð âñåãäà ïðîèçâîäèòñÿ ïî îñòàëüíûì
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Ðèñ. 1. Èçîáðàæåíèå àôôèííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ «ïåðåêîñ»



êîìïîíåíòàì ìèíèìèçàöèåé îòíîøåíèÿ íîðìû ïîäâåêòîðà, îáðàçóåìîãî èìè, ê

íîðìå âñåãî âåêòîðà. Â ÷àñòíîñòè, òàê ñëåäóåò âûáèðàòü è ïåðâûé âåêòîð q1. Ïðî-

èçâîäèìàÿ òàêèì îáðàçîì â êîíòðïðèìåðå îðòîãîíàëèçàöèÿ ñòðîê
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äàþò ïðåêðàñíûå ðåçóëüòàòû ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (2).

Ýòî «êëàññè÷åñêèé» àëãîðèòì îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà [2], ïîçâîëÿþùèé ôîð-

ìóëüíî ïîñòðîèòü óíèòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó îðòîãîíàëèçóþùèõ ïåðåêîñîâ. Íî ôàêòî-

ðèçîâàòü åå âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòàðíûõ óíèòðåóãîëüíûõ âåðõíå-

ñòîëáöåâûõ ìàòðèö C j (ïðè îðòîãîíàëèçàöèè ñòîëáöîâ) èëè íèæíåñòðîêîâûõ R i (ïðè

îðòîãîíàëèçàöèè ñòðîê), êàê äåëàåòñÿ â àëãîðèòìàõ íåÿâíûõ (îðòîãîíàëèçàöèîííûõ)

èñêëþ÷åíèé Øìèäòà. Ôàêòîðèçîâàòü åå ìîæíî è ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòàðíûõ óíèòðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö, èñïîëüçóåìûõ â ÿâíûõ èñêëþ÷åíèÿõ: íèæíåñòîëáöåâûõ L j èëè

âåðõíåñòðîêîâûõ Ui . Ýòî áóäåò ïîêîîðäèíàòíûé ïðîöåññ (â íîâûõ êîîðäèíàòàõ), íà

êàæäîì øàãå êîòîðîãî èç âñåõ îðòîãîíàëèçóåìûõ âåêòîðîâ áóäóò âû÷èòàòüñÿ ïðîåê-

öèè î÷åðåäíîãî îðòîãîíàëèçîâàííîãî, ÷òî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîýëåìåíòíûì èñ-

êëþ÷åíèÿì â ÿâíûõ ìåòîäàõ — Ãàóññà è àëüòåðíàòèâíîãî. Íà ÿçûêå àëãîðèòìîâ ýòà

ôàêòîðèçàöèÿ îçíà÷àåò ïðèíöèïèàëüíî äðóãóþ ñõåìó îðòîãîíàëèçàöèè:

for to dom k n a a a q q qm m m k k k� � � � � �, / | | | |1 1
2

1 . (8)

Åå (îïåðàòîðíàÿ) çàïèñü ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü èòåðàöèîííûõ óòî÷íå-
íèé, ñóùåñòâåííî óæåñòî÷àþùèõ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè è ïîýòîìó ïîçâîëÿþ-
ùèõ ïîëó÷àòü çíà÷èòåëüíî ëó÷øóþ òî÷íîñòü.

Òàêàÿ ñõåìà îðòîãîíàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêè áûëà íàéäåíà Ðàéñîì [6], íî åãî
íàçâàíèå «ìîäèôèöèðîâàííàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà–Øìèäòà» áîëüøå ñîîòâå-

òñòâóåò àëãîðèòìó ðàñ÷ëåíåíèÿ ôîðìóë Øìèäòà q a
a q

q
qk m

m i

ii

k

i� �
�

�

�
,

| | | |21

1

íà

ïðîñòûå ðåêóðñèâíûå ðàçíîñòè [5]:

q ak m� ; for to doi k q q q q q qk k k i i i� � � �1 1 2, / | | | | .

Ýòà ìîäèôèêàöèÿ òàêæå ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü èòåðàöèîííîãî óòî÷íå-

íèÿ êàæäîé ðàçíîñòè, ÷òî îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå, ÷åì îáùàÿ ïåðåîðòîãîíàëèçàöèÿ äëÿ

ôîðìóë Øìèäòà:

q ak m� ; q q
q , q

||q ||
qk k

k i

ii

k

i� �
�

�

� 2
1

1

.

Òåì íå ìåíåå âûáîð îïòèìàëüíîãî âåêòîðà am ïî óêàçàííîìó âûøå êðèòåðèþ
îòíîñèòåëüíîãî ïèâîòèðîâàíèÿ è äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû îñòàåòñÿ î÷åíü
òðóäîåìêèì, òîãäà êàê îðòîãîíàëèçàöèÿ Ðàéñà (8) ïðåäåëüíî ïðîñòà äëÿ ïðèìåíå-
íèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïèâîòèðîâàíèÿ

min , / | | | | / | | | | min |cos ,
k m n

m k k m
k m n

m k
� �

� �
� �

�a q q a a q1 1 { � 1}| .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî òàêæå ëèøü ïåðåôðàçèðîâêà êðèòåðèåâ (5) è (6) â íîâûõ îðòî-
ãîíàëèçîâàííûõ êîîðäèíàòàõ (òåïåðü ýòî ïðîñòî äâóìåðíûé ñëó÷àé { }q qk k� 1 , ).
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Äëÿ îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íóþ àíàëîãèþ â ÿâíûõ ìå-
òîäàõ èñêëþ÷åíèé: ëèáî ãàóññîâî èñêëþ÷åíèå, íî íå ïî ñòîëáöàì, à ñòóïåíÿìè ïî
ñòðîêàì: âî âòîðîé ñòðîêå òîëüêî îäíîãî ýëåìåíòà a21, â òðåòüåé äâóõ ýëåìåíòîâ:
a31 è a32 è ò.ä.; ëèáî àëüòåðíàòèâíîå èñêëþ÷åíèå ñòóïåíÿìè ïî ñòîëáöàì: â ýëå-
ìåíòàõ a12 , çàòåì a13 è a23 è ò.ä. Î÷åâèäíà íåðàöèîíàëüíîñòü òàêîé ñõåìû èñêëþ-
÷åíèé, êàê è åå íåÿâíîãî àíàëîãà — îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà.

È íàêîíåö, êðîìå ýòèõ íåÿâíûõ (îðòîãîíàëèçàöèîííûõ) ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèÿ
åñòü åùå ìåòîäû èñêëþ÷åíèé, «ñèíòåçèðóþùèå» â ñåáå ÿâíûå êà÷åñòâà ñ îðòîãî-
íàëüíîñòüþ, ýòî ÿâíûå èñêëþ÷åíèÿ ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ìåòîäàìè îòðàæåíèé è âðàùåíèé. (Â [1] ýòè òðåóãîëüíûå èñêëþ÷åíèÿ (ëåâûå) íà-
çâàíû ìîäèôèêàöèÿìè ìåòîäà èñêëþ÷åíèé Ãàóññà.) Êàê ïîêàçàë òîò æå êîíòðïðè-
ìåð, îíè òàêæå íóæäàþòñÿ â ïèâîòèðîâàíèè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíîå ïèâî-
òèðîâàíèå ïðåêðàñíî ïîäõîäèò è äëÿ ýòèõ ÿâíûõ èñêëþ÷åíèé, îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì,
÷òî ôîðìóëû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé òàêæå ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû ãëàâíîé ÷àñòè
ñ ìàëîé ïîïðàâêîé â ñëó÷àå óäà÷íîãî ïèâîòèðîâàíèÿ.

Òàê, ìåòîä îòðàæåíèé (ëåâûõ) ïðåîáðàçóåò ñòîëáöû ìàòðèöû â ðàçíîñòè

I
w

ww a a a e a
w a

w a
�

	



�
�

�


�
�

� � �
2

2 1 2 1 2
2

| | | |
[ , , ... , ] ,T

n
,

,
�

1 1

w a
wa

wa
w, ..., n

n
�

	



�

�


� ,

ãäå w a e� �1 1� ñ � � � | | | |a1 — èñêëþ÷åíèå â ïåðâîì ñòîëáöå. Î÷åâèäíî, ÷òîáû

íå äîïóñòèòü àääèòèâíîãî çàòèðàíèÿ èíôîðìàöèè (2) ïîä ïåðâîé ñòðîêîé ýòîé

ìàòðèöû, ìàëîñòü âû÷èòàåìûõ ñòîëáöîâ (ïðîïîðöèîíàëüíûõ w) ìîæíî îáåñïå-

÷èòü òîëüêî áëèçîñòüþ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà-ïèâîòà a1 ê ïåðâîé êîîðäèíàòíîé

îñè, — à ýòó ãåîìåòðèþ îáåñïå÷èâàåò ñòîëáöåâîå îòíîñèòåëüíîå ïèâîòèðîâàíèå.

Èñêëþ÷åíèÿ â ïåðâîì ñòîëáöå ïî ïîðÿäêó ñâåðõó âíèç ìåòîäîì âðàùåíèé áó-
äóò ïðèäàâàòü åãî âåäóùåìó ýëåìåíòó ïîñëåäîâàòåëüíûå çíà÷åíèÿ
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. Â ïîïðàâî÷íîì ñëàãàåìîì â ñêîáêå

ìû óçíàåì ýëåìåíòû òîé æå äèàäû, êîòîðàÿ ïðåæäå îáîçíà÷àëàñü c dj i (ïðîèçâåäå-
íèå ïåðâîãî ïîääèàãîíàëüíîãî ñòîëáöà íà ïåðâóþ íàääèàãîíàëüíóþ ñòðîêó), à òàê

êàê | | | | | |
( ) ( )a a ai i
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1

11
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, òî ïðèìåíèìû ðàññóæäåíèÿ (4)–(6), ò.å. åñëè âûïîëíåíû

óñëîâèÿ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîãî èëè îòíîñèòåëüíîãî ïèâîòèðîâàíèÿ, òî óñïåõ
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âðàùåíèé îáåñïå÷åí.

Èòàê, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå è îòíîñèòåëüíîå ïèâîòèðî-
âàíèå — óíèâåðñàëüíûé ìåòîä, ïðè óñëîâèè êîìïüþòåðíîé íåâûðîæäåííîñòè ãà-
ðàíòèðóþùèé âñåì îñíîâíûì ìåòîäàì óñïåøíîå êîìïüþòåðíîå ðåøåíèå ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ïðîáëåìû èñêëþ÷åíèÿ.
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