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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé ñâîäèòñÿ ê äèñêðåòíîé îïòèìè-
çàöèè îñîáîãî âèäà [1–6], èçâåñòíîé êàê çàäà÷à ðàçìåòêè. Ìíîæåñòâî âñåõ âîç-
ìîæíûõ çàäà÷ ýòîãî âèäà îáðàçóåò NP-ïîëíûé êëàññ è ïîýòîìó íå èçâåñòåí îá-
ùèé àëãîðèòì èõ ðåøåíèÿ. Àëãîðèòìû, äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñàííûå â îáçîðå [7],
ðåøàþò òîò èëè èíîé ïîäêëàññ ýòèõ çàäà÷ èëè ðåøàþò çàäà÷è ïðèáëèæåííî.
Àëãîðèòì äèôôóçèè, êîòîðîìó ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, çàíèìàåò â ýòîì
ðÿäó îñîáîå ìåñòî. Åãî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü «ôîëüêëîðíûì» è íå îïðåäåëåíî, êîìó
ïðèíàäëåæèò åãî àâòîðñòâî. Àëãîðèòì ìàëî èññëåäîâàí òåîðåòè÷åñêè è òîëüêî
ãèïîòåòè÷åñêè ðåøàåò íåêîòîðûå (ïîêà íåÿñíî êàêèå) çàäà÷è ðàçìåòîê èëè
ðåøàåò èõ ïðèáëèçèòåëüíî (íåèçâåñòíî, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ). Ýòà íåäîñòàòî÷íàÿ
èçó÷åííîñòü àëãîðèòìà äèôôóçèè â ÿâíîì âèäå îòðàæåíà â [7], ãäå îí ïðåäñòàâ-
ëåí êàê îáùåèçâåñòíûé àëãîðèòì, íå èìåþùèé êîíêðåòíîãî àâòîðñòâà.

Ïðîáåë â çíàíèÿõ îá àëãîðèòìàõ äèôôóçèè íå óñòðàíÿåòñÿ è â ðàáîòå [2], ïî-
ñâÿùåííîé ôîðìàëüíûì ñâîéñòâàì øèðîêîãî êëàññà àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àþùåãî è
äèôôóçèþ. Î ñîîòíîøåíèè ðåçóëüòàòîâ äàííîé ñòàòüè è ðàáîòû [2] áóäåò ñêàçàíî
äàëåå, ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé (ðàçä. 1), êîãäà ñòàíåò âîçìîæíûì áî-
ëåå êîíêðåòíî óêàçàòü âîïðîñû, êîòîðûå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàâàëèñü áåç îò-
âåòà è íà êîòîðûå äàí îòâåò â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

Ïî ñâîåìó õàðàêòåðó àëãîðèòìû äèôôóçèè áëèçêè ê ýâðèñòè÷åñêèì àëãîðèò-
ìàì, èçâåñòíûì â àíãëîÿçû÷íîé òåðìèíîëîãèè êàê belief propagation, message
passing è äð. Ïîäîáíî èì àëãîðèòì äèôôóçèè ïðèâëåêàòåëåí ñâîåé ïðîñòîé è íà-
ãëÿäíîé ôîðìóëèðîâêîé, à òàêæå âîçìîæíîñòüþ åãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Îäíàêî
åãî äîñòîèíñòâà íèâåëèðóþòñÿ, ïîêà íå áóäåò óñòàíîâëåíà ïðÿìàÿ ñâÿçü ýòîãî àëãî-
ðèòìà ñ çàäà÷àìè ðàçìåòêè. Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû õîòÿ áû
÷àñòè÷íî âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÏÎÍßÒÈÉ È ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀ

Ïóñòü T è K — äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî îáúåêòàìè è ìåòêàìè, k T K: � — ôóíêöèÿ, íàçûâàåìàÿ ðàçìåòêîé, k t( ) ,

t T� , — ìåòêà îáúåêòà t , K T — ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåòîê.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî t T� äàíî ïîäìíîæåñòâî N t T( ) � òàêîå, ÷òî t N t� ( ) è
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t N t t N t� � � ��( ) ( ) . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà N t( ) íàçîâåì ñîñåäÿìè îáúåêòà t . Ïóñòü
{ }t t T, � � — ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ îáúåêòîâ, òàêîå, ÷òî t N t�� ( ) . Íàçî-
âåì åãî ïàðîé ñîñåäíèõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ òàêèõ ïàð îáîçíà÷èì � .
Ñëåäîâàòåëüíî, çàïèñü { }t t, � �� ýêâèâàëåíòíà çàïèñè t N t� �( ) è t N t�� ( ) . Â äàëü-
íåéøåì îáîçíà÷åíèå { }t t, � �� áóäåì çàïèñûâàòü áîëåå êðàòêî: tt��� .

Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ( , )k t , k K� , t T� , íàçîâåì âåðøèíîé, à íåóïîðÿäî÷åí-
íóþ ïàðó (( , ), ( , ))k t k t� � âåðøèí òàêóþ, ÷òî tt��� , íàçîâåì äóæêîé. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî âåðøèíà ( , )* *k t âõîäèò â ðàçìåòêó k , åñëè k t k( )* *	 , à äóæêà (( , ), ( , ))k t k t� �

âõîäèò â ðàçìåòêó k , åñëè â ýòó ðàçìåòêó âõîäÿò âåðøèíà ( , )k t è âåðøèíà ( , )k t� � .

Îáîçíà÷èì D* ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ äóæåê,

D k t k t tt k K k K* (( , ), ( , ))| , ,	 � � ��� � ��{ } ,

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ g D R: * � , çíà÷åíèå êîòîðîé g k t k t(( , ), ( , ))� �

íàçîâåì âåñîì äóæêè (( , ), ( , ))k t k t� � . Ôóíêöèþ g áóäåì íàçûâàòü âåñîâîé ôóíê-
öèåé. Ïîñêîëüêó äóæêà îïðåäåëåíà êàê íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí, òî

g k t k t g k t k t(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))� � 	 � � .

Êà÷åñòâî G k( ) ðàçìåòêè k K T� îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé âåñîâ âõîäÿùèõ â íåå äóæåê,

G k g k t t k t t
tt

( ) (( ( ), ), ( ( ), ))	 � �
� ��

 .

Çàäà÷à ðàçìåòêè ñîñòîèò â îòûñêàíèè ðàçìåòêè k * ñ ìàêñèìàëüíûì êà÷åñòâîì:

k g k t t k t t

k K ttT

* (( ( ), ), ( ( ), ))	 � �
� � ��


arg max . (1)

Ïóñòü D D� * — íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî äóæåê. Íàçîâåì åãî ñîãëà-

ñîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîé òðîéêè t , t� , ��t îáúåêòîâ òàêèõ, ÷òî

t N t�� ( ) , ���t N t( ) ,

è ëþáîé ïàðû ìåòîê k k, � òàêèõ, ÷òî

(( , ), ( , ))k t k t D� � � , (2)

ñóùåñòâóåò ìåòêà ��k òàêàÿ, ÷òî (( , ), ( , ))k t k t D�� �� � . Äëÿ êàæäîé âåñîâîé ôóíêöèè

g D R: * � è íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà �� 0 îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî D g� ( ) äóæåê

(( , ), ( , ))k t k t� � òàêèõ, ÷òî

g k t k t g l t l t
l K l K

(( , ), ( , )) max (( , ), ( , ))
,

� � � � � �
� � �

� .

Äëÿ êàæäîé âåñîâîé ôóíêöèè g îïðåäåëèì åå õàðàêòåðèñòèêó �( )g , êàê ìèíè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå � , ïðè êîòîðîì ìíîæåñòâî D g� ( ) ñîäåðæèò ñîãëàñîâàííîå
ïîäìíîæåñòâî äóæåê. Âåëè÷èíó �( )g áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ íåñîãëàñîâàííîñòè
âåñîâîé ôóíêöèè g. Åñëè �( )g 	 0 , òî ôóíêöèþ g íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé. Íåñîãëà-
ñîâàííîñòü �( )g ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíî âû÷èñëÿåìîé õàðàêòåðèñòèêîé ôóíêöèè g .

Ïóñòü g — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, à ( , )* *k t — íåêîòîðàÿ âåðøèíà. Îïðåäåëèì ïðå-

îáðàçîâàíèå ôóíêöèè g â ôóíêöèþ g� , êîòîðîå íàçîâåì ( , )* *k t -äèôôóçèåé. Ýòî

ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ.

1. Íîâûì âåñàì äóæåê (( , ), ( , ))k t k t� � , íå ñîäåðæàùèì âåðøèíó ( , )* *k t , ïðè-

ñâàèâàþòñÿ ïðåæíèå çíà÷åíèÿ:

g k t k t g k t k t� � � 	 � �(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) .

4 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 2



2. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà t N t�� ( )* âû÷èñëÿåòñÿ âåñ ìàêñèìàëüíîé äóæêè, ñî-

äåðæàùåé âåðøèíó ( , )* *k t ,

s t g k t k t
k

( ) max (( , ), ( , ))* *� 	 � �
�

.

3. Âåñ êàæäîé äóæêè, ñîäåðæàùåé âåðøèíó ( , )* *k t , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

g k t k t g k t k t s t
N t

� � � 	 � � � � �(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) ( )
| (

* * * * 1

)|
( )

( )

s t
t N t

�


�
�
�

�

�
�
�� �


 ,

k K�� , t N t�� ( ) .

Äëÿ îáúåêòà t T* � îïðåäåëèì îïåðàöèþ t *-äèôôóçèè êàê âûïîëíåíèå

( , )*k t -äèôôóçèè äëÿ âñåõ k K� . Îïðåäåëèì îïåðàöèþ äèôôóçèè, êàê ïðåîáðà-

çîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè g â âåñîâóþ ôóíêöèþ g F g� 	 ( ) . Ýòà îïåðàöèÿ ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:

— âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê ( , , , )t t t n1 2 � , t Ti � , n T	 | | , ïðîñìîòðà
îáúåêòîâ èç T ;

— äëÿ i n	1 2, , ,� âûïîëíèòü t i -äèôôóçèþ.
Ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè g â ôóíêöèþ g� ñ ïîìîùüþ äèôôóçèè ÿâëÿ-

åòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàâåíñòâî

g k t t k t t g k t t k t t
tt

(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ),� � 	 � � �
� ��

 ))

tt� ��



âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè k K T� . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðèâåäåíî

â ïðèëîæåíèè.

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò âåñîâàÿ ôóíêöèÿ g* , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ g F g	 ( ) è êîòîðóþ íàçîâåì íåïîäâèæíîé òî÷êîé äèôôóçèè. Ýêâèâàëåíòíîå

ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîé âåñîâîé ôóíêöèè g 0 â âèäå íåïîäâèæíîé òî÷êè g* ïîçâî-

ëÿåò ðåøàòü îïðåäåëåííûå ïîäêëàññû çàäà÷ ðàçìåòêè. Îäíàêî èç îïðåäåëåíèÿ àëãî-
ðèòìà F äèôôóçèè íå ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
g F g	 ( ) , à ñëåäóåò ëèøü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

g g F g g F gi i0 1 0 1, ( ), , ( ),	 	 �
� �

(3)

äëÿ ëþáîé èñõîäíîé ôóíêöèè g 0 . Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàæåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ñêîðåå âñåãî, íåâåðíî. Áîëåå
òîãî, íàñêîëüêî èçâåñòíî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå äîêàçàíî è íå îïðîâåðãíóòî
äàæå áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â îáçîðå [7].

Ãèïîòåçà. Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè g 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

g F g1 0	 ( ) , g F g2 1	 ( ) , ... , g F gi i	 �( ),1
�

èìååò ïðåäåë g* òàêîé, ÷òî g F g* *( )	 .

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû ïîçâîëèëà áû ðàññìàòðèâàòü äèôôóçèþ, êàê
èíñòðóìåíò äëÿ îòûñêàíèÿ «ïðèáëèçèòåëüíî» íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðè ýòîì âîçíèêëè
áû íîâûå âîïðîñû, òðåáóþùèå îòâåòà, à èìåííî: êàêèì äîëæíî áûòü óñëîâèå îñòàíî-

âà, êîòîðîå ïîçâîëèëî áû óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g i , ïîëó÷åííàÿ íà i-é èòåðàöèè,

óæå «ïðèáëèçèòåëüíî» íåïîäâèæíà; êàêèì îáðàçîì èç ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèçèòåëüíî íå-
ïîäâèæíîé âåñîâîé ôóíêöèè ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïðèáëèçèòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
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÷è; è, íàêîíåö, êàê ñëåäóåò êîíêðåòèçèðîâàòü ñàìî ïîíÿòèå «ïðèáëèçèòåëüíî».
Îòñóòñòâèå îòâåòîâ íà ýòè âîïðîñû, ðàâíî êàê è íåäîêàçàííîñòü ñàìîé ãèïîòåçû, èç
êîòîðîé ýòè âîïðîñû ñëåäóþò, ñâèäåòåëüñòâóåò î íåäîñòàòî÷íîé òåîðåòè÷åñêîé èñ-
ñëåäîâàííîñòè àëãîðèòìîâ äèôôóçèè, î ÷åì êðàòêî óïîìèíàëîñü âî ââåäåíèè.

Â ðàáîòå [2] àíàëèçèðóåòñÿ øèðîêèé êëàññ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ è
äèôôóçèþ, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâûõ ôóíêöèé ñîäåðæèò
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåëîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
Ýòî ñâîéñòâî åùå áîëåå ñëàáîå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàííîå â ãèïîòåçå [7]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèâåäåííûå âûøå âîïðîñû îñòàþòñÿ áåç îòâåòà. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå îñòàíîâà àëãî-
ðèòìà, îïèñàííîãî â [2], íå ãàðàíòèðóåò åãî îñòàíîâà çà êîíå÷íîå âðåìÿ è, òàêèì îáðà-
çîì, íå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îñòàíîâà, è àëãîðèòì ìîæåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå àëãîðèòìû äèôôóçèè èññëåäóþòñÿ, èñõîäÿ íå èç èõ ïðåä-
ïîëîæèòåëüíîé ñõîäèìîñòè ê íåïîäâèæíîé òî÷êå, à èç óìåíüøåíèÿ íåñîãëàñîâàí-
íîñòè âåñîâîé ôóíêöèè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå
ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ èñõîäíîé âåñîâîé ôóíêöèè g 0 ïîñòðîåíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü g g i1, , ,� � òàêàÿ, ÷òî g F gi i	 �( )1 , i 	1 2, ,� Â òàêîì ñëó÷àå

lim ( )
i

ig
��

	� 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ïðèëîæåíèè.
Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äèôôóçèÿ åñòü èíñòðóìåíò, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ëþ-

áàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ g* ïðè ëþáîì �0 0� çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâè-

âàëåíòíóþ åé ôóíêöèþ g* òàêóþ, ÷òî � �( )*g � 0. Ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå èñ-

õîäíîé ôóíêöèè â âèäå �0-ñîãëàñîâàííîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðèáëèæåí-
íîå ñ òî÷íîñòüþ, çàâèñÿùåé îò �0, ðåøåíèå íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ çàäà÷ ðàçìåòêè,
êàê ýòî ïîêàçàíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.

2. ÀÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü � — ìíîæåñòâî ïàð ñîñåäíèõ îáúåêòîâ, íå îáðàçóþùåå öèêëîâ. Ïóñòü

òàêæå g — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, g* — íàéäåííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äèôôóçèè

âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ g, è òàêàÿ, ÷òî � �( )*g � 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ

ëþáîé ðàçìåòêè k K T� âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g k t t k t t g k t t
tt tt

* (( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), )
� �� � ��

 
� � 	 , ( ( ), ))k t t� � .

Èç ôàêòà, ÷òî � �( )*g � 0 , ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñîãëàñîâàííîãî ïîäìíîæåñòâà D*

äóæåê (( , ), ( , ))k t k t� � , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g k t k t g l t l t
l K l K

* *(( , ), ( , )) max max (( , ), ( , ))� � 	 � � �
� � �

�0.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçìåòêà k T K*: � , ñîñòàâëåííàÿ èç äóæåê, âõîäÿ-

ùèõ â D* . Ýòà ðàçìåòêà íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Ïðåäñòàâèì îáúåêòû èç ìíîæåñòâà T â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t t t n1 2, , ,�

òàê, ÷òî êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ { }t t t i1 2, , ,� , i n	 2 3, , ,� , îêàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì.

2. Âûáåðåì ìåòêè k t* ( )1 è k t* ( )2 òàê, ÷òî

(( ( ), ), ( ( ), ))* * *k t t k t t D1 1 2 2 � . (4)
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Â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè ìíîæåñòâà D* óñëîâèå (4) âûïîëíèìî.

3. Äëÿ i n	 3 4, , ,� íàéäåì îáúåêò t t t ti i
* , , ,� �{ }1 2 1� òàêîé, ÷òî { }t ti i

* , �� ,

è âûáåðåì ìåòêó k t i
* ( ) òàêóþ, ÷òî

(( ( ), ), ( ( ), ))* * * *k t t k t t Di i i i � . (5)

Â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè D* óñëîâèå (5) âûïîëíèìî. Äëÿ ïîñòðîåííîé ðàçìåòêè

k * âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(( ( ), ), ( ( ), ))* * *k t t k t t D� � � , tt��� ,

à ñëåäîâàòåëüíî, è íåðàâåíñòâà

g k t t k t t g k t k
k K k K

(( ( ), ), ( ( ), )) max max (( , ), ( ,* * � � � �
� � �

t� �)) �0, tt��� .

Äëÿ ýòîé æå ðàçìåòêè k * ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà

max ( ) max (( ( ), ), ( ( ), ))
k K k K ttT T

G k g k t t k t t

� � � ��

	 � � �


� � � � �
�� ��


 max (( , ), ( , )) [ (( ( ), ), ( (
,

* *

k ktt

g k t k t g k t t k t ), )) ]t
tt

� � 	
� ��

 �0

	 � � � 	 � � �G k G k T( ) | | ( ) (| | )* *� �0 01 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àöèêëè÷åñêèõ çàäà÷ àëãîðèòì äèôôóçèè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
ðàçìåòêó, êà÷åñòâî êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò êà÷åñòâà íàèëó÷øåé ðàçìåòêè íå áîëåå
÷åì íà âåëè÷èíó (| | )T � �1 0� . Åñëè æå èñõîäíûå âåñà äóæåê — öåëûå ÷èñëà, òî
äèôôóçèÿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíóþ ðàçìåòêó òî÷íî. Äëÿ ýòîãî íàäî åå

ðåàëèçîâàòü ñî çíà÷åíèåì �0
1

1
�

�| |T
.

3. ÑÓÏÅÐÌÎÄÓËßÐÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü ìíîæåñòâî K ìåòîê óïîðÿäî÷åíî, òàê ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìåòîê k è k�
ñïðàâåäëèâî ëèáî k k	 �, ëèáî k k� �, ëèáî k k� �. Çàäà÷à ðàçìåòêè íàçûâàåòñÿ ñó-
ïåðìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ tt��� , k k1 2� , k k� �1 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g k t k t g k t k t(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))1 2 2 1� � � � � �

� � � � � �g k t k t g k t k t(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))1 1 2 2 . (6)

Ïóñòü S k t t( , , )� , k K� , t T� , t N t�� ( ) , — ëþáûå ÷èñëà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ôóíêöèÿ g ïðåîáðàçóåòñÿ â ôóíêöèþ g� ñî çíà÷åíèÿìè

g k t k t g k t k t S k t t S k� � � 	 � � � � � �(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) ( , , ) (1 , , )t t� . (7)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè g,
òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âåñîâîé ôóíêöèè g�, çíà÷åíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ
âûðàæåíèåì (7). Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (6) íå íàðóøàåòñÿ â ïðîöåññå äèôôó-
çèè, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâ äóæåê ïðè äèôôóçèè èìååò èìåííî âèä (7).

Ïóñòü g — ñóïåðìîäóëÿðíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, à g* — ýêâèâàëåíòíàÿ åé ôóíê-

öèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ïðîöåññå äèôôóçèè è òàêàÿ, ÷òî � �( )*g 	 0 . Íàõîäèì ðàçìåòêó

k T K*: � ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.
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1. Ïîñòðîèì ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî D* äóæåê (( , ), ( , ))k t k t� � òàêèõ, ÷òî

g k t k t g l t l t
l K l K

* *(( , ), ( , )) max max (( , ), ( , ))� � � � � �
� � �

�0 .

Òàêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò, òàê êàê � �( )*g 	 0 .

2. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà t T� îïðåäåëèì ìíîæåñòâî K t( ) ìåòîê:

K t k K t N t k K k t k t D( ) | ( ) (( , ), ( , )) *	 � � �� � �� � � �{ } . (8)

Â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòè ìíîæåñòâà D* ìíîæåñòâî K t( ) íåïóñòîå äëÿ êàæäîãî

îáúåêòà t T� .

3. Îïðåäåëèì ðàçìåòêó k T K*: � ñî çíà÷åíèÿìè

k t k
k K t

*

( )
( ) max	

�
. (9)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
c t t g k t

k K k K
( , ) max max (( , )� 	

� � �
, ( , ))k t� � , tt��� ,

è äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû t è t� ñîñåäíèõ îáúåêòîâ äëÿ íàéäåííîé ðàçìåò-

êè k * âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g k t t* *(( ( ), ) , ( ( ), )) ( , )*k t t c t t� � � � � 2 0� .

Ïî îïðåäåëåíèþ (8) è (9) ñóùåñòâóþò ìåòêà k K� , k k t� * ( ) , òàêàÿ, ÷òî

g k t k t t c t t* *(( , ), ( ( ), )) ( , )� � � � � �0, (10)

è ìåòêà k K�� , k k t� � �* ( ) , òàêàÿ, ÷òî

g k t t k t c t t* *(( ( ), ), ( , )) ( , )� � � � � �0, (11)

è, åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g k t k t c t t* (( , ), ( , )) ( , )� � � � . (12)

Ñ ó÷åòîì ñóïåðìîäóëÿðíîñòè ôóíêöèè g* çàïèøåì íåðàâåíñòâî (6) â âèäå

g k t t k t t* * *(( ( ), ), ( ( ), ))� � �

� � � � � �g k t k t g k t t k t g k t* * * * *(( , ), ( ( ))) (( ( ), ), ( , )) (( , ), ( , ))k t� � , (13)

ïîäñòàâèì âìåñòî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðàâûå ÷àñòè íåðà-
âåíñòâ (10), (11), (12) è òàêèì îáðàçîì äîêàçûâàåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

g k t t k t t c t t* * *(( ( ), ), ( ( ), )) ( , )� � � � � 2 0� . (14)

Ñïðàâåäëèâîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà:

max ( )
k KT

G k
�

	

	 � � 	
� � �� �


max (( ( ), ), ( ( ), )) max (( (*

k K tt k KT T
g k t t k t t g k t t k t t

tt

), ), ( ( ), ))� � �
� ��



� � � � � �
� �� � �

 c t t g k t t k t t

tt tt

( , ) [ (( ( ), ), ( ( ), )) ]* * * 2 0�
�


 	G k( ) | |* � � � �2 0� . (15)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñóïåðìîäóëÿðíûõ çàäà÷ äèôôóçèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ðàçìåòêó,
êà÷åñòâî êîòîðîé îòëè÷àåòñÿ îò íàèëó÷øåãî âîçìîæíîãî êà÷åñòâà íå áîëåå ÷åì
íà 2 0� � �| | � . Äëÿ öåëî÷èñëåííîé âåñîâîé ôóíêöèè g îïòèìàëüíàÿ ðàçìåòêà ìî-

æåò áûòü íàéäåíà òî÷íî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ��
� �

1

2 | |
.

4. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÎ-ÑÓÏÅÐÌÎÄÓËßÐÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü g — íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è äëÿ êàæäîãî îáúåêòà t îïðåäåëåíà íó-
ìåðàöèÿ z K Kt : , , , | |� { }1 2 � òàê, ÷òî z kt ( ) — íîìåð ìåòêè k â îáúåêòå t , ïðè-
÷åì ( ) ( ( ) ( ))k k z k z kt t� � � � � . Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷-
íî-ñóïåðìîäóëÿðíîé [8], åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå íîìåðà z kt ( ) , t T� , k K� , ÷òî
äëÿ êàæäîé ïàðû tt��� è êàæäîé ÷åòâåðêè ìåòîê k k k k1 2 1 2, , ,� � òàêèõ, ÷òî
z k z kt t( ) ( )1 2� , z k z kt t� �� � �( ) ( )1 2 , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g k t k t g k t k t(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))1 2 2 1� � � � � �

� � � � � �g k t k t g k t k t(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))1 1 2 2 . (16)

Â ñëó÷àå, êîãäà âåñà äóæåê íå ðàâíû �� , ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ñóïåðìîäóëÿðíîñòü
ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíî ðàñïîçíàâàåìûì ñâîéñòâîì âåñîâîé ôóíêöèè. Â ðàáîòå [8]
îïèñàí àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, êîòîðûé îòâå÷àåò íà âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè íóìåðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé (16), è óêàçûâàåò ýòó íóìåðàöèþ, åñëè îíà ñóùåñ-
òâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå (êîãäà âåñà äóæåê íå ðàâíû ��) ðåøåíèå ëþáîé ïåðåñòàíîâî÷-
íî-ñóïåðìîäóëÿðíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ íåîáõîäèìîé íóìåðàöèè è ïîñëå-
äóþùåìó ðåøåíèþ çàäà÷è êàê ñóïåðìîäóëÿðíîé. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âåñà äóæåê
ìîãóò ïðèíèìàòü è çíà÷åíèÿ �� , òàêîé ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷ íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó
àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íîé ñóïåðìîäóëÿðíîñòè íåèçâåñòíû.

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíîé
çàäà÷è áåç îòûñêàíèÿ íóìåðàöèè, ïðåîáðàçóþùåé èñõîäíóþ ïåðåñòàíîâî÷íî-ñó-
ïåðìîäóëÿðíóþ ôóíêöèþ â ñóïåðìîäóëÿðíóþ. Çàòåì âûïîëíèì íåçíà÷èòåëüíóþ
ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà, â ñèëó êîòîðîé îí îêàæåòñÿ ñïîñîáíûì ðåøàòü áîëåå
øèðîêèé êëàññ çàäà÷, à íå òîëüêî ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíûå çàäà÷è.

Ïóñòü g — ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ öåëûå

çíà÷åíèÿ, g* — åå ýêâèâàëåíò, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ äèôôóçèè, íåñîãëàñîâàí-

íîñòü êîòîðîãî � �( )*g 	 0 ìåíüøå, ÷åì
1

2 � �| |
. Åñëè áû íóìåðàöèÿ z kt ( ) , t T� ,

k K� , áûëà èçâåñòíîé, òî ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü ðàçìåòêó k * ïîäîáíî òîìó,

êàê ýòî âûïîëíÿëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. À èìåííî:

1) îïðåäåëèòü ñîãëàñîâàííîå ïîäìíîæåñòâî D* äóæåê òàêèõ, ÷òî

g k t k t g l t l t
l l

*

,

*(( , ), ( , )) max (( , ), ( , ))� � � � � �
�

�0 ;

2) äëÿ êàæäîãî t T� îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî

K t k K t N t k K k t k t D( ) | ( ) (( , ), ( , )) *	 � � �� � �� � � �{ } ;

3) îïðåäåëèòü ðàçìåòêó k * òàê, ÷òî

k t z k
k K t

t
*

( )
( ) ( )	

�
arg max , t T� .

Äëÿ ýòîé ðàçìåòêè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max (( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), (*

k K tt
T

g k t t k t t g k t t k
� � ��

� � �
 * ( ), )) | |t t
tt

� � � � � � �
� ��

 2 10� .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà — öåëûå ÷èñëà,

íàéäåííàÿ ðàçìåòêà k * ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé.
Åñëè íóìåðàöèÿ z kt ( ) , t T� , k K� , íåèçâåñòíà, òî èç íåðàâåíñòâà

�( )
| |

*g �
� �

1

2 0
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ëèøü âûâîä î êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé ðàç-

ìåòêè. Ñàìó îïòèìàëüíóþ ðàçìåòêó ñëåäóåò íàõîäèòü ïî áîëåå ñëîæíîìó
àëãîðèòìó.

Ïóñòü t t t T1 2, , , | |� — ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü îáúåêòîâ ìíîæåñòâà T , à
T T T T0 1, , , | |� — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ T Ti � òàêàÿ, ÷òî T0 	� è
T T ti i i	 ��1 { } , i T	1, , | |� .

Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè g è ëþáîé âåðøèíû ( , )* *k t îïðåäåëèì íîâóþ âå-

ñîâóþ ôóíêöèþ g F g k t� 	 ( , , )* * òàê, ÷òî

g k t k t� � � 	 ��(( , ), ( , )) , åñëè t t t* ,� �{ } è ( , ) ( , ), ( )* *k t k t k t� � �{ } ,

g k t k t g k t k t� � � 	 � �(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. (17)

Ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè g â ôóíêöèþ g� íàçîâåì ( , )* *k t -èñêëþ÷åíè-

åì äóæåê.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíîé çàäà÷è ñ öåëî÷èñëåííû-

ìè âåñàìè äóæåê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1. Îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ( , , , )| |t t t T1 2 � ïðîñìîòðà îáúåêòîâ èç T òàê, ÷òî t Ti � ,

( ) ( )i j t ti j� � � .

2. Îïðåäåëèòü ÷èñëî �0
1

2 1
	

� � �| |
.

3. Äëÿ èñõîäíîé âåñîâîé ôóíêöèè g ñ ïîìîùüþ äèôôóçèè ïîñòðîèòü åå ýêâè-
âàëåíò g1 òàêîé, ÷òî � �( )g1 0� .

4. Ïîñòðîèòü D1 — ñîãëàñîâàííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà äóæåê D g�0 1( ) .
5. Îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî A , íå ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëà

max max (( , ), ( , ))
k K k Ktt

g k t k t
� � �� ��

� �
 1 .

Êîììåíòàðèé. ×èñëî A åñòü êà÷åñòâî èñêîìîé îïòèìàëüíîé ðàçìåòêè,

A g k t t k t t
k K tt

T
	 � �

� � ��

max (( ( ), ), ( ( ), )) .

6. Äëÿ i T	1 2, , , | |� âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè.
6.1. Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî

K t k K t N t k K k t k t Di i i i( ) | ( ) (( , ), ( , ))	 � � �� � �� � � �{ } .

Êîììåíòàðèé. Ìíîæåñòâî K t i( ) ñîäåðæèò çíà÷åíèå k t i
* ( ) èñêîìîé ðàçìåòêè.

6.2. Äëÿ êàæäîé ìåòêè k K t i� ( ) íåîáõîäèìî:
— ïðåîáðàçîâàòü âåñîâóþ ôóíêöèþ gi â g i� â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (17),

ò.å. âûïîëíèòü ( , )k ti i -èñêëþ÷åíèå äóæåê;

— ñ ïîìîùüþ äèôôóçèè ïîëó÷èòü ôóíêöèþ gi
* , ýêâèâàëåíòíóþ �gi , òàêóþ, ÷òî

� �( )*gi � 0 ;
— åñëè

max max (( , ), ( , ))*

k k
i

tt

g k t k t A
�� ��

� � �
 , (18)

òî îïðåäåëèòü k t ki i
* ( ) 	 è ïåðåéòè íà ï. 6.3; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîäîëæèòü

âûïîëíåíèå öèêëà 6.2 äëÿ î÷åðåäíîé åùå íå ðàññìîòðåííîé ìåòêè èç ìíî-
æåñòâà K t i( ) .
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Êîììåíòàðèé. Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ g ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíàÿ,

òî óñëîâèå (18) âûïîëíèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé ìåòêè èç K t i( ) .

6.3. Âûïîëíèòü i i	 �1; g g ki i	 �1
* ( ) , D D gi i	 �0

( ) .

Åñëè i T� | | , ïðîäîëæèòü öèêë 6.
7. Çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà.

Êîììåíòàðèé. Ìåòêè k t k t k t T
* * *

| |( ), ( ), , ( )1 2 � îáðàçóþò ðàçìåòêó ñ êà÷åñò-

âîì A g k t t k t t
k K tt

T
	 � �

� � ��

max (( ( ), ), ( ( ), )) .

Êàê âèäèì, äëÿ ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà íå îáÿçàòåëüíî çíàòü
êîíêðåòíóþ íóìåðàöèþ z kt ( ) , t T� , k K� , âåðøèí, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïåðåñòà-
íîâî÷íóþ ñóïåðìîäóëÿðíîñòü ðåøàåìîé çàäà÷è. Òåì íå ìåíåå, åñëè íà âõîä àëãî-
ðèòìà ïîäàòü ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíóþ çàäà÷ó, òî àëãîðèòì åå ãàðàíòèðî-
âàííî ðåøàåò è ïðè íåèçâåñòíûõ íîìåðàõ z kt ( ) , t T� , k K� . Áîëåå òîãî, àëãîðèòì
ðåøàåò è íåêîòîðûå çàäà÷è, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíûìè,
åñëè â íèõ ãàðàíòèðóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (18) ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé ìåò-
êè k K� è äëÿ êàæäîãî îáúåêòà t T� . Â ñèëó ýòîãî àëãîðèòì ìîæíî äîîïðåäåëèòü
òàê, ÷òîáû îí çàâåðøèë ðàáîòó, åñëè äëÿ î÷åðåäíîãî îáúåêòà t i óñëîâèå (18) íàðó-
øèòñÿ äëÿ âñåõ ìåòîê k K i� ( ) . Çàâåðøåíèå ðàáîòû ïî ýòîìó óñëîâèþ äîëæíî ïî-
íèìàòüñÿ êàê îòêàç îò ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ àëãî-
ðèòìà ñòàíîâèòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ çàäà÷, è äëÿ êàæäîé çàäà÷è, ïðåäëî-
æåííîé äëÿ ðåøåíèÿ, àëãîðèòì çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûõîäèò íà îäèí èç äâóõ
âàðèàíòîâ çàâåðøåíèÿ ðàáîòû: îòêàç îò ðåøåíèÿ ïðåäëîæåííîé çàäà÷è èëè ïîñòðî-
åíèå ãàðàíòèðîâàííî îïòèìàëüíîé ðàçìåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ àëãîðèòìà (à ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âîç-
ìîæíûõ çàäà÷ ðàçìåòêè) âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî çàäà÷, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü îá-
ëàñòüþ åãî êîìïåòåíòíîñòè. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà íà åãî âõîä ìîæíî ïîäà-
âàòü ëþáûå çàäà÷è (à íå òîëüêî èç ýòîãî áîëåå óçêîãî ïîäìíîæåñòâà), è àëãîðèòì
ñàì îïðåäåëÿåò, âõîäèò ëè ïðåäëîæåííàÿ çàäà÷à â îáëàñòü åãî êîìïåòåíòíîñòè èëè
íå âõîäèò. Ïðè ýòîì îáëàñòü êîìïåòåíòíîñòè àëãîðèòìà âêëþ÷àåò âñå ïåðåñòàíî-
âî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíûå çàäà÷è, à òàêæå íåêîòîðûå çàäà÷è, íå ÿâëÿþùèåñÿ òàêèìè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Àëãîðèòì äèôôóçèè ïðèãîäåí äëÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëåííûõ ïîäêëàññîâ çàäà÷
îïòèìàëüíîé ðàçìåòêè è ìîæåò çàíÿòü ñâîå ìåñòî ñðåäè äðóãèõ èçâåñòíûõ àëãî-
ðèòìîâ òîãî æå íàçíà÷åíèÿ, îáëàäàÿ êàê ïðåèìóùåñòâàìè, òàê è íåäîñòàòêàìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ íèìè.

Àëãîðèòì äèôôóçèè ðåøàåò ïðèáëèæåííî (à ïðè îïðåäåëåííûõ, íå ñëèøêîì
æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ è òî÷íî) âñå àöèêëè÷åñêèå çàäà÷è è âñå ñóïåðìîäóëÿðíûå çà-
äà÷è. Ïðè ðåøåíèè èìåííî ýòèõ çàäà÷ àëãîðèòì äèôôóçèè, åñòåñòâåííî, óñòóïàåò
ñïåöèàëüíûì àëãîðèòìàì, ïðåäíàçíà÷åííûì òîëüêî äëÿ ýòèõ çàäà÷. Äëÿ àöèêëè÷åñ-
êèõ çàäà÷ ñëåäóåò îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå àëãîðèòìàì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (íàïðèìåð, [12]), à ïðè ðåøåíèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ çàäà÷ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî
ñâîäèòü èõ ê èçâåñòíûì çàäà÷àì î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ãðàôå [3, 11]. Îäíàêî äè-
íàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïðèìåíèìî òîëüêî ê àöèêëè÷åñêèì çàäà÷àì, à ê ïîèñ-
êó ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ñâîäÿòñÿ òîëüêî ñóïåðìîäóëÿðíûå çàäà÷è. Ýòè äâà ïîäõîäà
ïî ñâîåé èäåîëîãèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îäèí îò äðóãîãî. Àëãîðèòì æå äèôôó-
çèè åäèíîîáðàçíî ðåøàåò âñå ñóïåðìîäóëÿðíûå, âñå àöèêëè÷åñêèå è ìíîãèå äðóãèå
çàäà÷è (íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâî÷íî-ñóïåðìîäóëÿðíûå).
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Íåïîäâèæíîé òî÷êîé àëãîðèòìà äèôôóçèè ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííàÿ âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ. Ýòî ðîäíèò åãî ñî ìíîãèìè äðóãèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè — îò ñàìî-
ãî ðàííåãî [10] äî áîëåå ïîçäíèõ [2, 7, 13], ÷òî îïðåäåëÿåò îáùèå äîñòîèíñòâà è îá-
ùèå íåäîñòàòêè ýòèõ àëãîðèòìîâ. Âñå îíè âûïîëíÿþò ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå âåñîâîé ôóíêöèè è â êîíå÷íîì èòîãå íàõîäÿò îöåíêó ñâåðõó äëÿ êà÷åñòâà îïòè-
ìàëüíîé ðàçìåòêè, íàçâàííîé â ñòàòüå ýíåðãèåé âåñîâîé ôóíêöèè. Íåêîòîðûå
çàäà÷è ïðåîáðàçóþòñÿ àëãîðèòìîì äèôôóçèè òàê, ÷òî èõ ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ñêîëü
óãîäíî áëèçêîé ê êà÷åñòâó îïòèìàëüíîé ðàçìåòêè, à èíîãäà è ðàâíîé ýòîìó êà÷å-
ñòâó. Ýòî — îáùåå äëÿ âñåõ òàêèõ àëãîðèòìîâ äîñòîèíñòâî. Èõ îáùèé íåäîñòàòîê
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè â ñîãëàñîâàí-
íóþ ôóíêöèþ íå ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèÿ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè. Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå âåñîâûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ïðåîá-
ðàçîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé êà÷åñòâó îïòèìàëüíîé
ðàçìåòêè, îäíàêî ýòîò íàèëó÷øèé ýêâèâàëåíò íå áóäåò íàéäåí àëãîðèòìîì äèôôó-
çèè, ðàâíî êàê è äðóãèìè ðîäñòâåííûìè ñ íèì àëãîðèòìàìè [2, 7, 10, 13]. Áîëåå
ïîäðîáíî îá ýòîì íåäîñòàòêå ûèçëîæåíî â ðàáîòå [5], ãäå ïðåäëîæåíû ïóòè åãî
ïðåîäîëåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû îòíîñÿòñÿ ê ðÿäó èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñòðóêòóðíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ; êàæäûé èç íèõ èìååò ñâîè
ïðåèìóùåñòâà ïåðåä äðóãèìè. ×òî êàñàåòñÿ äîñòîèíñòâ àëãîðèòìà äèôôóçèè ïî
ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè, òî, íåñîìíåííî, ýòî — åãî èñêëþ÷èòåëüíàÿ
íàãëÿäíîñòü è ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äèôôóçèÿ îñóùåñòâëÿåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè â òîì ïîíèìàíèè, êàê ýòî
óòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü g — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, g F g* ( )	 — ðåçóëüòàò åå ïðåîáðàçîâàíèÿ àëãîðèòìîì
äèôôóçèè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè k T K: � âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g k t t k t t g k t t k t t

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ),*� � 	 � �
�� �

 ))

tt �� �

 . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùå-
ãî áîëåå ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ: ( , )* *k t -äèôôóçèÿ åñòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè

ïðè ëþáûõ k K* � , t T* � .

Ïðîèçâîëüíî âûáåðåì íåêîòîðóþ ïàðó ( , )* *k t è çàôèêñèðóåì åå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïóñòü g — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, à g * — ðåçóëüòàò åå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ( , )* *k t -äèôôóçèè. Ðàñ-

ñìîòðèì ðàçìåòêó k T K: � òàêóþ, ÷òî k t k( )* *� . Äëÿ ýòîé ðàçìåòêè ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê
äëÿ ëþáîé äóæêè (( ( ), ), ( ( ), ))k t t k t t� � , âõîäÿùåé â ýòó ðàçìåòêó, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g k t t k t t g k t t k t t(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ), ))*� � 	 � � .

Äëÿ ðàçìåòêè k T K: � òàêîé, ÷òî k t k( )* *	 , ðàâåíñòâî (1) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â

ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ( , )* *k t -äèôôóçèè íîâûå âåñà äóæåê âèäà (( , ), ( , ))* *k t k t� � , t N t� � ( )* ,
k K� � , âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

g k t k t g k t k t s t
N t

* * * * *(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) ( )
| (

� � 	 � � � � �
1

*
( ))|

( )
*

s t

t N t

�
��

 ,

ãäå
s t g k t k t

k K
( ) max (( , ), ( , ))* *� 	 � �

��
.

Âåñà âñåõ îñòàëüíûõ äóæåê îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ïîýòîìó äëÿ òàêîé ðàçìåòêè ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

g k t t k t t g k t t k t t

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ),*� � � � �
�� �

 ))

tt �� �

 	

	 � � � �
��

 g k t k t t g k t k t

t N t

(( , ), ( ( ), )) (( , ),( ( ),* *

( )

* * *

*

t

t N t

� 	
��

 ))

( )*

	 � � � � 	
�� �� ���

 
 
s t

N t
s t

t N t t N t t N t

( )
| ( )|

( )
( )

*
( ) ( )* * *

1
0 . �

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ( , )* *k t -äèôôóçèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âåñîâîé ôóíêöèè

ïðè ëþáûõ k K* � , t T* � , íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî t *-äèôôóçèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì

ïðåîáðàçîâàíèåì, ðàâíî êàê è äèôôóçèÿ F . Î÷åâèäíû òàêæå ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà ( , )* *k t -äèôôóçèè.

Ëåììà 2. Ïóñòü g * — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ( , )* *k t - äèôôóçèè
ê ïðîèçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè g . Â òàêîì ñëó÷àå âñå âåëè÷èíû

max (( , ), ( , ))* * *

k K
g k t k t

��
� � , t N t� � ( )* ,

ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Ëåììà 3. Ïóñòü g * — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ t *-äèôôóçèè ê ïðî-

èçâîëüíîé âåñîâîé ôóíêöèè g . Â òàêîì ñëó÷àå âñå âåëè÷èíû

max max (( , ), ( , ))* *

k K k K
g k t k t

� ��
� � , t N t� � ( )* ,

ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ ëåìì íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé ( , )k t -äèôôóçèè

è t-äèôôóçèè, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè g îïðåäåëèì åå õàðàêòåðèñòèêó E g( ) , íàçûâàåìóþ ýíåðãèåé

ôóíêöèè:

E g g k t k t
k K k K

tt

( ) max max (( , ), ( , ))	 � �
� ���� �


 . (2)

Ëåììà 4. Ïóñòü g * — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, à F g( ) — ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äèôôóçèè ê ôóíêöèè g .
Â òàêîì ñëó÷àå

E F g E g( ( )) ( )� . (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå:
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äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t T* � ýíåðãèÿ âåñîâîé ôóíêöèè ïðè t *-äèôôóçèè íå âîçðàñòàåò.

Ïóñòü g * — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ t *-äèôôóçèè ê ôóíêöèè g .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

max max (( , ), ( , )) max max*

( )* k K k K
t N t

k K k
g k t k t

� ��
��

�
� � �


��
��

� �

K

t N t

g k t k t* *

( )

(( , ), ( , ))
*

, (4)

òàê êàê âåñà äóæåê (( , ),( , ))k t k t� � , êîòîðûå îòñóòñòâóþò êàê â ëåâîé, òàê è â ïðàâîé ÷àñòÿõ íåðàâåí-
ñòâà (4), íå èçìåíèëèñü ïðè t *-äèôôóçèè. Èç îïðåäåëåíèÿ t *-äèôôóçèè äëÿ âåñîâ g è g * ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

max (( , ), ( , ))* *

( )* k K
t N t

g k t k t
��

��

� � 	
 max (( , ), ( , )) max (( , ), ( , ))* *

k K l K
g k t k t g k t l t

�� ��
� � � � � �



�

�
�
�
�

��



t N t( )*

� � �

�

�

�
�
�
�

	
��

��



1

| ( )|
max (( , ), ( , ))

*
( )

*

*N t
g k t l t

l K
t N t

max (( , ), ( , ))*

( )* k K
t N t

g k t k t
��

��

� �
 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

max max (( , ), ( , )) max max*

( )*k K k K
t N t

k K k
g k t k t

� ��
��

�
� � 	


��
��

� �

K

t N t

g k t k t* *

( )

(( , ), ( , ))
*

. (5)

Äëÿ ëåâîé ÷àñòè (5) ñïðàâåäëèâî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

max max (( , ), ( , )) max max*

( )*k K k K
t N t

k K k
g k t k t

� ��
��

�
� � �


��
��

� �

K

t N t

g k t k t(( , ), ( , ))*

( )*

. (6)

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (5) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

max max (( , ), ( , )) max max* *

( )*k K k K
t N t

k K
g k t k t

� ��
��

�
� � 	


k K
t N t

g k t k t
��

��

� �
 * *

( )

(( , ), ( , ))
*

, (7)

ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå 2 âåëè÷èíà max (( , ), ( , ))* *

k K
g k t k t

��
� � íå çàâèñèò îò t� . Èç ðàâåíñòâ (5), (7) è

íåðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò (4). �
Äëÿ çàäàííîé âåñîâîé ôóíêöèè g è ÷èñëà � � 0 îïðåäåëåíî ïîäìíîæåñòâî D g� ( ) :

D g k t k t g k t k t
l K l

� ( ) (( , ), ( , ))| (( , ), ( , )) max
,

	 � � � � �
� ��

{
K

g l t l t(( , ), ( , ))� � � �}. (8)

Äëÿ çàäàííîé âåñîâîé ôóíêöèè g îïðåäåëåíà âåëè÷èíà �( )g êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî �, ïðè êîòî-
ðîì ïîäìíîæåñòâî D g� ( ) ñîäåðæèò â ñåáå ñîãëàñîâàííîå ïîäìíîæåñòâî äóæåê.

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè g òàêîé, ÷òî �( )g � 0 , èìååò ìåñòî ëèáî ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî E F g E g( ( )) ( )� , ëèáî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå D F g D g0 0( ( )) ( )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî åñëè

E F g E g( ( )) ( )	 , (9)

òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãîå)

D F g D g0 0( ( )) ( )� . (10)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè t *-äèôôóçèè äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî t T* � . Âûáåðåì òàêîå t T* � è çàôèêñèðóåì åãî äëÿ ïîñëåäóþùåãî ðàññìîòðåíèÿ. Îáîçíà-

÷èì g è g * âåñîâûå ôóíêöèè äî è ïîñëå t *-äèôôóçèè ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âêëþ÷åíèÿ
(10) íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé äóæêè (( , ),( , ))k t k t� � , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g k t k t g l t l t
l K l K

* *(( , ), ( , )) max max (( , ), ( , ))� � 	 � �
� ��

, (11)

âûïîëíÿåòñÿ è ðàâåíñòâî

g k t k t g l t l t
l K l K

(( , ),( , )) max max (( , ), ( , ))� � 	 � �
� ��

. (12)

2. Èìïëèêàöèÿ (11), (12), åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâà äëÿ òåõ äóæåê (( , ),( , ))k t k t� � , äëÿ êîòîðûõ
t t� * è t t� � *, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ t *-äèôôóçèè äëÿ òàêèõ äóæåê

g k t k t g k t k t* (( , ),( , )) (( , ),( , ))� � 	 � � .

3. Ðàññìîòðèì äóæêó âèäà (( , ), ( , ))* * ** **k t k t , t N t** *( )� , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ (11),
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g k t k t g l t l t
l K l K

* * * ** ** * *(( , ), ( , )) max max (( , ), ( ,	 �
� ��

** )) . (13)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

max (( , ), ( , )) max max (( , )* * * ** * *

l K l K l K
g k t l t g l t

�� � ��
� 	 ,( , ))**l t� .

Â ñèëó ëåìì 2 è 3 èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî

max (( , ), ( , )) max max (( , ),* * * * *

k K k K k K
g k t k t g k t

�� � ��
� � 	 ( , ))k t� � (14)

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t N t�� ( )* .

Âûáåðåì ìåòêè k t( )� , t N t� � ( )* , äëÿ êîòîðûõ

k t g k t l t
l

( ) (( , ),( , ))* * *� 	 � �
�

arg max .

Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå k t( )** ìîæíî âûáðàòü k**. Äëÿ ìåòîê, âûáðàííûõ òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

g k t k t t g k

t N t
l K l K

* * *

( )

*(( , ), ( ( ), )) max max ((
*

� � 	
��

� ��

 , ), ( , ))*

( )*

t l t

t N t

� �
��

 . (15)

4. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî t *-äèôôóçèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì âåñîâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó

g k t k t t g k t k t t

t N t

* * *

( )

* *(( , ), ( ( ), )) (( , ), ( ( ),
*

� � 	 �
��

 �

��

 ))

( )*t N t

. (16)

5. Çàïèøåì óñëîâèå (9) áîëåå ïîäðîáíî:

max max (( , ), ( , )) max max* *

( )* l K l K
t N t

l K
g l t l t

� ��
��

�
� � 	


l K
t N t

g l t l t
��

��

� �
 (( , ), ( , ))*

( )*

. (17)

Èç (15)-(17) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

g k t k t t g l t

t N t
l K l K

(( , ), ( ( ), )) max max (( ,* *

( )*

� � 	
��

� ��

 *

( )

), ( , ))
*

l t

t N t

� �
��

 ,

êîòîðîå âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâåíñòâî

g k t k t t g l t l t
l K l K

(( , ),( ( ), )) max max (( , ), ( ,* * *� � 	 � �
� ��

))

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t N t� � ( )* , â òîì ÷èñëå äëÿ t ** .
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî èç ðàâåíñòâà (13) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

g k t k t g l t l t
l K l K

(( , ), ( , )) max max (( , ),( ,* * ** ** * **	 �
� ��

)) ,

ò.å. äîêàçàíî âêëþ÷åíèå (10).
6. Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèé �( )g � 0 è E F g E g( ( )) ( )	 ñëåäóåò ñòðîãîå âêëþ÷åíèå

D F g D g0 0( ( )) ( )� .
7. Äèôôóçèÿ F åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ( , )* *k t -äèôôóçèé, k K* � , t T* � . Ïðè ýòîì â ñèëó óñëîâèÿ

�( )g � 0 ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé ïàðû ( , )* *k t îêàæåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå äâà îáúåêòà t N t� � ( )*

è �� �t N t( )* , ÷òî

max (( , ), ( , )) max max (( , ),(* * *

k K k K k K
g k t k t g k t k

�� � ��
� � � � �, ))t (18)

è
max (( , ), ( , )) max max (( ,* *

���� � ���
�� �� 	

k K k K k K
g k t k t g k t * ), ( , ))�� ��k t . (19)

Îòñóòñòâèå òàêîé ïàðû ( , )* *k t îáîçíà÷àëî áû, ÷òî ìíîæåñòâî D g0 ( ) äóæåê ñîãëàñîâàíî, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ �( )g � 0 .

8. Äëÿ ïàðû ( , )* *k t , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì (18) è (19), îïðåäåëèì ìåòêè k t( ) , t N t� ( )* , òàê,
÷òî

g k t k t t g k t l t
l K

(( , ), ( ( ), )) max (( , ), ( , ))* * * *	 �
��

, (20)

è îáîçíà÷èì g * âåñîâóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå t *-äèôôóçèè íàä ôóíêöèåé g .

Â ñèëó (19) äëÿ äóæêè (( , ), ( ( ), ))* *k t k t t� � � � îêàæåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî

g k t k t t g k t
k K k K

(( , ), ( ( ), )) max max (( , )* * *�� �� 	
� ���

, ( , ))k t� � � � . (21)
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9. Äëÿ ìåòîê k t( ), t N t� ( )* , âûáðàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ (20), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g k t k t t g k t k t
k K k K

(( , ), ( ( ), )) max max (( , ), ( , ))* * *� �
� ��

,

à â ñèëó (18) äëÿ t N t� � ( )* ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî

g k t k t t g k t k t
k K k K

(( , ), ( ( ), )) max max (( , ), ( ,* * *� � � � �
� ��

)) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

g k t k t t g k t

t N t
k K k K

(( , ),( ( ), )) max max (( , ),* *

( )

*

*�
� ��


 � ( , ))
( )*

k t

t N t

�
�

 . (22)

10. Ïîñêîëüêó E g E F g( ) ( ( ))	 , òî E g E g( ) ( )*	 , ò.å.

max max (( , ), ( , )) max max*

( )* k K k K
t N t

k K k
g k t k t

� ��
�

� ��
� 	


K
t N t

g k t k t* *

( )

(( , ), ( , ))
*

�
�

 . (23)

11. Â ñèëó ëåììû 1 t *-äèôôóçèÿ åñòü ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó

g k t k t t g k t k t t

t N t t

(( , ), ( ( ), )) (( , ), ( ( ), ))* *

( )

* * *

*� �

 	

N t( )*



è ñ ó÷åòîì (22), (23)

max max (( , ), ( , )) (( , ),* *

( )

* * *

* k K k K
t N t

g k t k t g k t
� ��

�

� �
 ( ( ), ))
( )*

k t t

t N t�

 . (24)

12. Â ñèëó ëåììû 3 âñå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (24) ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â
ñèëó ëåììû 2 è ñ ó÷åòîì (20) ðàâíû ìåæäó ñîáîé âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (24). Ïîýòîìó íåðà-
âåíñòâî

g k t k t t g k t k t
k K k K

* * * * *(( , ), ( ( ), )) max max (( , ), ( , )� �
� ��

)

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t N t� ( )* , â òîì ÷èñëå äëÿ îáúåêòà t N t� � � ( )* , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî (21). �

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå F gi ( ) , i 	 0 1, ,� , òàê, ÷òî F g g0 ( ) 	 , à F g F F gi i( ) ( ( ))	 � 1 , i 	 0 1, ,� Ïóñòü
n K K	 �   | | | | | | .

Ëåììà 6. Íåñîãëàñîâàííîñòü �( )g âåñîâîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

E g E F gn( ) ( ( ))	 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè �( )g � 0 , òî E g E F gn( ) ( ( ))� , òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

D F gn
0 ( ( )) îêàçàëîñü áû ïóñòûì, à ýòî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (ñì. (8)). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

�( )g 	 0 , òî E g E F g( ) ( ( ))	 è �( ( ))F g 	 0 ; ñëåäîâàòåëüíî, E g E F gi( ) ( ( ))	 äëÿ ëþáîãî i . �
Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå �( , )g g� ìåæäó ôóíê-

öèÿìè g è g� ñîñòàâëÿëî

�( , ) max max max | (( , ), ( , )) (g g g k t k t g
tt k K k K

� 	 � � � �
�� � � ��

( , ), ( , ))|k t k t� � .

Ëåììà 7. Ýíåðãèÿ E g( ) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âåñîâ g .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììó äîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

| ( ) ( )|E g E g� � 	

	 � � � �
� �� � ��

max max (( , ), ( , )) max max (( ,
k K k K k K k K

g k t k t g k t k t

tt

), ( , ))� �


�
�

�

�
� �

�� �



� � � � �
� �� � ��

max max (( , ), ( , )) max max (( ,
k K k K k K k K

g k t k t g k t k t

tt

), ( , ))� � �
�� �



� � � � �
�� � � �� �

| | max max max (( , ), ( , )) max ma
tt k K k K k K

g k t k t x (( , ), ( , ))
k K

g k t k t
��

� � � �

� � � � � �
�� � � ��

| | max max max (( , ), ( , )) (( , )
tt k K k K

g k t k t g k t , ( , ))k t� � 	 | | ( , )� � �� g g . �

Ëåììà 8. Íåñîãëàñîâàííîñòü �( )g åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âåñîâ g .
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü g è g� — äâå âåñîâûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî � �( , )g g� 	 ; ñëåäîâàòåëüíî,

� � � � � � � � �� �g k t k t g k t k t(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) , tt� �� , k K� , k K� � . (25)

Ïî îïðåäåëåíèþ íåñîãëàñîâàííîñòè �( )g âåñîâîé ôóíêöèè ìíîæåñòâî
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D g k t k t g k t k tg
l K

�( ) ( ) (( , ), ( , ))| (( , ), ( , )) max m	 � � � � �
�

{ ax (( , ), ( , )) ( )
l K

g l t l t g
��

� � � � }

ñîäåðæèò â ñåáå ñîãëàñîâàííîå ïîäìíîæåñòâî äóæåê.
2. Èç (25) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

max max (( , ), ( , )) max max (( ,
l K l K l K l K

g l t l t g l t
� �� � ��

� � � � ), ( , ))l t� � � � , tt� �� , (26)

îòêóäà âûòåêàåò

g k t k t g k t k t� � � � � � �(( , ),( , )) (( , ),( , )) �, tt� �� , k K� , k K� � . (27)

3. Èç íåðàâåíñòâ (26), (27) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé äóæêè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g k t k t g l t l t g
l K l K

(( , ), ( , )) max max (( , ), ( , )) (� � � � � �
� ��

� ) ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g k t k t g l t l t
l K l K

� � � � � � � �
� ��

(( , ),( , )) max max (( , ), ( , )) �( )g � 2� .

Òàêèì îáðàçîì, D g D gg g� � �( ) ( )( ) ( )� �� 2 .

4. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî D gg�( ) ( ) ñîäåðæèò â ñåáå ñîãëàñîâàííîå ïîäìíîæåñòâî äóæåê, òî ìíî-
æåñòâî D gg� �( ) ( )� �2 òàêæå ñîäåðæèò â ñåáå ýòî æå ñîãëàñîâàííîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîýòîìó

� � �( ) ( )g g� � � 2 . (28)

5. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (28) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

� � �( ) ( )g g� � � 2 . (29)

Èç íåðàâåíñòâ (28) è (29) ñëåäóåò

� � � � �2 2� � � �( ) ( )g g . �

Ëåììà 9. Âåñà F g( ) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âåñîâ g .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äèôôóçèÿ åñòü êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( , )* *k t -äèôôóçèé, äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ( , )* *k t -äèôôóçèè.

1. Ïóñòü �g
1
è �g

2
— âåñîâûå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ( , )* *k t -äèôôóçèè, ïðèìåíÿåìîé ê

ôóíêöèÿì g1 è g2 ñîîòâåòñòâåííî òàêèì, ÷òî

| (( , ), ( , )) (( , ),( , ))|g k t k t g k t k t1 2� � � � � � � , tt� �� , k K� , k K� � . (30)

2. Ïóñòü

s t g k t k t
k K

1 1( ) max (( , ), ( , ))* *� 	 � �
��

, t N t�� ( )* , (31)

s t g k t k t
k K

2 2( ) max (( , ), ( , ))* *� 	 � �
��

, t N t�� ( )* . (32)

Èç (30) ñëåäóåò

| ( ) ( )|s t s t1 2� � � � � , t N t�� ( )* , (33)

1 1
1 2

N t
s t

N t
s t

t N t t N t( )
( )

( )
( )

*
( )

*
( )* *

� � � �
�� ��

 
 � . (34)

3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ( , )* *k t -äèôôóçèè

� � � 	 � � � � �g k t k t g k t k t s t s1 1 1(( , ), ( , )) (( , ), ( , )) ( ) ~* * * *
1 , t N t�� ( )* , k K� � , (35)

� � � 	g k t k t g k t2 2(( , ), ( , )) (( , )* * * * , ( , )) ( ) ~k t s t s� � � � �2 2 , t N t�� ( )* , k K� � , (36)

ãäå
~

| ( )|
( ),

*
( )*

s
N t

s t

t N t

1 1
1

	 �

� �


 ~
| ( )|

( )
*

( )*

s
N t

s t

t N t

2 2
1

	 �

� �


 ,

4. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (33) è (34) äëÿ ëþáîé äóæêè (( , ),( , ))* *k t k t� � ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öå-
ïî÷êà ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

| (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))|* * * *g k t k t g k t k t� � � � � � � 	1 2

	 � � � � � � �|[ (( , ),( , )) (( , ), ( , ))] [ (* * * *g k t k t g k t k t s t1 2 2 ) ( )] [~ ~ ]|� � � � �s t s s1 1 2

� � � � � � � �|[ (( , ),( , )) (( , ), ( , ))] [ (* * * *g k t k t g k t k t s t1 2 1 ) ( )] [~ ~ ]|� � � � �s t s s2 1 2 3� .
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5. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ äóæåê (( , ), ( , ))k t k t� � , íå ñîäåðæàùèõ âåðøèíû ( , )* *k t , ñïðàâåäëèâî íå-
ðàâåíñòâî

| (( , ),( , )) (( , ), ( , ))|g k t k t g k t k t� � � � � � � �1 2 � ,

òàê êàê âåñà ýòèõ äóæåê â ïðîöåññå ( , )* *k t -äèôôóçèè íå èçìåíÿþòñÿ. �
Ëåììà 10. Ïóñòü g — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî âåñ êàæäîé äóæêè ëåæèò â ïðåäåëàõ

g k t k t M(( , ), ( , ))� � � , tt� �� , k K� , k K� � , (37)

g k t k t m(( , ), ( , ))� � � , tt� �� , k K� , k K� � . (38)

Ïóñòü òàêæå g F gi i	 ( ) . Â ýòîì ñëó÷àå âåñà äóæåê (( , ),( , ))k t k t� � ëåæàò â ïðåäåëàõ

g k t k t Mi (( , ), ( , ))� � � , tt� �� , k K� , k K� � , (39)

g k t k t m Mi (( , ), ( , )) | | (| | )� � � � � � �1 , tt� �� , k K� , k K� � . (40)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (39) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ( , )* *k t -äèôôóçèÿ íå íàðó-

øàåò íåðàâåíñòâà (37) ïðè ïðîèçâîëüíîì k K*� , t T*� . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî k K*� è t T*� è çàôèê-

ñèðóåì èõ äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïóñòü g è g * — äâå âåñîâûå ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå ñîîòâåò-

ñòâåííî äî è ïîñëå ( , )* *k t -äèôôóçèè, ïðè÷åì äëÿ âåñîâ g âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (37).

2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ( , )* *k t -äèôôóçèåé âåñà äóæåê îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (35) è (36), îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî

max (( , ),( , ))
| ( )|

max (( ,* * *
*

* *

k K k K
g k t k t

N t
g k t

�� ��
� � 	

1
), ( , ))

( )

k t

t N t

� �
�� �

 .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (37) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî

g k t k t M* * *(( , ), ( , ))� � � (41)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ äóæåê, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó ( , )* *k t .

3. Âåñà äóæåê, íå ñîäåðæàùèõ âåðøèíû ( , )* *k t , òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâî (41), ïîñêîëü-

êó âåñà ýòèõ äóæåê íå èçìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå ( , )* *k t -äèôôóçèè.

4. Ïóñòü g — âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (37), (38), à g F gi i	 ( ) . Âûáå-

ðåì ïðîèçâîëüíóþ äóæêó (( , ), ( , ))k t k t1 1 2 2 è ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåòêó k T K*: � òàêóþ, ÷òî k t k* ( )1 1	 ,

k t k* ( )2 2	 .
5. Ïîñêîëüêó äèôôóçèÿ F âûïîëíÿåò ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâîé ôóíêöèè (ðàâíî êàê

è ïðåîáðàçîâàíèå F i), äëÿ ðàçìåòêè k * âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g k t t k t t g k t t k t ti

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ),� � 	 � �
�� �

 ))

tt �� �

 . (42)

6. Â ñèëó óñëîâèÿ (38) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

g k t t k t t m

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) | |� � � � �
�� �

 ,

èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì (42) ñëåäóåò

g k t t k t t mi

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) | |� � � � �
�� �

 . (43)

7. Ïîñêîëüêó äëÿ ôóíêöèè g i äîêàçàíî íåðàâåíñòâî (41), òî

g k t t k t t Mi

tt t t

(( ( ), ), ( ( ), )) (| | )
\ ,

� � � � � �
�� �

 1

1 2{ }

. (44)

Âû÷èòàÿ (44) èç (43), ïîëó÷àåì

g k t k t m Mi (( , ), ( , )) | | (| | )1 1 2 2 1� � � � � � � . �

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè g

lim ( ( ))
i

iF g
� �

	� 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Â ñèëó ëåììû 10 ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g F gi
i	 ( ) , i 	1 2, ,� , ïðè-

íàäëåæàò îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó, è ïîýòîìó îíà ñîäåðæèò â ñåáå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi j( ),
j 	1 2, , ... , j j i j i j� �� � �( ) ( ) , èìåþùóþ ïðåäåë lim ( )

j
i jg

� �
. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè

� lim ( )
j

i jg
� �

!

"
#

$

%
& 	 0 .

(45)
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2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi j( ) , j 	1 2, ,� , èìåþùóþ ïðåäåë, è çàôèêñè-
ðóåì åå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Îáîçíà÷èì

g g
j

i j
*

( )lim	
� �

. (46)

3. Äëÿ ëþáîãî i 	1 2, ,� è äëÿ ëþáîé ðàçìåòêè k T K: � ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ è íåðà-
âåíñòâ

E g g k t k ti
k K k K

i

tt

( ) max max (( , ), ( , ))	 � � �
� ���� �


 g k t t k t t g k t t k t ti

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ),� � 	 � �
�� �

 ))

tt �� �

 �

� � � � � �
� ���� �


 min min (( ( ), ), ( ( ), )) | |
k K k K

tt

g k t t k t t m , (47)

ãäå m g k t k t
tt k K k K

	 � �
�� � � ��
min min min (( , ), ( , )) .

Ðàâåíñòâî

g k t t k t t g k t t k t ti

tt

(( ( ), ), ( ( ), )) (( ( ), ), ( ( ),� � 	 � �
�� �

 ))

tt �� �



â ýòîé öåïî÷êå ñïðàâåäëèâî â ñèëó ëåììû 1, à âñå îñòàëüíûå çâåíüÿ ýòîé öåïî÷êè î÷åâèäíû.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E gi( ) , i 	1 2, ,� , âñëåäñòâèå ëåììû 4 ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé,

à â ñèëó (47) — îãðàíè÷åííîé ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò ïðåäåë

E E g
i

i
* lim ( )	

� �
.

Ýòîò æå ïðåäåë èìååò ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè E gi( ) , i 	1 2, ,� , â ÷àñòíîñòè ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi j( ) , j 	1 2, ,� (ñì. ï. 2) è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi j n( )� , ãäå n K K	 �   | | | | | | ,

E E g
i

i j
*

( )lim ( )	
� �

, E E g
i

i j n
*

( )lim ( )	
� �

� .

Ñëåäîâàòåëüíî,
lim [ ( ) ( )]( ) ( )

i
i j i j nE g E g

� �
�� 	 0 ,

èëè, â äðóãîé çàïèñè,

lim [ ( ) ( ( ))]( ) ( )
i

i j
n

i jE g E F g
� �

� 	 0 . (48)

5. Ëåììà 7 óòâåðæäàåò, ÷òî E g( ) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âåñîâ g , à ëåììà 9 óòâåðæäàåò, ÷òî
F g( ) åñòü íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåñîâ g. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà E g E F gn( ) ( ( ))� åñòü íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ âåñîâ è ïîýòîìó

E g E F g E g E F gn

i
i j

n
i j( ) ( ( )) lim [ ( ) ( ( ))]* *

( ) ( )� 	 � 	
� �

0 .

Îòñþäà â ñèëó ëåììû 6 ñëåäóåò
�( )*g 	 0 , (49)

÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (45).

6. Âñëåäñòâèå ëåììû 10 âåëè÷èíà � �i ig	 ( ) íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü âåëè÷èíû

| | [ max max max (( , ), ( , )) min� � � � �
�� � � �� ��tt k K k K tt

g k t k t
� � ��

� �min min (( , ), ( , ))]
k K k K

g k t k t ,

ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò âåðõíèé ïðåäåë si
j i

j	
�

sup � . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü si åñòü ìîíîòîííî

íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è ïîýòîìó èìååò ïðåäåë s s
i

i
* lim	

� �
.

7. Ââèäó èçâåñòíîé òåîðåìû àíàëèçà [9] äëÿ ëþáîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i k� ( ) , k 	1 2, ,� , òàêàÿ, ÷òî k k i k i k� � � � � � �( ) ( ) , è òàêàÿ, ÷òî

lim lim( )
*

k
i k

i j i
j s

� �
�

� � �
	 	� �sup ,

èëè, â äðóãîé çàïèñè,
s g

k
i k

*
( )lim ( )	 	

� �
�� 0 . (50)

Ðàâåíñòâî (50), åñòåñòâåííî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gi k�( ) ,
k 	1 2, ,� ; â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè gi k j�( ( )) , j 	1 2, ,� , j j� �� k i k j( ) ( )� � , äëÿ êîòî-
ðîé ñóùåñòâóåò ïðåäåë

g g
j

i k j
*

( ( ))lim	
� �

� ,
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èëè, â áîëåå êðàòêîé çàïèñè,
g g

j
i j

*
( )lim	

� �
,

ãäå i j i k j( ) ( ( ))	 � . Ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi k j�( ( )) , j 	1 2, ,� , ãàðàíòèðîâàííî ñóùåñòâó-

åò, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gi k�( ) , k 	1 2, ,� , îãðàíè÷åíà (ñîãëàñíî ëåììå 10).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gi j( ) , j 	1 2, ,� , èìåþùåé ïðåäåë

g g
j

i j
*

( )lim	
� �

, (51)

è òàêîé, ÷òî
lim ( ) lim ( )( )

j
i j

i j i
jg g

� � � � �
	� �sup . (52)

8. Ðàâåíñòâî (45) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè gi j( ) , j 	1 2, ,� , èìåþùåé ïðåäåë,

â òîì ÷èñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà (51) è (52). Â ñèëó ëåììû 8 èç ðà-

âåíñòâà (45) ñëåäóåò lim ( )( )
j

i jg
� �

	� 0 è ñ ó÷åòîì (52)

lim ( )
i j i

jg
� � �

	sup � 0 . (53)

Íåðàâåíñòâî 0� �
� � �
lim ( ) ( )

i
i

j i
jg g� �sup âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî j 	1 2, ,� , è ïîýòîìó èç (53) ñëå-

äóåò lim ( )
i

ig
� �

	� 0 . �
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