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òî÷íîñòè.

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñòðàòèôèöè-

ðîâàííîé æèäêîñòè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî

âðàùåíèÿ, â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèíèìàþòñÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùèå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, êîòîðûå ïðèâîäÿò

ê ñèëüíîé äèñïåðñèè ýòèõ âîëí. Òàêèå óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ â ãåîôèçèêå,

îêåàíîëîãèè, ôèçèêå àòìîñôåðû [1].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî

òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí è ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó [1]
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Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, ãëàäêîñòè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îáñóæ-

äàþòñÿ â [1].
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Îáîçíà÷èì | | ( , )u a u um m� , m �1 2, , ýíåðãåòè÷åñêèå ïîëóíîðìû â H , ñîîò-
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2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈÈ ÏÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÓ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðóåì òîæäåñòâà (2) è (3) ïî t t tn n� �( , )1 . Ïðè-

ìåíÿÿ ê íèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî òîæäåñòâà

âòîðîå, ïîëó÷àåì
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Äëÿ ðàâåíñòâà

	 � 
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íèÿ: 	 �1 8/ , 
 �1 24/ , � �1 12/ .
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4

4
0( ) [ , ]� , ñïðàâåäëèâà îöåíêà òî÷íîñòè

|| ( ) ( ) || ( )u t y t M
d u

dt
t dth

h
t

� � � ��1
3

4

4
1

2

0

� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [5] äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (9) ïî

íà÷àëüíûì äàííûì u0 , u1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (12) è ïîëó÷åíà îöåíêà ïî ïðàâûì

÷àñòÿì �1 è �2 . Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷èì îöåíêó òî÷íîñòè äðóãèì ñïîñîáîì.

Ïóñòü y t H( ) � � , ãäå H � — ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé àðãóìåíòà t , ÿâëÿþùèõñÿ

êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì (10) íà èíòåðâàëå t t tn n� �( , )1 è ýðìèòîâûì ñïëàéíîì

äëÿ t T�[ , ]0 . Îäíîâðåìåííî y t( ) äëÿ êàæäîãî t t tn n� �( , )1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì

ïðîñòðàíñòâà H h . Ôàêòè÷åñêè y y x t H H H
h h� � � #( , ) �

� .

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, äëÿ y t( ) èìååì

[ ( �( ), � ) ( ( ), )] ( �( ), )� � �
�

� a y t a y t dt a y t

t

t

n

n

1 2 1

1

� � �� � � t

t

n

n� �1

� � �
�

� ( ( ), ) ( )f t dt x H

t

t

h

n

n

� �� �
�

1

.

Âû÷èòàÿ èç (2) ïðè � � �� ïîñëåäíåå òîæäåñòâî, äëÿ ïîãðåøíîñòè

� � ( ) ( ) ( )t u t y th� � ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

[ (� ( ), � ) ( ( ), )] (� ( ),� � �
�

� a t a t dt a t

t

t

n

n

1 2 1

1

� � � � �� � � � � � �� �
�) ( , ) .

t

t

hn

n x t H� � � �1 0 (13)

Ïîñêîëüêó � �� � �( ) ( ) ( )t t e t� � , èç (10) äëÿ � �� �( ) ( )t t dt

t

s

� � �� , t s� , è

� � ( )t � 0 , t s� , ïîëó÷èì ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî

1

2

1

2
0 01 2 1

0

1a s a a e a

s

( , )( ) ( , )( ) ( � , )( ) [� � � � �� � � � � �� � � � ( � , ) ( , )]e a e dt� � � �� �� 2 .

Îáîçíà÷èì w t t dt H t s w t t s

t

h� � ��( ) ( ) , , ( ) ,� � � � � � ��
0

0 , è çàìåòèì, ÷òî

� ( )e� 0 � � ( ) � ( ) , ,u u u uh I h h0 0 01 1� � � �� . Òîãäà èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ïîëó÷èì

îñíîâíîå ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî äëÿ ïîãðåøíîñòè �� ( )t

1

2

1

2
1 2 1 2a s a w w s a e a e w( , )( ) ( , )( ) [ ( � , ) ( ,� � �� � � � � � � �� � � ( ) ( ))] .t w s dt

s

�� �

0

(14)
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Êàê è â ðàçä. 2 (ñì. (8)), ïîëó÷èì îöåíêó

|| ( ) || || � ( ) || || ( ) ||�� � �s M e t dt e t dt

s s

1

2

1

2

0
1

2

0

� �



�

� � ��



�

�
�
. (15)

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòü e u u uh h I�
�( ) � � . Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé

t tn� � ��, 0 1� �� . Òîãäà

~ (~ ( )) ( ) ( ) ( ) ~ ( ) ~e u e u u t u t u uh h h n I n h I� �
�� �� �� �� � � � � � � � �( ).

Ýòîò ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ~ ( ) [ , ]u Ch � � 0 1 , òåì áî-

ëåå îí îãðàíè÷åí è äëÿ ~ ( ) [ , ]u Wh � �
2
4 0 1 . Çíà÷èò,

| ~ ( ) | | ~ ( ) ~ ( ) |
~

~
e u u u M

d u

d
dh h I

m
h

m�
�� �

�
�� � �




�

�
�



�

�
�

2

0

1

��



�

�
�
�



�

�
�
��

1 2

0

4

/

m

.

Ýòîò ôóíêöèîíàë îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíîãî÷ëåíàõ äî òðåòüåé ñòåïåíè âêëþ-

÷èòåëüíî ïî ïåðåìåííîé � , òàê êàê íà îòðåçêå [ , ]0 1 ~u
I
� ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì

òðåòüåé ñòåïåíè, êîòîðûé èíòåðïîëèðóåò ~uh . Íà îñíîâàíèè ëåììû Áðýìá-

ëà–Ãèëüáåðòà [7] èç ïîñëåäíåé îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü

| ~ (~ ) | | ~ ( ) ~ ( ) |
~

e u u u M
d u

d
dh h I

h
�

�� �
�

�� � �



�

�
�



�

�
�

4

4

2

0

1

�



�

�
�
�



�

�
�
�

1 2/

.

Èñïîëüçóÿ ïåðåìåííóþ t , ïîëó÷àåì îöåíêó

| ( ( )) | | ( ) ( ) | /e u t u t u t M
d u

dt
dth h I

h
�

� �� � �



�

�
�



�

�
�

7 2
4

4

2

t

t

n n

n

n

t t t
�

�



�

�
�
�



�

�
�
�

� � �

1

1 2

1

/

[ , ] .

Òîãäà

|| ( ) || || ( ) ||e t dt e t dt

s

t

t

n

m

n

n

� �� � � � � �� ��
�

�

�

1
2

0
1

2

0

1 1

� � �
��

���
�

�

M
d u

dt
t dtdt M

dh

t

t

t

t

n

m

n

n

n

n

2 7
4

4
1

2

0

1
2 8

411

� �( )
u

dt
t dth

s

4
1

2

0

( )� . (16)

Äàëåå ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë � ( ) � �e u u uh h I�
�� � :

| ~� (~ ) |
~

( )

~

( )
~

e u
du

d

du

d
M

d u

d
h

h I h
�

�

� �
�

�
�

� �
� � �




�

�
�

1 1
4

4



�

�
�




�

�
�
�



�

�
�
�

�

2

0

1
1 2

d�

/

.

Àíàëîãè÷íî (16) èìååì îöåíêó

|| � ( ) || ( )e t dt M
d u

dt
t dt

s
h

s

� �
0

2

0

2 6
4

4
0

2

0

� �� . (17)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç îöåíîê (15)–(17) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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4. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ

Çàìåòèì, ÷òî â îöåíêå òåîðåìû 2 ïîãðåøíîñòü çàâèñèò îò ðåøåíèÿ u th ( ) ïîëó-

äèñêðåòíîé çàäà÷è (4), îäíàêî áîëåå öåëåñîîáðàçíî èìåòü òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè

äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé [8, ñ. 97]

|| || || || || || || || || || | |u u u u u u u u Ch uh k h k k h k k k� � � � � � � � � �� �1 1 0 1C u kk| | || , , .

Ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò h. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà â òåîðåìå 2 áóäåò

èìåòü âèä

|| ( ) ( ) || ( )u t y t M
d u

dt
t dth

t

� � � ��1
3

4

4
2

2

0

� .

Íà îñíîâå òåîðåì 1 è 2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ

ñõåìû (9), àïïðîêñèìèðóþùåãî ðåøåíèå çàäà÷è (1) u x t( , ),
�

�
�

u

t
x t C T( , ) ([ , ]0 ,

W Wk
2

1

2

1� �( ) ( ))� �
�

,
�

�
�

4

4 2
20

u

t
x t C T W( , ) [ , ]; ( ){ }� , ñïðàâåäëèâà îöåíêà òî÷íîñòè

|| ( , ) ( , ) || max ( , )u x t y x t M h
u

t
x t

uk

t k

t

� �
$

%
&

'&

�

�
�

�

��
�1

1 0
t

x t dt
k

( , )� � �



�

�
�
� �1

2

� � �


�

�
�
�
�

�

�
� �

�� �|| ( , ) || ( , )u x t dt
u

t
x t dt

k

t t

1

2

0

3
4

4
2

2

0

�
(

)
&

*&
� � � �t T M M T[ , ], ( , ) .0 0

0
2�

Ïðè âûáîðå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå íèæå òðåòüåé íà êàæäîì êîíå÷íîì ýëå-

ìåíòå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì èìååì òðåòèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî îáî-

èì øàãàì h, �.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåí ìåòîä ïîâûøåííîé ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ âíóòðåííèõ âîëí. Ïî-

ëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà ïðè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëüíîé çàäà÷è. Ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ðàâåí òðåì, à ïî-

ðÿäîê òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëè-

íîìîâ íà ïðîñòðàíñòâåííîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå: ïðè âûáîðå òðåòüåé ñòåïåíè

ïîëèíîìîâ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó òàêæå ðàâíà òðåì.
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