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Äëÿ ñèñòåì ñ ëîêàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè ñòðóêòóðà âçàèìî-
äåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàôîì � � ( , )V B ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñ-
òâîì ðåáåð B. Ïóñòü { }k j, — ðåáðî ãðàôà, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû k è j.
Îêðåñòíîñòü âåðøèíû k — ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí N k j k j B( ) : ,� �{ { } },

ïîëíàÿ îêðåñòíîñòü åå —
~

( ) ( )N k N k k� �{ }, ò.å. îêðåñòíîñòü âåðøèíû k è

ñàìà âåðøèíà k. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé K V� îïðåäåëèì îêðåñòíîñòü N K( ) �
� �

�

N k K

k K

( )� è ïîëíóþ îêðåñòíîñòü
~

( ) ( )N K N K K� � . Äëÿ êàæäîé âåðøè-

íû i V� ïóñòü ( , )X i iX , X i �	 , — íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé �-àëãåáðîé X i . X i (ñîîòâåòñòâåííî ( , )X i iX ) íàçûâà-
åòñÿ ëîêàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì â âåðøèíå i. Äàëåå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
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(ñîîòâåòñòâåííî ( , )X X ) íàçîâåì ãëîáàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñèñòå-
ìû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí K V� ìàðãèíàëüíûé âåêòîð
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�i K

iX ; òàêèì îáðàçîì, X XV � .

B äàëüíåéøåì âåçäå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôèêñèðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî ( , , ) I P , íà êîòîðîì îïðåäåëåíû âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ââå-
äåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì [1–4].

Îïðåäåëåíèå 1 (ñëó÷àéíûå ïîëÿ). 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � :( , , ) I P �

� � 
 �
� �

( , ) ( , )X X
i V

i
i K

iX X íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïîëåì íàä � � ( , )V B (èëè

ïðîñòî ñëó÷àéíûì ïîëåì íàä V ). Ìàðãèíàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷å-
íèÿìè â ïðîñòðàíñòâå X K îáîçíà÷èì �K . Äëÿ K k� { } áóäåì ïèñàòü �k .

2. Ñëó÷àéíîå ïîëå � íàä ( , )V B ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
k V� èìååò ìåñòî

P C x P C x x X Ck k V k V k k k N k N k k( | ) ( | ) ,( ) ( )� � � �� � � � � � �� �{ } { } �X k , (1)

ãäå P C xk k N k N k( | )( ) ( )� �� � (ñîîòâåòñòâåííî P C xk k V k V k( | )� �� �� �{ } { } ) —

óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íà ( , )X k kX ïðè óñëîâèè � N k N kx( ) ( )� (ñîîòâåòñòâåííî
�V k V kx� ��{ } { }).

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ áèîëîãè÷åñêèìè, ýêîíîìè÷åñêèìè è èíæå-
íåðíûìè ðåàëèçàöèÿìè, ñëó÷àéíûå ïîëÿ îïèñûâàþò ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå ñèñ-
òåìû äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî âðåìåíè. Ýâîëþöèÿ òàêîé ñèñòåìû âî âðå-
ìåíè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì � ñ îäíîìåðíûì âðåìåíåì. Â ýòîì

ñëó÷àå ïèøåì � �� ( )t , ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè.
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Ïóñòü t ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ t � 0 1, , ... Íèæíèé èíäåêñ k â �
k
t

îáîçíà÷àåò âåðøèíó k, òàêèì îáðàçîì, �
k
t îáîçíà÷àåò ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå äëÿ

âðåìåíè t â âåðøèíå k íåêîòîðîãî âåêòîðíîçíà÷íîãî ïðîöåññà � �� �( , ... )t t: 0,1

ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ( , )X X . B ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî
ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Îïðåäåëåíèå 2 (ëîêàëüíûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè). Ïóñòü � �� { t,

t � 0 1, ,�}, � t P X: ( , , ) ( , ) I � X — ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

è ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ( , )X X . Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè � íàçûâàþòñÿ ëî-
êàëüíûìè, åñëè
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ñïðàâåäëèâî P
t( , , )� ��

0

-ïî÷òè íàâåðíîå, ò.å. ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü â âåð-
øèíå k çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà â åå ïîëíîé îêðåñòíîñòè â ïðåä-

ûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ � �� �( , , ... )t t: 0 1

ñ ëîêàëüíûìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ (2),
òàêæå áóäåì íàçûâàòü ìàðêîâñêèì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

Â îïðåäåëåíèè 1 ïîíÿòèå ìàðêîâîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïîâåäåíèå ñëó÷àé-
íîãî ïîëÿ íà íåêîòîðîì ïîäãðàôå � ãðàôà � ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïîëÿ â
îêðåñòíîñòè âåðøèí N k j k j B( ) ,� �{ :{ } } íå çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ïîëÿ âíå ïîä-
ãðàôà �. Â îïðåäåëåíèè 2 ïîíÿòèå ìàðêîâîñòè ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îäèí èç àðãó-
ìåíòîâ ïîëÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðåìÿ, à îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðà-
ôà. Ïðè ýòîì òàêîå ïîëå ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìàòðèâàòü êàê îáû÷íûé ìàðêîâ-
ñêèé ïðîöåññ, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè — ñëó÷àéíîå ïîëå.
Îäíàêî òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå âñåãäà àäåêâàòíà ðåàëüíûì ÿâëåíèÿì. Áîëåå ïëî-
äîòâîðíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìàðêîâñêîãî ïîëÿ êàê ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ ëî-
êàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ òà-
êèõ ïðîöåññîâ ñëåäóþùàÿ: ïóñòü ñèñòåìà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ÷àñòèö, ðàçâèòèå êîòîðûõ ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàåòñÿ
íåçàâèñèìûìè öåïÿìè Ìàðêîâà. Íà ýâîëþöèþ ýòîé ñèñòåìû íàëàãàåòñÿ íåêîòî-
ðàÿ ñâÿçü. Ïîýòîìó ýâîëþöèÿ êàæäîé ÷àñòèöû íå áóäåò ìàðêîâñêîé, õîòÿ ýâîëþ-
öèÿ âñåé ñèñòåìû è èìååò ñâîéñòâî ìàðêîâîñòè, íî ýòî áóäåò äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïîíÿòèÿ ìàðêîâîñòè â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèé (1) è (2) òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è îïðåäåëåíèå ìàðêîâîñòè â ñìûñëå
(2) ïóòåì òàê íàçûâàåìîãî ñèììåòðè÷íîãî óäâîåíèÿ, îïèñàííîãî â [5], ìîæíî
ñâåñòè ê îïðåäåëåíèþ ìàðêîâîñòè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1).

Îïðåäåëåíèå 3 (ëîêàëüíûå è ñèíõðîííûå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè). Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ó êîòîðûõ ïåðåõîäíûå âåðîÿò-
íîñòè � ñèíõðîííûå, ò.å. îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

P C x P C x
K
t

K
t t

k K
k
t

k
t t{ } { }� � � ��

�

�� � � � ��1 1| | P
t� -ïî÷òè íàâåðíîå,

� � � � 
 �
�

K V x X C Ct
K

k K
k K, , X . (3)

Åñëè ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà � óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (2), (3), òî îí íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñ ëîêàëüíî âçàèìîäåéñòâó-
þùèìè è ñèíõðîííûìè êîìïîíåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 4 (ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèÿ, ëîêàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ) [4].
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (ìîìåíòîâ êîíòðîëÿ) — ýòî
âðåìåííàÿ øêàëà N .
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1. Ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé (ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé), êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ

â ìîìåíòû óïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê A � 

�i V

iA íàä �, ãäå Ai — ìíîæåñòâî

âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé (ðåøåíèé) äëÿ âåðøèíû i. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî Ai — ïîëüñêîå
ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé �-àëãåáðîé Ai , A — áîðåëåâñêîå ïðîèçâåäåíèå �-àë-
ãåáð íàä A.

2. Åñëè äëÿ èãðîêà, êîòîðûé ïðèíèìàåò ðåøåíèå, â âåðøèíå i â ìîìåíò âðå-

ìåíè t ñ èñòîðèåé h Ht t� ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé A h Ai
t t

i( ) � îãðàíè÷åíî, íàçû-

âàåì A hi
t t( ) ìíîæåñòâîì ëîêàëüíî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé (ðåøåíèé) â ìîìåíò

âðåìåíè T ñ èñòîðèåé h Ht t� .
3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ â ìíîæåñòâà

A H h A h i Vi
t t A

i
ti: 2 { }� � 	 � �, ( ), ,

çàâèñÿò òîëüêî îò ëîêàëüíîé èñòîðèè è èçìåðèìû ïî Áîðåëþ.

Çäåñü äëÿ çàäàííîé èñòîðèè h x a x a x x a x Ht t t t t� �� �( , , , , , ..., , , )0 0 1 1 2 1 1

ëîêàëüíàÿ èñòîðèÿ h Hi
t

i
t� â âåðøèíå i îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Åñëè îòîáðàæåíèå Ai
t íå çàâèñèò îò t, áóäåì ïèñàòü � �i i

t t: ,� �N,

è N� �� �t t, .

Îïðåäåëåíèå 5 (ñèíõðîííûå ñòðàòåãèè â ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ). Ïóñòü

� i
t — ðåøåíèå, êîòîðîå ïðèíÿë èãðîê â âåðøèíå i â ìîìåíò âðåìåíè t,

� �t
i
t i V: :� �( ) — îáùèé âåêòîð ðåøåíèé â ìîìåíò âðåìåíè t.

1. Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ (ïîëèòèêà) � �� �( : )t t N äëÿ óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè è ïðîñòðàíñòâîì óïðàâëåíèé
îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð êîîðäèíàòíûõ óïðàâëåíèé � �� �( , )i i V , ãäå äëÿ âåð-

øèíû i � � �i i i
t� { }0 , , , ...� — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà

� �i
t

i
t t t tx a x a x� � � �( | , , , , , )0 0 1 1

� . Òàêèì îáðàçîì, � i
t ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé

ìåðîé íà ( , )Ai iA äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ( , , , , , )x a x a xt t t0 0 1 1
�

� � , êîòîðûå èçìåðè-

ìî çàâèñÿò îò èñòîðèè h x a x a xt t t t� � �( , , , , , )0 0 1 1
� ñèñòåìû äî t-ãî ïåðåõîäà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ B Ai i� èìååì

P B x a x a xi
t

i
t t t t t t( | , , , , , )� � � � � �� � � � � � �� � � �0 0 0 1 1 1 1 1

�

� � �� i
t

i
t t tB x a x a x( | , , , , , )0 0 1 1

� . (4)
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2. Îäíîâðåìåííî ñ ñèíõðîííîñòüþ ïåðåõîäîâ è ëîêàëüíîñòüþ ÿäåð ïåðåõîäà
ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî èãðîêè, ïðèíèìàþùèå ðåøåíèÿ, ðàñïîëîæåíû â âåðøè-
íàõ, äåéñòâóþò óñëîâíî íåçàâèñèìî îò èñòîðèè ñèñòåìû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P B x a x a xt
i

t t t t t t( | , , , , , )� � � � � ��
 � � � � � �� � � �0 0 0 0 1 1 1 1
�

� � � � � � � �� � � �P B x a x a xt
i

t t t t t t( | , , , , , )� � � � � �0 0 0 0 1 1 1 1
�

i V�
�

� � � �� �

�
� � i

t
i

t t t

i V

i i
s sB x a x a x B A a A x X( | , , , , , ), , ,0 0 1 1

� . (5)

Îïðåäåëåíèå 6 (ëîêàëüíûå ñòðàòåãèè). 1. Ïóñòü â ìîìåíòû ïåðåõîäà
t � 0 1, ,� ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàâèñÿò îò ëîêàëüíîé èñòîðèè òîëüêî

â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3 è ðåøåíèÿ � i
t â âåðøèíå i ïðèíèìàþòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòüþ � i
t , îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà ëîêàëüíîé èñòîðèè

h x a x a xi
t

N i
i

N i

t
i
t

N i

t� � �( , , , , , )~
( )

~
( )

~
( )

0 0 1 1
� ñîñòîÿíèé îêðåñòíîñòè

~
( )N i âåðøèíû i è íà

ïðåäûäóùåì ðåøåíèè â âåðøèíå i. Åñëè � i
t

i
t

i
t

i
tA h h( ( )| ) �1 , òî � i

t íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíî äîïóñòèìîé, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà (ðåøåíèé)

� �i i
t t� �{ N}, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé ëîêàëüíîé ñòðàòåãèåé äëÿ âåðøèíû i.

Áóäåì íàçûâàòü � �� �( , )i i V äîïóñòèìîé ëîêàëüíîé ñòðàòåãèåé äëÿ ìîäå-
ëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

2. Äîïóñòèìàÿ ëîêàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ � �� �( , )i i V íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé
ëîêàëüíîé ìàðêîâñêîé ñòðàòåãèåé, åñëè

� �i
t

N i
i

N i

t
i
t

N i

t
ix a x a x| , , , , ,~

( )
~

( )
~

( )

0 0 1 1
�

� ��
�
�

�
�
� �

t

N i

tx i V| ,~
( )

�
�
�

�
�
� � .

Îòìåòèì, ÷òî ïîêà ìû îïåðèðóåì ìàðêîâñêèìè ñòðàòåãèÿìè, ìîæåì äîïóñ-

êàòü, ÷òî A hi
t

i
t( ) çàâèñèò îò hi

t òîëüêî ÷åðåç x
N i

t
~

( )
; ýòà îãðàíè÷åííàÿ çàâèñèìîñòü

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé A h A xi
t

i
t

i
t

N i

t( ) ( )~
( )

� : .

3. Äîïóñòèìàÿ ëîêàëüíàÿ ìàðêîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ � �� �( , )i i V íàçûâàåòñÿ äî-

ïóñòèìîé ëîêàëüíîé ñòàöèîíàðíîé (ìàðêîâñêîé) ñòðàòåãèåé, åñëè � i
t

N i
x' ~

( )
( | )� �

� �� i
t

N i
x'' ~

( )
( | ) , i V� äëÿ ëþáûõ � ��t t, è âñåõ x.

4. Äîïóñòèìàÿ ëîêàëüíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñòðàòåãèÿ � �� �( , )i i V íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìîé ëîêàëüíîé ñòàöèîíàðíîé äåòåðìèíèðîâàííîé (íåðàíäîìèçèðîâàí-
íîé) ñòðàòåãèåé, åñëè � i N i

x( | )~
( )

� , i V� , ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé ìåðîé íà

A xi
t

N i
( )~

( )
, i V� , äëÿ ëþáûõ x.

Êëàññ âñåõ äîïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷àåòñÿ LS; ïîäêëàññ äî-
ïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ ìàðêîâñêèõ ñòðàòåãèé — LS M . Êëàññ äîïóñòèìûõ ëîêàëü-

íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé � �t t� ' äëÿ ëþáûõ t t, '�N îáîçíà÷èì LS S . Êëàññ

äîïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ («÷èñòûõ») ñòðàòåãèé áóäåì îáîçíà-
÷àòü LS P , êëàññ äîïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñòðàòåãèé — LS D .

Çàìå÷àíèå 1. Èìåþò ìåñòî òàêèå ñîîòíîøåíèÿ:

LS LS LS LSD S M� � � è LS LS LSD P� � .

Â äàííîì ñëó÷àå ëîãè÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíòðîëü íàä çàâèñèìûì îò âðåìåíè
ñëó÷àéíûì ïîëåì � âëèÿåò íà ýâîëþöèþ ñèñòåìû, êîòîðàÿ óïðàâëÿåòñÿ ïåðåõîä-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè
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P C y i V a Q C y at t t
i
t t{ }� � �� � �� � � � �1 1 1| , ( : ) ( | , ),

ãäå Q( | , )� � � — ÿäðî ïåðåõîäà îò X A
 äî X .

Îïðåäåëåíèå 7. Ïàðà ( , )� � íàçûâàåòñÿ óïðàâëÿåìûì ïðîöåññîì ñ ëîêàëüíî

âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñèíõðîííûìè êîìïîíåíòàìè ïî îòíîøåíèþ ê êîíå÷íîìó

ãðàôó âçàèìîäåéñòâèÿ � � ( , )V B , åñëè � �� �( , )t t N — ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ñ

ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé X X
i V

i� 

�

, � �� �( : )i i V — äîïóñòèìàÿ ëîêàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ, à ïåðåõîäû � îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî t

P t t t t( , , , , , , )� � � � � �0 0 1 1
�

� � -ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ ëþáûõ K V� , C Xj j� , j K� ,

y X a A yj j N j
� �, ( )~

( )
:

P C x a x a y
K
t

K
t t t t t{ 0� � � � � �� � � � �� � � � � �1 0 0 0 1 1 1 1| , , , , , ,� � t a� �}

� � � � ��

�
� P C y aj

t
j

N j

t
N j j

t
j

j K

{ }� � �1 | ,~
( )

~
( )

� �
�
�Q C y a Q C y aj j N j j

j K

K K{ } { }| , | ,~
( )

. (6)

Åñëè K V� , áóäåì ïèñàòü Q C y a Q C y aV V
( | , ) ( | , )� .

Ìàðêîâñêîå ÿäðî Q Q j
j V

�
�
� íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì è ñèíõðîííûì.

2. ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ Ñ ÊÎÍÅ×ÍÛÌÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ
ÑÎÑÒÎßÍÈÉ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ

Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèÿ (1)–(3) ïåðåéäóò â ñëåäóþ-
ùèå:

P y x P y x x X yk k V k V k k k N k N k k( | ) ( | ) ,( ) ( )� � � �� � � � � � �� �{ } { } �X k , (7)

P y x x P y x
k
t

k
t t

k
t

k
N k

t

N k
{ } {� � � � �� �� � � � � �1 0 0 1| , , | ~

( )
~

(
�

)

t }

äëÿ k V x x X y Xt
k k� � ��, , , ,0

�
1 , (8)

P y x P y x
K
t

K
t t

k
t

k
t t

k K

{ } { }� � � �� �

�

� � � � ��1 1| | ,

� � � � 
 �
�

K V x X y Xt
K

k K
k K, , X (9)

âûïîëíÿåòñÿ P
t� -ïî÷òè íàâåðíîå.

Êàê è ðàíåå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (8)–(9), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
çàäàí ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ ëîêàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèìè ëîêàëüíûìè êîìïî-
íåíòàìè, ò.å. çàâèñÿùåå îò âðåìåíè ìàðêîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ äèñêðåòíûì
ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îáîçíà÷èì Q ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ èçó÷àåìîãî ìàðêîâñêîãî ïîëÿ, à q åãî
êîìïîíåíòû

q x P x xN k k k
t

k N k
t

N k( ) ( ) ( )( ) |� � ��{ }� �1 ,

ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî q xN k k( ) ( ) íå çàâèñèò îò t.

Åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü Q è ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ìíî-
æåñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð M � { }� , ïîðîæäåííûõ ìàðêîâñêèìè ñëó÷àéíûìè

ïîëÿìè � t . Òîãäà åñëè � — íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ ìåðà, òî � �t tQ� .
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Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ � t . Ïðåæäå

âñåãî çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî V è íåâûðîæäåííîñòè Q ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � �t � ïðè t ��, âû-

ðàæàþùàÿ ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè � t . Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãîV ýòî íå âñåãäà òàê.

Òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Îäíàêî è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èëè
åäèíñòâåííîé èíâàðèàíòíîé ìåðû åå ïîèñê ÷àñòî ñîïðÿæåí çíà÷èòåëüíûìè
òðóäíîñòÿìè. Ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ýòà çàäà÷à ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâà îáðàòè-
ìîñòè. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå, ïðåäâàðèòåëüíî ââåäÿ ðÿä èñïîëüçóåìûõ
â äàëüíåéøåì ïîíÿòèé.

Îáîçíà÷èì P x y p x yt t{ }� �� � � �1 | ( , ).

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé p x y( , )

ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà � X , åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà, íå îáðàùàåòñÿ
òîæäåñòâåííî â íóëü è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

p x y y Xx y

x X

( , ) ,� �� �
�
� . (10)

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îáðàòèìîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.

Îïðåäåëåíèå 9 [6]. Ñëó÷àéíîå ïîëå � t íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè äëÿ âñåõ

t è A B X, �
P A B P B At t t t{ } { }� � � �� � � � �� �, ,1 1 .

Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå 10 [6]. Ìàðêîâñêîå ñëó÷àéíîå ïîëå ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì
èëè ìàðêîâñêàÿ öåïü ñî ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X íàçûâàþòñÿ îáðàòèìûìè, åñëè
äëÿ âñåõ x è y X�

� �x yp x y p y x( , ) ( , )� . (11)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàòèìîñòü öåïè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñàìîñîïðÿ-
æåííîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäàþùåãî äàííóþ ñëîæíóþ öåïü Ìàðêîâà.
Èçâåñòíî, ÷òî ñèììåòðè÷íîñòü èëè ñàìîñîïðÿæåííîñòü ýòîãî îïåðàòîðà âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ ïîìîãàåò ðåøèòü ðÿä ïðîáëåì, â ÷àñòíîñòè íàéòè ôèíàëüíûå èëè ýð-
ãîäè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè � x . Òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà � îáðàòèìà, òîãäà îíà è
èíâàðèàíòíà, ÷òî ëåãêî âèäåòü, ïðîñóììèðîâàâ ðàâåíñòâî (11) ïî âñåì x X� .
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ñèñòåìà (11) çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ñèñòåìà (10), ÷òî
íàìíîãî îáëåã÷àåò íàõîæäåíèå âåëè÷èíû � x .

Èçâåñòíî, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàðêîâñêèå öåïè èìåþò ñâîéñòâî îáðàòè-
ìîñòè. Îäíàêî óñëîâèå (11) íàëàãàåò äîñòàòî÷íî ñèëüíûå óñëîâèÿ íà ïåðåõîäíûå
âåðîÿòíîñòè p x y( , ). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåðàçëîæèìîñòè öåïè è íåòîæäåñòâåííî
ðàâíîé íóëþ ìåðû � ôóíêöèè p x y( , ) äîëæíû áûòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè.
Ðàññìîòðèì îäíî äîñòàòî÷íî îáùåå óñëîâèå îáðàòèìîñòè íåðàçëîæèìîé öåïè
Ìàðêîâà è óêàæåì êîíñòðóêöèþ íàõîæäåíèÿ ìåðû � x .

Òåîðåìà 1 [6]. Ïóñòü öåïü Ìàðêîâà íåðàçëîæèìà. Òîãäà îáðàòèìàÿ ìåðà ñó-
ùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè âñåõ n � 1 è ëþáîì âûáîðå ñî-
ñòîÿíèé x x Xn1, ,� � è x xn� �1 1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

P x x P x xi i

i

n

i i

i

n

( , ) ( , )�
�

�
�

�� �1

1

1

1

.

Ïðè ýòîì ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó îáðàòèìàÿ ìåðà åäèíñòâåííà

è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàôèêñèðóåì x X0 � è ïóñòü X x0
0{ }� ,

X x X X p x yn k

k

n
�

�

� �  
!
"
#

$#

1

0

0\ : ( , )� äëÿ âñåõ y X k

k

i

�
%
&
#

'#�0

� .
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Òîãäà ïîëàãàåì � X 0
�1 è � �x y

p y x

p x y
�

( , )

( , )
ïðè x X y Xn k

k

n

� ��

�

1

0

, � è

p x y( , )  0.

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ îïèñàíèÿ âñåõ îáðàòèìûõ ìàðêîâ-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñî çíà÷åíèÿìè â X , çàäàííûõ íà ãðàôå � � ( , )V B .

Â äàëüíåéøåì êàæäîìó ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó (ïîëþ) � íà ( , )� X ñ ïåðå-
õîäíîé ôóíêöèåé Q è èíâàðèàíòíîé ìåðîé � ñîïîñòàâëåíà ìåðà �, äëÿ êîòîðîé

ïðè ëþáûõ K V N K J V� � �1, ( ) 0

P y x y x
K
t

K J
t

J K J{ }� � �� � � �1 | ( | ), P x x x
J
t

J J J{ }� � �� � �( ) ( ),

ãäå � �( ) ,y P y k KK k k� � �{ }.

Äàëåå áóäåò óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ìàðêîâîñòüþ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ïîíÿ-
òèåì ãèááñîâñêîãî ïîëÿ è óñëîâèÿìè îáðàòèìîñòè äëÿ íèõ.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ [5].

Îïðåäåëåíèå 11. Ïåðåõîäíóþ ôóíêöèþ Q íà ( , )� X áóäåì íàçûâàòü ãèá-

áñîâñêîé ñ ïàðíûì ïîòåíöèàëîì u, åñëè

q y q y xN k k k k N k( ) ( )( ) ( / )� �

�

� �
(

)
*
*

+

,
-
-

� �

�
�exp

exp

u y U y x

u y U

k k kj k j

j N k

k k k

( ) ( , )

( )

( )

j k j

j N ky X

y x( , )

( )��
��

(

)
*
*

+

,
-
-

.

(12)

Îïðåäåëåíèå 12. Ïîòåíöèàëîì Ãèááñà íà ( , )� X íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

ôóíêöèé U X RC
C: � , îïðåäåëåííûõ äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïîëíûõ ïîäãðàôîâ C

ãðàôà �.

Îïðåäåëåíèå 13. Äëÿ äàííîãî ïîòåíöèàëà Ãèááñà u îïðåäåëèì ýíåðãèþ

U x U x K VK k k

k K

( ) ( ),� �
�
� .

Ïóñòü U x x U x U xK J K J K( / ) ( ) ( )� � � .

Îïðåäåëåíèå 14. Ñëó÷àéíîå ïîëå � íà ( , )� X íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãèááñà ñ ïî-

òåíöèàëîì U , åñëè äëÿ ëþáûõ K J V,
~

� , ãäå
~

V — ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

êîíå÷íîãî ãðàôà V , N K J( ) � , x XJ
J� , âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

�( / )
( /

( /
X X

U X X

U y X
K J K

K J K

K J K

y XK
K

�
�

�
�

�
�

��
exp{ }

exp{ }
.

Ïî òåîðåìå Àâåðèíöåâà [1] ëþáîå íåâûðîæäåííîå ìàðêîâñêîå ñëó÷àéíîå
ïîëå íà ( , )� X ÿâëÿåòñÿ ãèááñîâñêèì.

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîìó ñòàöèîíàðíîìó ìàðêîâñêîìó ïîëþ íà ( , )� X
èëè ñòàöèîíàðíîìó ìàðêîâñêîìó ïðîöåññó ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ñîîò-
âåòñòâóåò íåêîòîðîå ìàðêîâñêîå ( â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1) ñëó÷àéíîå ïîëå �, ïî-
ñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîãî óäâîåíèÿ ãðàôà � � ( , )V B . Ýòîìó ñëó÷àé-
íîìó ïîëþ � â ñèëó èçëîæåííîãî âûøå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ãèááñîâñêîå
ñëó÷àéíîå ïîëå. Ïîýòîìó, âîçâðàùàÿñü ê ïðîáëåìå îáðàòèìîñòè ìàðêîâñêîãî
ïðîöåññà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü óñëîâèÿ
îáðàòèìîñòè ãèááñîâñêîãî ïîëÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôàêòîâ â [5] äîêàçàíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3 21



Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ ëî-
êàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ äàííîé íåâûðîæäåííîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé Q ñó-
ùåñòâîâàë õîòÿ áû îäèí îáðàòèìûé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Q áûëà
ãèááñîâñêîé ñ íåêîòîðûì ïàðíûì ïîòåíöèàëîì u.

Òåîðåìà 3. Åñëè ñëó÷àéíîå ïîëå íà ( , )� X îáðàòèìî è åãî ïåðåõîäíàÿ ôóíê-

öèÿ Q ãèááñîâñêàÿ ñ ïîòåíöèàëîì ~u , òî åãî èíâàðèàíòíàÿ ìåðà � ãèááñîâñêàÿ ñ
ïîòåíöèàëîì

�
u è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

�
U X U xk k k k( ) ( )� ,

�
u x U y xN k N k k N k

y Xk k

( ) ( ) ( )( ) ( ( / ))� �
�
�ln exp .

Ðàññìîòðèì òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðóêòóðå óïðàâëåíèÿ [4].

Ïðåäïîëîæåíèå 1. 1. Ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé íåçàâèñèìû îò

âðåìåíè, ò.å. ìíîæåñòâî A t èç oïðåäåëåíèé 1–4 íå çàâèñèò îò t è ìû èìååì

A x A x At ( ) ( )� � äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t �N.

2. Äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèé äëÿ âåðøèí i V� è êîíôèãóðàöèè

(ñîñòîÿíèÿ) ñèñòåìû x X� ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà A xi ( ) è A x A xi
i V

( ) ( )�
�
� .

Ââåäåì ôóíêöèþ çàòðàò. Åñëè âî âðåìÿ t �N ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

� t tx� è ïðèíÿòî ðåøåíèå îá óïðàâëåíèè � t ta� , òî ñèñòåìà íåñåò ïîòåðè

r x at t( , ) � 0. Òîãäà ñðåäíèå îæèäàåìûå ðàñõîäû çà âðåìÿ Ò ïðè íà÷àëüíûõ çíà÷å-

íèÿõ �0 0� x è ñòðàòåãèè � ðàâíû:

Q x E
T

r E
T

r
T x

t t

t

T

x

t t

t

� � �� � � �( ) ( , ): ( , )0

0 0
0 0

1

1

1

1
�

�
�

�� �
�

T

� , (13)

ãäå E
x0

� — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëÿåìîìó

ïðîöåññó ( , )� � ïðè �0 � x 0 .

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè ñòðàòåãèþ �, êîòîðàÿ áóäåò ìèíè-
ìèçèðîâàòü ñðåäíèå îæèäàåìûå ðàñõîäû ïðè Ò ��:

R Q x
x T

T0

0� ��
��

lim sup ( ) . (14)

Ïóñòü �
�

�( ) infx R
LS x

P

0
0

�
�

— çíà÷åíèå, êîòîðîå äîñòèãàþòñÿ ïðè îïòèìàëüíîé

ñòðàòåãèè.

Îïðåäåëåíèå 15. Ñòðàòåãèÿ ��LS P (êëàññà äîïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ äåòåð-

ìèíèðîâàííûõ («÷èñòûõ») ñòðàòåãèé) íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè � �( )x R
x

0 �
0

äëÿ ëþáîãî x X0 � .

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ ( , )� � ñ ëîêàëüíî âçàèìîäåé-

ñòâóþùèìè ñèíõðîííûìè êîìïîíåíòàìè îòíîñèòåëüíî ãðàôà âçàèìîäåéñòâèÿ
� � ( , )V B ñ êîíå÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé X äëÿ � è êîíå÷íûì ïðîñòðàí-

ñòâîì óïðàâëåíèé À. Ïóñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé A t ( )� íå çàâèñÿò

îò t. Òîãäà â êëàññå LS P äîïóñòèìûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ëîêàëüíûõ ñòðàòåãèé
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü À — êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèÿ

F X A: 2� íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà 	 íà ( , )X X ñ

	( )X  0, ÷òî 	( ) ( | , ), , ( , )C Q C x a C X x a. � �/.
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Äàëåå ïðåäïîëîæèì ñëåäóþùåå:
1) ôóíêöèÿ r x a x a( , ), ( , )��, íåïðåðûâíà;
2) âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà Q x a x a( | , ), ( , )� ��, ñëàáî íåïðåðûâíà.

Òîãäà íà LS D ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ �. Ôóíêöèþ �: X A� ìîæ-
íî âûáðàòü èç êëàññà Áåðà 1.

3. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÈÊËÀÄÍÛÅ ÇÀÄÀ×È, ÌÎÄÅËÈÐÓÅÌÛÅ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ

3.1. Ìàðêîâñêèå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ êîíêóðèðóþùèìè òåõíîëîãè-
ÿìè [4, 7]. Ïóñòü � � ( , )V B — ëîêàëüíî êîíå÷íûé ãðàô ñî ìíîæåñòâîì âåð-

øèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð Â. Ìíîæåñòâî âåðøèí îçíà÷àåò ìíîæåñòâî îðãà-
íèçàöèé (èëè ôèðì), à ìíîæåñòâî ðåáåð — ìíîæåñòâî âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó

îðãàíèçàöèÿìè. Ïóñòü X x xi i i
n� { }1, ,� — ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ýëåìåíòîâ õi ,

ò.å. êàæäîé îðãàíèçàöèè i ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé. Â ÷àñòíîñòè, êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Õ ³ ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðè-
íÿòèþ ³-é ôèðìîé òîãî èëè èíîãî ñòàíäàðòà èëè òåõíîëîãèè. Ïóñòü

X X i
i V

�
�
� . Íà ( , )� Õ çàäàíî ñëó÷àéíîå ïîëå � èëè âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëþ �. Ïóñòü N k( ) — îêðåñòíîñòü òî÷êè k èëè ìíîæåñòâî ñî-
ñåäåé òî÷êè k, ò.å. ìíîæåñòâî îðãàíèçàöèé, ñâÿçàííûõ ðåáðàìè ñ k-é îðãàíèçàöè-
åé. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå x, ïðèíèìàåìîå k-é îðãàíèçàöèåé
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, çàâèñèò îò ðåøåíèé, ïðèíèìàåìûõ äðóãèìè îðãàíèçà-
öèÿìè â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìàðêîâîñòü â îïðåäåëåíèè 2 îçíà÷àåò,
÷òî ýòî ðåøåíèå çàâèñèò ëèøü îò ðåøåíèé â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè, ïðè-
íàäëåæàùèõ îêðåñòíîñòè N k( ) îðãàíèçàöèè k. Ýòî åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå,
êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ. Êîíå÷íî, ìîæíî ïðèâåñ-
òè ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ýòîé çàäà÷è, íàïðèìåð, ñ÷èòàÿ âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íåïðåðûâíûì, ðàñïðåäåëåí-
íûì ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó. Ýòà ìîäåëü ðàññìàòðèâàëàñü â [7], íî â äàííîé
ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ñëó÷àé äèñêðåòíîãî âðåìåíè.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî åñëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôèðìà ìîæåò èñïîëüçî-
âàòü ëèøü äâà ñòàíäàðòà èëè äâå òåõíîëîãèè, äàííóþ ìîäåëü óäîáíî îïèñàòü ñ
ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè Èçèíãà, øèðîêî èñïîëüçóåìîé è äîñòàòî÷íî
èçó÷åííîé â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå [8, 9]. Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìóëèðó-
åì îïðåäåëåíèå ìîäåëè Èçèíãà, à òàêæå íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû.

Îïðåäåëåíèå 16. Ðàññìîòðèì ãðàô � � ( , )V B . Âñÿêóþ ôóíêöèþ

� �V k k V� �{ }, , îïðåäåëåííóþ íà � è ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 01 , áóäåì íàçû-
âàòü êîíôèãóðàöèåé íà �. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

U hV V k

k V

k

k N kk V

( ) '

' ( )

� � 
 � ��� �
�

�

�
�

�

�

�
�

� ��
� �� ,

(15)

ÿâëÿþùóþñÿ ýíåðãèåé êîíôèãóðàöèè �V . Ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïðåäåëÿåìóþ
ñîîòíîøåíèåì (15), ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì V , ñîñòîÿùèì èç âñåõ ìîäè-
ôèêàöèé �V , è ýíåðãèåé êîíôèãóðàöèé, áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüþ Èçèíãà.

Ïîëîæèì âåðîÿòíîñòü êîíôèãóðàöèè �V ðàâíîé

P A UV k V V V( ) exp ( )� �� ��1 { }, (16)

ãäå ÀV — íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

PV V

V V

( )�
� �
� �


1 ,

ò.å. A U
V V V

V V

� �
�
� exp ( ){ }�

� 

.
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Ðàñïðåäåëåíèå (16) áóäåò ãèááñîâêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ìî-
äåëè Èçèíãà.

Òåïåðü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �V êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñîâ-

ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (16). Åñëè îáîçíà÷èòü � �~
V k�� , k V V V� .

~
,

~
, òî E

V
� ~

íàçûâàþò ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ (16). Äëÿ ëþáîãî
~

V V� îïðåäåëèì ñîâìåñòíîå

ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí { }� k k V,
~

� :

P Pk k k k k kn n n
{ } { }� � � � � �

1 1 1
, , , ,� �� � � ,

äëÿ
~

, ,V k kn� { }1 � , à { }� �k kn1
, ,� — ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà÷åíèé � ki

� 01 .

Èç [6] èìååì

P C Ek k

k

n V
V V

k

k

n

n i
{ }� � �

1

1

2 1

, ,
( )

� �
�

� �
� � ,

ãäå k — ÷èñëî çíà÷åíèé � ki
� �1 , à CV k

k V V
i

�
� �
� � .

Åñëè E k

k

n

�
�
�

1

íåèçâåñòíî, òî ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî íàéòè ñòàòèñòè÷åñêóþ

îöåíêó E
V

� ~ , à çàòåì îöåíèòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí �k , k n�1, ,� .

Äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä èìåþò ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè uk è ukj , ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìîäåëè Èçèíãà è âõîäÿùèå â âûðàæåíèå (12):

uk � 0, u y x k V N k I Vkj k j y xk j
� � � � �( , ) , , ( )
 1 1,

ò.å. ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè èìåþò âèä

q y X

y x

yx
u k N k
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j N k
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j N k
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�
,

ãäå yk , x j ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 01, à 
  0.

Ïðè ýòîì èìååòñÿ çíà÷åíèå 
 * òàêîå, ÷òî ïðè 
 
. *ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà èëè ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå [3].

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ïðîáëåìå íàõîæäåíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îáðàòèìîñòü öåïè Ìàðêîâà, à â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå ìàðêîâñêîãî ïîëÿ îïèñàííîãî âûøå âèäà çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ïðîöåäó-
ðó íàõîæäåíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â [6] ïðèâîäÿòñÿ ÿâ-
íûå ôîðìóëû äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâíûå âåðîÿò-

íîñòè q y x
k k N k

( / )
( )

îäèíàêîâû äëÿ âñåõ k è ñîñòîÿíèÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìåíÿþòñÿ íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Âàæíûì äëÿ
ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñà î âîçâðàòíîñòè èññëåäóåìîé öåïè
Ìàðêîâà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îáðàòèìîñòè öåïè Ìàðêîâà âîïðîñ î âîçâðàòíîñòè
÷àñòî ðåøàåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ öåïüþ Ìàðêîâà áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû, äëÿ
êîòîðîé âîïðîñ î âîçâðàòíîñòè óæå ðåøåí. Òàê, èññëåäóÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå
íà äâóìåðíîé ðåøåòêå, ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ î âîçâðàòíîñòè èíòåðå-
ñóþùåé íàñ öåïè Ìàðêîâà. À öåïè Ìàðêîâà íà ãðàôå, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, íà-
ãëÿäíî îïèñûâàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âûáîðîì ðåøåíèé êîíêóðèðóþùèìè
ôèðìàìè, èìåþùèìè íåñêîëüêî òåõíîëîãèé âûïóñêà ïðîäóêöèè (ïîäðîáíîå îá-
ñóæäåíèå ñì. â [3, 6]).

Îñòàíîâèìñÿ äåòàëüíî íà íåêîòîðûõ âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé âûáîðà
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ôèðì ñ êîíêóðèðóþùèìè
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òåõíîëîãèÿìè, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå áóäåì
ñ÷èòàòü íàéäåííûìè [4, 10].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-ÿ ôèðìà èìååò ïðîäóêöèþ äâóõ âèäîâ, è ïóñòü rij — ïî-
òåðè îò ïðîäàæè j-é ïðîäóêöèè i-é ôèðìîé çà îäèí ïåðèîä âðåìåíè. Ïóñòü f ij —
ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè, îçíà÷àþùèå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî i-ÿ ôèðìà ïðèìåò ðå-
øåíèå âûïóñòèòü íà ðûíîê ïðîäóêöèþ j-ãî òèïà, j �1 2, . Òîãäà ñðåäíèå ïîòåðè
i-é ôèðìû çà îäèí ïåðèîä îïðåäåëÿþòñÿ

E f r f rri i i i i� �1 1 2 2 . (17)

Ìîæíî ïîêàçàòü, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà, ÷òî âåëè÷èíà
(17) ðàâíà ñðåäíèì ïîòåðÿì â åäèíèöó âðåìåíè ñèñòåìû, ôóíêöèîíèðóþùåé â
ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Î÷åâèäíî, ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè f ij çàâèñÿò îò ïåðå-
õîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà, à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, îò ñòðà-
òåãèè, ïðèìåíÿåìîé òîé èëè èíîé ôèðìîé. Â ÷àñòíîñòè, ýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü,
îïèñûâàþùàÿ êîíêóðåíöèþ íåñêîëüêèõ ôèðì, äîâîëüíî àäåêâàòíî ìîæåò áûòü
îïèñàíà ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ Èçèíãà, â êîòîðîé ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çà-
âèñÿò îò ïàðàìåòðà 
. Ñëåäîâàòåëüíî, Eri òàêæå áóäåò çàâèñåòü îò 
. Êàê îòìå÷à-

ëîñü âûøå, ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè 
 
. *, ãäå 
 * — íå-

êîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå îäíîçíà÷íî äëÿ ìîäåëè Èçèíãà. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû âûáðàòü îïòèìàëüíóþ ïîëèòèêó äëÿ i-é ôèðìû, íåîáõî-
äèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè: íàéòè

min Eri ïðè îãðàíè÷åíèè 0 . .
 
 * .

Âûøå ïðèâåäåí ïðèìåð, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü îïè-

ñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ Èçèíãà è âûáîð îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ñâîäèò-

ñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íî ìîæíî ïîñòàâèòü è áî-

ëåå îáùóþ çàäà÷ó. Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî i-ÿ ôèðìà âûïóñêàåò

ïðîäóêöèþ äâóõ âèäîâ, ò. å. õi � �{ }1 1, , è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå, ïðè-

íèìàåìîå åþ, çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòåìû è ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ â ïðåäûäó-

ùèé ìîìåíò âðåìåíè. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ i-é ôèðìû çàäàíî ìíîæåñòâî

óïðàâëåíèé Ai , êîòîðîå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûì îò âðåìåíè.

Íàïðèìåð, ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàøà ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé

ìîäåëüþ Èçèíãà, íî íå èçâåñòåí ïàðàìåòð 
, õàðàêòåðèçóþùèé ýòó ìîäåëü. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé Ai ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê Ai � { }
 
1 2, .

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåõîäíîé âå-

ðîÿòíîñòüþ, îòâå÷àþùåé òî÷êå 
1 èëè 
 2 . Åñëè çàäàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë èëè

ôóíêöèÿ ïîòåðü, çàâèñÿùàÿ îò ìíîæåñòâà Ai , òî çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå òàêîãî

óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

3.2. Ãèááñîâñêèå ïîëÿ â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ. Â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ
îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìîäåëèðîâàíèè
íåèçâåñòíûõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Ýòî ñâÿçàíî ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíîãî âèäà, çàâèñÿùåé îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì
çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå
[11] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü ðàñïîçíàâàåìîãî îáúåêòà, êîòîðûé õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: íàáëþäàåìûì ïàðàìåòðîì — ïðèçíàêîì îáú-
åêòà è ñêðûòûì ïàðàìåòðîì — ñîñòîÿíèåì îáúåêòà. Òåì èëè èíûì îáðàçîì çàäà-
íà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, è íà îñíîâàíèè ýòîãî òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ ðàñïîçíàâàíèÿ, êîòîðàÿ ïî èçâåñòíîìó íàáëþäåíèþ ïðèíè-
ìàåò ðàçóìíîå ðåøåíèå î ñêðûòîì ñîñòîÿíèè, â êîòîðîì ïðåáûâàåò îáúåêò.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîÿò â ïîñòðîåíèè åäèíîé ìîäåëè,
îáúåäèíÿþùåé âñå ïàðàìåòðû îáúåêòà — êàê íàáëþäàåìûå, òàê è ñêðûòûå,
è èìåííî â êà÷åñòâå òàêèõ ìîäåëåé øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ãèááñîâñêèå ñëó÷àé-
íûå ïîëÿ. Êðèòè÷åñêèì â ýòèõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ãèá-
áñîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáû÷íî äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà ýíòðîïèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó â êà÷åñòâå èñêîìîãî ãèááñîâñêîãî ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ âûáèðàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå áûëî áû íàñòîëüêî
íåèíôîðìàòèâíûì, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ ÷àñòè÷íîé èí-
ôîðìàöèè. Òàêîé ïîäõîä îáùåïðèíÿòûé â ñòàòèñòèêå, îäíàêî íå åäèíñòâåííûé.
Ìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê âûáîðó ãèááñîâñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Â îñíîâå åãî ëåæèò ôàêò, ÷òî â êà÷åñòâå «èñòèííîãî» ãèááñîâñêîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíî ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå èìåþùåé-
ñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå èëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
âåðîÿòíîñòåé íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî îáúåêòà. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòàõ [12, 13]:
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, (18)

ãäå � — ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà, êîòîðûé òðåáóåòñÿ îöåíèòü; � îáîçíà-

÷àåò êëèêó, ��;  — ìíîæåñòâî êëèê;
~
k � — ÷àñòè÷íîå îïèñàíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå êëèêå �; ôóíêöèè V� (ãèááñîâñêèå ïîòåíöèàëû) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè-
÷åíèþ

|
~

|V k� � 1 � . (19)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà, íåîáõîäèìî
îöåíèòü ïàðàìåòð �. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé, áàçèðóþòñÿ íà äâóõ îñíîâíûõ ïîäõîäàõ: ìå-
òîäàõ êëàññè÷åñêîé âûáîðî÷íîé òåîðèè è ïðîöåäóðàõ áàéåñîâñêîãî îöåíèâàíèÿ.
Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå óäîâëåòâîðèòåëüíîé îöåíêè â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè.
Îäíàêî âûáîðî÷íûå ìåòîäû íå ïðèãîäíû äëÿ îáðàáîòêè ìàëûõ âûáîðîê, ñ êîòî-
ðûìè ïðèõîäèòñÿ ÷àñòî èìåòü äåëî â çàäà÷àõ îáðàçíîãî ìûøëåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå
â òàêèõ ñëó÷àÿõ êëàññè÷åñêèõ âûáîðî÷íûõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê íåòî÷íîñòè îöåíè-
âàíèÿ è ñíèæåíèÿ ñòåïåíè äîâåðèÿ ê ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì. Îäèí èç ñïîñîáîâ
ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû ìàëûõ âûáîðîê ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè íå òîëüêî èíôîð-
ìàöèè, îòíîñÿùåéñÿ ê êîíêðåòíîìó îáúåêòó èññëåäîâàíèÿ, íî è ê àíàëèçó äîïîë-
íèòåëüíîé èíôîðìàöèè èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Ê ñîæàëåíèþ, êëàññè÷åñêèå ìå-
òîäû íå ìîãóò îäíîâðåìåííî èñïîëüçîâàòü òåêóùóþ è äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìà-
öèþ ïðè ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ.

Â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ âûáîðî÷íîé òåîðèè áàéåñîâñêèé ïîäõîä äîïóñêàåò åñ-
òåñòâåííîå îáúåäèíåíèå äàííûõ èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Â [14, 15] ïðåäëîæåíû íîâûå ïîäõîäû áàéåñîâñêîãî
îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü êîòîðûõ çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì èçâåñòíûì àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íåèçâåñ-
òíîãî ïàðàìåòðà, ñ÷èòàåì, ÷òî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèíàäëåæèò íåêîòîðî-
ìó êëàññó ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íèæíèõ è
âåðõíèõ ãðàíèö äëÿ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê, ÷òî âåñüìà íåïðîñòàÿ, à ÷àñòî è òðóäíî-
ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à. Òåì íå ìåíåå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ àïðè-
îðíûõ ðàñïðåäåëåíèé åå ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è ïîëó÷èòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èç-
âåñòíûå â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà
ðàñïðåäåëåíèè Ãèááñà, îñòàþòñÿ ïî÷òè íå èññëåäîâàííûìè â èíôîðìàöèîííûõ
ïðèëîæåíèÿõ. Äîñòîèíñòâîì ãèááñîâñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ó÷åòà ëî-
êàëüíûõ ñâÿçåé îò÷åòîâ ñèãíàëà ïðè çàïèñè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûáî-
ðî÷íîãî âåêòîðà, âîçìîæíîñòü ëîêàëüíîãî çàäàíèÿ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå êëèê è ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî òðàäèöè-
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îííîå îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå îäíîìåðíûõ ðàñïðå-

äåëåíèé, ñïåêòðàëüíî-êîððåëÿöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê, ìîìåíòîâ è ò.ä., êîòîðûå

íå âõîäÿò â ãèááñîâñêîå îïèñàíèå â ÿâíîì âèäå. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óñòàíîâ-

ëåíèå ñâÿçåé ìåæäó ãèááñîâñêèì è òðàäèöèîííûìè ìàðêîâñêèìè îïèñàíèÿìè

ñèãíàëîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñî÷åòàòü äîñòîèíñòâà ãèááñîâñêîãî è òðàäèöèîí-

íîãî îïèñàíèé ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿåò äðóãîé ïîäõîä äëÿ îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ãèááñîâñêèõ ìîäå-

ëåé, ñîñòîÿùèé â ðàññìîòðåíèè ðåêóððåíòíûõ ìåòîäîâ ãåíåðèðîâàíèÿ è îáðàáîò-

êè, õîðîøî ðàçâèòûõ â òðàäèöèîííîé òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îòñóòñòâóåò â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå, òàê êàê

â îáùåì ñëó÷àå òðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ìàðãèíàëüíûõ (îäíîìåðíûõ)

ãèááñîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ñïîñîáîì îáðàáîòêè ãèááñîâ-

ñêèõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû, äîñòàòî÷íî ïîëíî

èçó÷åííûå â òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, è âàæíûì îñòàåòñÿ âîïðîñ

óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ãèááñîâñêèìè è òðàäèöèîííûìè ìåòîäàìè îïèñàíèÿ

ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ñî÷åòàòü

ïðîñòîòó çàäàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ãèááñîâñêèõ ìîäåëåé ñ âîçìîæíîñòüþ ïî-

ñòðîåíèÿ ðåêóððåíòíûõ àëãîðèòìîâ ãåíåðèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, õàðàê-

òåðíûõ äëÿ òðàäèöèîííîãî îïèñàíèÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.

3.3 Ìàðêîâñêèå ïîëÿ â ñîöèîëîãèè. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü

îöåíèâàíèÿ îáùåñòâåííîãî ìíåíèÿ è ñôîðìóëèðóåì âîçìîæíûå ïðîáëåìû â êà-

òåãîðèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé âûøå ìîäåëè. Ïðåæäå âñåãî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì

îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî îïèñàòü ïðÿìûå ñâÿçè ìåæäó ïðåäïî÷òåíèÿìè

ðàçíûõ ãðóïï è âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé ÿâ-

ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìîäåëèðîâàíèè âîçíèêàþùèõ ñî-

öèîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ ïîìîùüþ îïèñàííûõ âûøå ñëó÷àéíûõ ïîëåé íà êîíå÷-

íûõ ãðàôàõ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêèå ïîëÿ äîñòàòî÷íî óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ

ïðè ðåøåíèè ðàçíîîáðàçíûõ, ñëîæíûõ äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïðîáëåì. Ïðèìåðû èñ-

ïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ïîëåé â ñîöèîëîãèè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [16, 17], íåêîòî-

ðûå èç íèõ ïðèâåäåíû íèæå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íàñåëåíèå ñòðàíû ìîæíî îïè-

ñàòü íåêîòîðûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ y y y ym� ( , , , )1 2 � , êàæäàÿ êîìïîíåíòà êî-

òîðîãî ìîæåò áûòü êàê íåïðåðûâíîé (âîçðàñò, óðîâåíü äîõîäîâ), òàê

è äèñêðåòíîé (íàöèîíàëüíîñòü, ïîëèòè÷åñêèå âçãëÿäû, ñïåöèàëüíîñòü è ò.ï.). Áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü çíà÷åíèé íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí äåëèòñÿ íà êîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ãðàæäàíå ñ õàðàêòåðèñòèêàìè èç îä-

íîãî èíòåðâàëà âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. Íàïðèìåð, ñ ó÷åòîì âîçðàñòà ìîæíî âûäå-

ëèòü òàêèå ãðóïïû íàñåëåíèÿ: äåòè, ìîëîäåæü, ïðåäñòàâèòåëè ñòàðøåãî âîçðàñòà

è ò.ï. Òàêèì îáðàçîì, ïîäðàçäåëÿåì íàñåëåíèå íà N ãðóïï, êîòîðûå õàðàêòåðèçó-

þòñÿ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ó.

Åñòåñòâåííî, ÷òî ðåàêöèÿ íà ïîëèòèêó âëèÿíèÿ ðàçíûõ ïðåäñòàâèòåëåé îá-

ùåñòâà ðàçíàÿ è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò îòêðîâåííî âðàæäåáíîé äî îäîáðèòåëüíîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåàêöèþ îáùåñòâà ìîæíî ðàçäåëèòü íà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ Ì . Òîãäà ïðåäïî÷òåíèÿ îòäåëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ íåêîòî-

ðîé ñîöèàëüíîé ãðóïïû ìîãóò áûòü îïèñàíû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé , êîòîðàÿ

ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 1 äî Ì . Â òàêîì ñëó÷àå ïðåäïî÷òåíèÿ âñåãî íàñåëåíèÿ

õàðàêòåðèçèðóþòñÿ âåêòîðîì   � ( , , )1 � N . Çíà÷åíèÿ z ýòîãî âåêòîðà ïðèíèìà-

þò ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïðåäïî÷òåíèé Z. Âçãëÿäû

ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, ò.å  � t , è çàâèñåòü îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðà y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p j
it — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðåäñòàâèòåëü ³-é ãðóïïû

â ìîìåíò âðåìåíè t çàíèìàåò ïîçèöèþ j, ò.å.

p P jj
it

i
t� �( ) è p j

it

j

M

�
� �

1

1 , p j
it � 0.
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Ëèöî, èñïîëüçóþùåå íåêîòîðóþ ïîëèòèêó, ñòàðàåòñÿ äîñòè÷ü óñïåõà,
ïðèìåíÿÿ ëþáîé èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âëèÿíèÿ íà îáùåñòâåííîñòü. Ìîæíî
âêëàäûâàòü äåíüãè â ðåêëàìó, àêöåíòèðóÿ âíèìàíèå íà íåîòúåìëåìûõ õàðàêòå-
ðèñòèêàõ ïîëèòèêè (íàïðèìåð, âûáðîñû âðåäíûõ âåùåñòâ â êîíòåêñòå îõðàíû
îêðóæàþùåé ñðåäû). Â ëþáîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîëèòèêà âîçäåéñòâèÿ èëè

ïîëèòèêà óïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ x x xt t
n
t� ( , , )

1
� , êî-

òîðûé èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ñòîèìîñòü òàêèõ ìåðîïðèÿòèé â ìîìåíò âðåìåíè t

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñòîèìîñòè f x t( ), ãäå x t — çíà÷åíèå âåêòîðà x â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè.

Ïðåäïî÷òåíèÿ èçìåíÿþòñÿ ïîä âëèÿíèåì îáùåñòâåííûõ âçãëÿäîâ è öåííîñ-
òåé êîíêðåòíîé ñîöèàëüíîé ãðóïïû è íåêîòîðûõ ñîñåäíèõ ãðóïï, à òàêæå ïðåä-
ëîæåííîé ïîëèòèêè âëèÿíèÿ íà îáùåñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N i( ) — ìíîæåñòâî
òåõ ãðóïï, öåííîñòè êîòîðûõ êðèòè÷åñêèå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ âçãëÿäîâ ãðóïïû i,
è z N i( ) — âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïî÷òåíèé.

Îïðåäåëèì ïðåäïî÷òåíèå ïðåäñòàâèòåëÿ ³-é ãðóïïû ÷åðåç óñëîâíûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ H z z xi
i N i

t( | ; )( ) , êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû íà îñíîâå ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñîöèîëîãè÷åñêèõ îïðîñîâ: êàêèì áóäåò âàøå ïðåäïî÷òåíèå (îò 1 äî
Ì ), åñëè èçâåñòíû ìíåíèÿ ñîñåäíèõ ãðóïï z N i( ) è âíåøíèå ïàðàìåòðû
x x xn� ( , , )1 � ? Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåò äèíàìèêó èçìåíåíèé ïðåäïî÷-
òåíèé êîíêðåòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ:

p H z z x P zj
i t i

i
t

i N i
t

N i
t

N i
t

N ii

,
( ) ( ) ( ) (( | ; ) (� � � �� �  1 1

) )

( )z ZN i �
� . (20)

Âçãëÿäû ãðóïï èç N i � 	{ } îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü ïðåäñòàâèòåëÿìè ýòîé ãðóï-
ïû è íå ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ äðóãèõ ãðóïï, õîòÿ ñàìè ìîãóò âëèÿòü íà îñòàëü-

íûå. Äëÿ òàêèõ ãðóïï óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå H i ( )� ïðåîáðàçóåì â áåçóñëîâíîå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëèòü äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ óðàâíåíèåì (20), íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü

íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäïî÷òåíèé P i
t( ) äëÿ t � 0.

Óðàâíåíèå (20) âìåñòå ñ äàííûìè äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïîçâîëÿ-

þò ðàññ÷èòàòü p j
it äëÿ ëþáîãî t � 0. Êîíå÷íî, ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü ïðåäëîæåííîé

ñèñòåìû, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé âèä ôîðìóëû äëÿ

ðàñ÷åòà p j
it êàê ôóíêöèè îò ðåãóëÿòîðà õ. Ñóùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî âèäà

äëÿ âñåõ p j
it îáåñïå÷èëî áû äîâîëüíî ïðîñòîé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ àíàëèçà òàêèõ

ìîäåëåé.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû [17], âîçíèêàþ-
ùèå ïðè ðåøåíèè îïèñàííûõ âûøå ñîöèîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ïðè ýòîì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî äåéñòâóåò îãðàíè÷åíèå ïî âðåìåíè â l âðåìåííûõ ïåðèîäîâ.

Ïðîáëåìà 1. Îöåíêà ñòðàòåãèé. Ó÷èòûâàÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

H z z x H z z xi
i
t

i N i
t

V
t i

i Ni i
( | ; ) ( | ; )

( )
 � � ��1 äëÿ è N� 21, , è âåêòîð âîçäåéñòâèÿ

x t äëÿ ïåðèîäîâ t l� 2 �0 1 1, , , , íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ P i
l( ) äëÿ è N� 21, , äëÿ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí  i
l , ò.å. îöåíèòü îáùåñòâåííóþ ìûñëü â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè l.

Ñëåäóÿ [17], ïðîáëåìó èíòåðïðåòàöèè ðåàêöèè íàñåëåíèÿ ñôîðìóëèðóåì,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî âçãëÿäû íåèññëåäîâàííûõ ãðóïï âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåäïî÷òåíèÿ

óæå èññëåäîâàííûõ. Îáîçíà÷èì VE ìíîæåñòâî èññëåäóåìûõ ãðóïï. Òîãäà ñëåäó-

þùàÿ ïðîáëåìà ïðèìåò òàêîé âèä.
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Ïðîáëåìà 2. Èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ó÷èòûâàÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëå-

íèå H z z xi
i Vi

( | ; ) äëÿ i N� 21, , , âåêòîð âëèÿíèÿ x t è ðàñïðåäåëåíèÿ P i
t( ) ,

i VE� , äëÿ âñåõ u N� 21, , íóæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå P i
t( ) äëÿ i V VE� � .

Â êîíòåêñòå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ïîäâåðæåííîñòü îáùåñòâåííîãî ìíåíèÿ

ôàêòîðàì óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ P ( )� ïî ïàðà-

ìåòðàì óïðàâëåíèÿ õ. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 3. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ó÷èòûâàÿ óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

H z z xi
i Vi

( | ; ) äëÿ è N� 21, , è âåêòîð âëèÿíèÿ x t äëÿ ïåðèîäîâ t l� 2 �0 1 1, , , ,

íóæíî îöåíèòü ïðîèçâîäíûå P i
l( ) äëÿ âñåõ è N� 21, , êàê ôóíêöèè îò õ õ l0 , ,2 .

Äëÿ âòîðîé è òðåòüåé ïðîáëåì ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç

ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, êîòîðûé îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè îïèñûâàþòñÿ ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ áàçèðó-

åòñÿ íà âåêòîðå ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ    � ( , , , , )1 � �i N , è äëÿ êàæäîãî ïà-

ðàìåòðà  i íàáîð èíäåêñîâ N i( ) âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýëåìåíòû âåê-

òîðà { } i i Vi� áûëè èäåíòèôèöèðîâàíû êàê «ïðè÷èííûå èñòî÷íèêè» äëÿ  i . Òàêîé

âûáîð âîçìîæåí ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èëè ÷åðåç îïðå-

äåëåíèå «ïðè÷èííûìè èñòî÷íèêàìè» êîìïîíåíòîâ, íàèáîëåå ñòàòèñòè÷åñêè êîð-

ðåëèðîâàííûõ ñ  i .

2. Óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ H i
i N i( | )( )  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ

êëàññè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ. Ó÷èòûâàÿ áîëåå îáùèå ïðåäïîëî-

æåíèÿ, òàêèå óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûìè ñâÿçÿ-

ìè îïðåäåëÿþò ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå H ( ) .

Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåáîëüøèõ ïîäìíîæåñòâ áîëåå îáùåé ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àé-

íûõ ïàðàìåòðîâ , ÷òî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò òî÷íîñòü êîíå÷íîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðûå áóäåì îïèðàòü-

ñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè.

Ïóñòü � � ( , )V Â — ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèíV è ñîâîêóïíîñòüþ ðåáåð Â.

Áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí  � �{ }v v V, ïðîèíäåêñèðîâàí-

íûì ñîãëàñíî âåðøèíàì V è îïðåäåëåííûì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

( , , ) J P . Îîáîçíà÷èì W ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî V è

 W v v W� �{ } ,

ò.å. W — âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðîèíäåêñèðîâàíû ýëåìåíòàìè W.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô � ñîãëàñîâûâàåòñÿ ñ , à âåðøèíà v — ñ êîìïîíåíòîì

 v âåêòîðà . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî  v è W óñëîâíî íåçàâèñèìûå â ñìûñëå

îïðåäåëåíèÿ

P Pv W c v v c v( | ) ( | )( ) ( )   � � .

Åñëè HV ( ) — îáùåå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà , òî èç ïðåäëîæåííîãî

îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

H H
V v v N v

v V

( ) ( | )( )  �
�
� ,

ãäå H v v N v( | )( )  — ôóíêöèÿ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  v ïðè óñëîâèè  N v( ) .

Îïðåäåëèì ýëåìåíò óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé îòîæäåñòâèì ñ âåêòîðîì õ. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ x îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå X n�R .
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Äëÿ ïðåäëîæåííîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû  è âåêòîðà óïðàâëåíèÿ x

îïðåäåëèì ôóíêöèþ f x( , ) , êîòîðàÿ áóäåò ìåðîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè äàííîé

ñèñòåìû, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå áàéåñîâñêîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè

óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ H v ( )� òàêæå çàâèñÿò îò óïðàâëåíèÿ

H H xv v v c v( ) ( , | )( )� �   . (21)

Èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ x X� âëèÿåò íà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ãðóïïàìè è ÿâëÿåò-

ñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

óïðàâëåíèå u çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí  è óïðàâëåíèé â ïðåäûäóùèå ìî-

ìåíòû âðåìåíè. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ f x( , ) , íåòðóäíî ïîñòðîèòü òîò èëè èíîé

êðèòåðèé êà÷åñòâà è ñâåñòè ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ê íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óïðàâëÿåìîãî ñëó÷àéíîãî ìàðêîâñêîãî ïðî-

öåññà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.

3.4. Ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàòàñòðîô. Îöåíêà ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ òðåáîâàíèé C t x wi i i( , , ) â ñëó÷àå ñòàíäàðòíûõ íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ âîçìîæíà

íà îñíîâå äîñòàòî÷íî îáúåìíîé ñòàòèñòèêè. Îäíàêî äëÿ êàòàñòðîôè÷åñêèõ ðèñ-

êîâ òàêîé áîãàòîé ñòàòèñòèêè íåò, ê òîìó æå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü ôàêòîð âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà. Óäîáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ

äëÿ îïèñàíèÿ êàòàñòðîô ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, çàäàí-

íîãî íà ãðàôå ( , )V U ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V K� 2{ }1 2, , , è ìíîæåñòâîì äóã

U i j� { }( , ) . Äëÿ êàæäîé âåðøèíû îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòü N k j k j U( ) :( , )� �{ }.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçðóøåíèÿ â âåðøèíå k áóäóò ãåíåðèðîâàòü ðàçðóøåíèÿ

â îêðåñòíîñòè N k( ). Åñëè ââåñòè ïîíÿòèå ìàðêîâîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàñïðå-

äåëåíèå ïîòåðü â òî÷êå k çàâèñèò ëèøü îò ïîòåðü â îêðåñòíîñòè N k( ), òî ïîäîá-

íàÿ ìîäåëü ïðè âåñüìà îáùèõ óñëîâèÿõ îïèñûâàåòñÿ ãèááñîâêèì ñëó÷àéíûì

ïîëåì è ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíûì ìåòîäàì ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ãèááñîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Áîëåå äåòàëüíî ýòî ïîêàçàíî â [4, 18, 19].

Â ðàáîòàõ [4, 19] ðàññìîòðåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òàêèìè ïîëÿìè, äîêàçàíî ñó-

ùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ ìàðêîâñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé äëÿ ôóíêöèé

ðèñêà îáùåãî âèäà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè èññëåäîâàíèÿ ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî ïðè-

ìåíÿòüñÿ ê îïèñàííûì âûøå çàäà÷àì îöåíêè ðèñêà äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ ìîäå-

ëåé ôèíàíñîâîé è ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè.

3.5. Ìàðêîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿ â áèîëîãèè. Äëÿ òàêèõ ñëîæíûõ áèîëî-

ãè÷åñêèõ ñèñòåì, êàê, íàïðèìåð, öåëûé îðãàíèçì, õàðàêòåðíà ñòðóêòóðà, äîïóñ-

êàþùàÿ â íèõ ñóùåñòâîâàíèå îòäåëüíûõ îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì.

Äëÿ êàæäîé òàêîé ïîäñèñòåìû ñîâîêóïíîñòü âñåõ îñòàëüíûõ ïîäñèñòåì îáðàçóåò

ñâîåãî ðîäà «âíåøíþþ ñðåäó», â êîòîðîé ýòà ïîäñèñòåìà ñóùåñòâóåò. Ôóíêöèî-

íèðîâàíèå òàêîé ñîñòàâíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíî ïî «öåíòðàëèçî-

âàííîìó» ïðèíöèïó — êàæäîé ïîäñèñòåìå ïðèïèñûâàåòñÿ îïðåäåëåííîå ïîâåäå-

íèå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêîå óïðàâëåíèå ñëîæíûìè ñèñòåìàìè íåýôôåêòèâíî.

Áîëåå öåëåñîîáðàçíà äðóãàÿ ñõåìà, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ñõåìîé íåèíäèâèäóà-

ëèçèðîâàííîãî ëîêàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîäñèñòå-

ìû «ñâåðõó» óñòàíàâëèâàþòñÿ ëèøü íåêîòîðûå îáùèå «ïðàâèëà âçàèìîäå-

éñòâèÿ», à â îñòàëüíîì îíà ôóíêöèîíèðóåò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé ñîáñòâåííîé

ñòðóêòóðîé è ïðàâèëàìè òàê, ÷òîáû åå âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíåé ñðåäîé è äðó-

ãèìè ïîäñèñòåìàìè áûëî â íåêîòîðîì ñìûñëå îïòèìàëüíûì. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ

ðàçâèëè È.Ì. Ãåëüôàíä è Ì.Ë. Öåòëèí [20, 21]. Îíè ñôîðìóëèðîâàëè òàê íàçûâà-

åìûé ïðèíöèï íàèìåíüøåãî âçàèìîäåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íûé èçâåñòíûì â ìåõàíè-

êå âàðèàöèîííûì ïðèíöèïàì. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó êàæäàÿ ïîäñèñòåìà

â æèâîì îðãàíèçìå ôóíêöèîíèðóåò òàê, ÷òîáû åå âçàèìîäåéñòâèå ñî âñåé ñèñòå-
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ìîé è ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé áûëî âîçìîæíî ìåíüøèì. Òåì ñàìûì çàäàåòñÿ íå-

êîòîðîå óíèâåðñàëüíîå ïðàâèëî ïîâåäåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîäñèñòåì.

È.È. Ïÿòåöêèé–Øàïèðî è åãî ñîàâòîðû ðàññìîòðåëè âîïðîñ î òîì, êàê êëå-

òî÷íûé êîëëåêòèâ ìîæåò ïðèíèìàòü îïðåäåëåííóþ ôîðìó ïîä âëèÿíèåì ëîêàëü-

íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè êëåòêàìè [22]. Áûëè ðàññìîòðåíû äâå çà-

äà÷è òàêîãî òèïà: âûñòðàèâàíèå êëåòîê ïî ïðÿìîé è îêðóæåíèå íåêîòîðîé îáëàñ-

òè íà ïëîñêîñòè. Êëåòêè ñîåäèíÿëèñü ëîìàíîé ëèíèåé, è êàæäîé âåðøèíå ýòîé

ëîìàíîé çàäàâàëîñü îïðåäåëåííîå ïðàâèëî äâèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæå-

íèÿ äâóõ (èëè áîëåå) ñîñåäíèõ âåðøèí. Ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ñèñòåì ïîêàçàëî,

÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðàâèëà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ è ìíîãî ðàçíûõ íà÷àëü-

íûõ ïîëîæåíèé, ïðè êîòîðûõ êëåòî÷íûé àíñàìáëü äîñòèãàåò ÷åðåç íåêîòîðîå

âðåìÿ æåëàåìîãî ðàñïîëîæåíèÿ — âûñòðàèâàåòñÿ âäîëü ïðÿìîé èëè â çàäàííóþ

îáëàñòü.

Íåêîòîðûå äðóãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîñïðîèçâåäåíèåì êîëëåêòèâîì àâòî-

ìàòîâ òåõ èëè èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì, ðàññìîòðåíû â êíèãå Ì. Àïòåðà [23].

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àâòîìàòàìè áûëî óñòðîåíî òàê, ÷òî íà êàæäûé àâòî-

ìàò âëèÿëè ëèøü áëèæàéøèå àâòîìàòû, à íå âñå àâòîìàòû, âõîäÿùèå â äàííûé

êîëëåêòèâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äàííûì ðåàëüíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ,

ñîãëàñíî êîòîðûì â íåáîëüøèõ èçîëèðîâàííûõ ó÷àñòêàõ òêàíåé ýìáðèîíà íà-

áëþäàþòñÿ òå æå äâèæåíèÿ êëåòîê, ÷òî è â öåëîì ýìáðèîíå.

Çàìåòèì, ÷òî èçâåñòíàÿ ìîäåëü À.Ã. Ãóðâè÷à [24] î ôîðìîîáðàçîâàíèè

áèîëîãè÷åñêîãî ïîëÿ òîæå ïî ñóòè ñâÿçàíà ñ èäååé ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, À. Ãóðâè÷ ñ÷èòàë, ÷òî ïîëå êàæäîé êëåòêè äîñòàòî÷íî áûñòðî

îñëàáåâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåå, à ýòî çíà÷èò, ÷òî â îñíîâíîì íà êàæäóþ

êëåòêó äåéñòâóþò ëèøü åå áëèæàéøèå ñîñåäè (ìîäåëü Ãóðâè÷à ôàêòè÷åñêè ÿâëÿ-

åòñÿ ìîäåëüþ ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ðàííèõ ñòàäèé ðàçâèòèÿ, ïîêà èõ

÷èñëî íåâåëèêî; ïðè áîëüøèõ êëåòî÷íûõ êîëëåêòèâàõ â ýòîé ìîäåëè íà äàííóþ

êëåòêó ìîãóò âëèÿòü è äîñòàòî÷íî óäàëåííûå îò íåå êëåòêè, òàê êàê ïîëÿ ñóììè-

ðóþòñÿ). Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ àïïà-

ðàòà ñëó÷àéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, à èññëåäî-

âàíèå àêòóàëüíûõ ïðîáëåì â áèîëîãèè ïîñëóæèëî ìîùíûì òîë÷êîì äëÿ ñîçäà-

íèÿ è ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè.
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