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â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f x F( ) � (F — íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé), � — ïðîèç-

âîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ( | | ( )� �
 �2 b a ).

Ïóñòü èíôîðìàöèÿ îá f x( ) çàäàíà N çíà÷åíèÿìè â óçëîâûõ òî÷êàõ { }xi
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1� �� ( ) ; � i õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü çà-

äàíèÿ f x fi i( ) � : |
~

| ,f fi i i� � � i N� �0 1, . Åñëè ïàðàìåòð � — áîëüøîå ÷èñëî, òî

ôóíêöèè e i x� � , sin �x , cos �x áûñòðî îñöèëëèðóþò.

Èíòåãðàëû (1) èìåþò øèðîêèé ñïåêòð ïðèëîæåíèé: çàäà÷è öèôðîâîé îáðà-

áîòêè ñèãíàëîâ, òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,

ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè, èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, ìîäåëèðîâàíèÿ îïòè-

÷åñêèõ ñèñòåì è ñèíòåçèðîâàííûõ ãîëîãðàìì, ìåäèöèíñêîé ýëåêòðîíèêè, ãèäðî-

ëîãèè, áåñêîíòàêòíîãî îñìîòðà áàãàæà, êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè è äð. Ïðèáëè-

æåííîå âû÷èñëåíèå I ( )� äëÿ f x( ) èç íåêîòîðûõ êëàññîâ è àíàëèç êà÷åñòâà ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè çàäà÷àìè âû÷èñëè-

òåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ïîýòîìó çàòðàòû íà ïîñòðîåíèå êà÷åñòâåííûõ

àëãîðèòìîâ èõ âû÷èñëåíèÿ îïðàâäàíû.

Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (1), ïîçâîëÿþùàÿ ðåøèòü èññëåäóå-

ìóþ çàäà÷ó, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè è (èëè)

áëèçêèõ ê íèì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (1) äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ

ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåòî÷íîãî èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòî-

ðà ïðîåêöèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, òåõíîëîãèþ òåñòèðîâàíèÿ èçâåñòíûõ è ïðåä-

ëîæåííûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ I ( )� ñ öåëüþ àíàëèçà êà÷åñòâà è îïðåäåëåíèÿ îá-

ëàñòåé èõ äèôôåðåíöèðîâàííîãî ïîâåäåíèÿ, îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ çàäàííîå êà÷åñòâî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è [1–8]. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû áàçèðóþòñÿ íà òåîðèè âû÷èñëåíèé, òåî-

ðèè îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ, òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâàõ è ïðàêòè÷åñêèõ àñïåêòàõ

òåñòèðîâàíèÿ êà÷åñòâà ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ — ïðîãðàìì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)

ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà, à òàêæå íà êîìïüþòåðíîé òåõíî-

ëîãèè ïîñòðîåíèÿ T-ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ �-ðåøåíèé çàäà÷ âû-

÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè [9].
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ÎÁÙÈÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß

Êîìïëåêñíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1) îñíîâàí íà àíàëèçå òðåõ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë — òî÷íîñòè, âðåìåíè ðåàëèçàöèè, íåîáõîäè-
ìîé ïàìÿòè ÝÂÌ. Ïî äàííûì õàðàêòåðèñòèêàì âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë è èõ îïòèìèçàöèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì A X( ), ðåà-
ëèçóåìûé íà ÝÂÌ C Y( ) è îðèåíòèðîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè I 0
î êëàññå ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé F è èíôîðìàöèè I fN ( ) î êîíêðåòíîé ôóíêöèè
êëàññà f x F( ) � . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà (â.à.) è
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû (â.à.-ïðîãðàììû) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èñïîëüçóåòñÿ ìî-
äåëü âû÷èñëåíèé, îïèñûâàåìàÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ I I I fN� { }0 , ( ) , X Y, , ãäå
I X Y, , — êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (âåêòîðû) ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ ñóùåñòâåííî
çàâèñÿò àëãîðèòì ðåøåíèÿ A è âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ C . Â ÷èñëî êîìïîíåíò âåêòî-
ðà I ìîãóò âõîäèòü äàííûå îá àïðèîðíûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è, íàïðèìåð
êîíñòàíòû, îãðàíè÷èâàþùèå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ðÿäà ïðîèçâîäíûõ îò çàäàííûõ
ôóíêöèé, äàííûå î òî÷íîñòè çàäàíèÿ èñõîäíûõ âåëè÷èí, êîëè÷åñòâî óçëîâ êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû è äð. Ñðåäè êîìïîíåíò âåêòîðà X ìîãóò áûòü ÷èñëî èòåðàöèé àë-
ãîðèòìà, ñòåïåíü àïïðîêñèìàöèè, øàã ñåòêè è ò.ï. Âåêòîð Y ìîæåò ñîäåðæàòü: ÷èñ-
ëî ðàçðÿäîâ ÿ÷ååê ïàìÿòè ÝÂÌ, îáùèé îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, âðåìÿ âûïîë-
íåíèÿ îïåðàöèé, êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ, õàðàêòåðèñòèêè èñïîëüçóåìûõ
îïåðàöèîííûõ ñèñòåì è òðàíñëÿòîðîâ è äð. Â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷
ñëîæèëèñü ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷, àëãîðèòìîâ è ÝÂÌ: E I X Y( , , ) —
ïîëíàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íà ÝÂÌ C ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà A (âêëþ-
÷àþùàÿ ïîãðåøíîñòü çà ñ÷åò íåòî÷íîñòè èñõîäíûõ äàííûõ, èëè íåóñòðàíèìóþ ïî-
ãðåøíîñòü (EH ), ïîãðåøíîñòü ìåòîäà (E M ) è ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ (E� ));
T I X Y( , , ) — âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è; M I X Y( , , ) —
íåîáõîäèìàÿ ïàìÿòü ÝÂÌ. Â [1, 2] ïðèâåäåíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äàííûõ
õàðàêòåðèñòèê. Â [1] ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ïî îïòèìèçàöèè õàðàêòåðèñòèêè
E I X Y( , , ) íåêîòîðûõ ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ (1) è àíàëèç ðàç-
ëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïîãðåøíîñòåé, êîòîðûå èìåþò ìåñòî ïðè âû÷èñëèòåëüíîì
ïðîöåññå. Îñòàíîâèìñÿ íà èññëåäîâàíèè E M áîëåå äåòàëüíî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
ïîëó÷åíèè àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè EH ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, êîãäà
f x( ) çàäàíà (èëè âû÷èñëÿåòñÿ) ïðèáëèæåííî â óçëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ íåêîòîðîé
ìàêñèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ èëè êîãäà ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè â óçëàõ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè [1].
Ïîñëåäíèé âàðèàíò ïîçâîëÿåò íàõîäèòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè EH . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ìàæîðàíòíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ (E� ) ïðåäëîæåííûõ â.à. ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1) èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè Óèëêèíñîíà [18] äëÿ ïîãðåøíîñòåé îêðóãëåíèÿ
ïðè âûïîëíåíèè îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âû-
÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà ÝÂÌ â ðåæèìå ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ îêðóãëåíèåì ðå-
çóëüòàòîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî êëàññè÷åñêîìó ïðàâèëó äî � äâîè÷íûõ
ðàçðÿäîâ â íîðìàëèçîâàííûõ ìàíòèññàõ ÷èñåë.

Îäíèì èç îñíîâíûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå åãî ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè (èëè ìèíèìàëüíîé
ïîãðåøíîñòè) ïðè çàäàííûõ ðåñóðñàõ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ. Â íà÷àëå èññëåäîâàíèÿ â òàêîé ïîñòàíîâêå åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü
âîïðîñ î «ïîòåíöèàëüíîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè» â.à., ò.å. î ìàêñèìàëüíîé
òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðè äàííîé èñõîäíîé èíôîð-
ìàöèè î çàäà÷å.

Èçâåñòíî [1, 4], ÷òî êàæäûé â.à. ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èñïîëüçóåò òîëüêî êî-
íå÷íîå ÷èñëî èñõîäíûõ äàííûõ I fN ( ) î f x F( ) � , è òåì ñàìûì àâòîìàòè÷åñêè
ÿâëÿåòñÿ â.à. ðåøåíèÿ (1) äëÿ òåõ ôóíêöèé f x( ), êîòîðûå èìåþò òå æå èñõîäíûå
äàííûå. Íà êëàññå F âñåãäà íàéäóòñÿ äâå ôóíêöèè, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ íàè-
õóäøàÿ è íàèëó÷øàÿ ãðàíè îïòèìèçèðóåìîé õàðàêòåðèñòèêè (íàïðèìåð, E M ). Ïî-
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ýòîìó êàæäûé, â òîì ÷èñëå îïòèìàëüíûé, â.à. ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áóäåò èìåòü
îïðåäåëåííóþ «ïîòåíöèàëüíóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü». Åñëè, íàïðèìåð,
ñóùåñòâóþò äâå ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûìè èñõîäíûìè äàííûìè, òî÷íûå çíà÷åíèÿ
I ( )� îò êîòîðûõ I1 è I 2 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì
ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè �( , )I I d1 2 0
 � , òî äëÿ êàæäîãî â.à. ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)
íà êëàññå ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé F ïîëó÷èì ðåøåíèå, èìåþùåå ñâîéñòâî

max ( , )
,i

iI I
d

�



1 2 2
� . (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò â.à., êîòîðûé áû äàâàë ðåøåíèå ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ, ìåíüøåé, ÷åì d / 2. Åñëè íóæíî
ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è, íåîáõîäèìî èìåòü äîïîëíèòåëüíûå ñâå-
äåíèÿ î íåé. Òîãäà çàäà÷à (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà íîâîì, áîëåå «óçêîì»,
êëàññå F è â.à. åå ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü áîëåå ñèëüíóþ, «ïîòåíöèàëüíóþ ðàç-
ðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü».

Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïîëó÷åíèå íåóëó÷øàåìûõ õàðàêòåðèñòèê òèïà (2). Çíàê
ðàâåíñòâà áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà îïòèìàëüíîì â.à., è ðàçíèöà ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòÿìè â (2) äëÿ êàæäîãî â.à. ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ðàçðûâà ìåæäó äàííûì è
îïòèìàëüíûì â.à.

Òàêèì îáðàçîì, ïîä îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü ðåøå-
íèå ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé òî÷íîñòüþ ïðè äàííîé èíôîðìàöèè, à ïîä îïòè-
ìàëüíûì â.à. — àëãîðèòì, êîòîðûé äàåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Êîíêðåòèçèðóåì îáùåå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïî òî÷íîñòè àëãîðèòìà
äëÿ çàäà÷è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ I ( )� .

Îáîçíà÷èì R R f A xi
N

i
N� � �( , , , , ){ } { }

0
1

0
1� � ðåçóëüòàò ïðèáëèæåííîãî âû-

÷èñëåíèÿ I ( )� ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû A. Ââåäåì ñëåäóþùèå õàðàê-
òåðèñòèêè:

V f A x I Ri
N

i
N( , , , , ) ( ( ), ){ } { }

0
1

0
1� � �� � � � ,

V F A V f A xi
N

f F
i

N
i

N( , , , ) sup ( , , , , ){ } { } { }� � � �
0

1
0

1
0

1�

�

� �� ,
(3)

V V F V F Ai
N

A
i

N� �� �( , , ) inf ( , , , ){ } { }� � � �
0

1
0

1 ,

V F V F( , ) ( , , )� �� 0 ,

ãäå � � � � � � �( ( ), ) ( ) | ( ) ( , , { , { } , ) | |I R I R f A xi
N

i
N� � � �� �}

0
1

0
1 I R� | — ïî-

ãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Àëãîðèòì A, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ V V F i
N� �( , , ){ }� �
0

1 , íàçîâåì îïòè-

ìàëüíûì ïî òî÷íîñòè. Åñëè äëÿ àëãîðèòìà A èìååò ìåñòîV F A i
N( , , , ){ }� �
0

1� �

� �V � , òî A íàçîâåì îïòèìàëüíûì ñ òî÷íîñòüþ äî � . Åñëè � � o V[ ] èëè

� � O V[ ], òî A íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêèì îïòèìàëüíûì èëè

îïòèìàëüíûì ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè è áëèçêèõ ê íèì êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû «øàïî÷åê», ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, íåâÿçêè è êâàçè-
ðåøåíèé [1, 2, 4, 10–13].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ I ( )�
íà êëàññàõ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé F ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä «øàïî÷åê»
[1, 2, 12–14]. Îí îñíîâàí íà òîì ôàêòå, ÷òî ñðåäè ôóíêöèé, íà êîòîðûõ îïòèìàëü-
íûé àëãîðèòì èìååò íàèáîëüøóþ ïîãðåøíîñòü, åñòü ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ
â óçëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ [14]. Ñóòü åãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè íà îòðåçêàõ

�
k
p

k
p

k
px x� �[ , ]

1
, k b a� � �0 1, [| | ( ) / ]� � , p m� �0 1, , m N b a� � �[ / [ | | ( ) / ] ]2 1� �

([| | ( ) / ]� �b a� — ÷èñëî ïîëóâîëí ôóíêöèè sin (cos )� �x x íà îòðåçêå [ , ]a b ) «ïëî-
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õîé» ôóíêöèè f x F� �( ) , êîòîðàÿ íà îòðåçêàõ �
k
p , ãäå èìåþòñÿ óçëû èíòåãðèðî-

âàíèÿ, ìàêñèìàëüíî óäàëåíà îò íóëÿ â ïðåäåëàõ êëàññà F , à íà îñòàëüíûõ îòðåç-

êàõ �
k
p ðàâíÿåòñÿ íóëþ. Îöåíêó ñíèçó ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

âû÷èñëÿþò ïóòåì îöåíêè èíòåãðàëîâ f x x dx

a

b
*( )sin �
 ( ( )cos )*f x x dx

a

b

�
 . Ìå-

òîä «øàïî÷åê» ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó V , à íå åå òî÷íîå çíà÷åíèå. Ýòî îá-
óñëîâëèâàåò ïðèìåíèìîñòü äàííîãî ìåòîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ ëèøü
îïòèìàëüíîé ñ òî÷íîñòüþ äî � êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ïîâûøåíèå «ïîòåíöèàëüíîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè» êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë ìîæíî îñóùåñòâèòü ïóòåì «ñóæåíèÿ» êëàññîâ F ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíê-

öèé. Ïðàêòè÷åñêè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà { }xi
N
0

1� è

{ } { }f f xi
N

i
N

0
1

0
1� �� ( ) ôèêñèðîâàíû (íàïðèìåð, êîãäà ôóíêöèÿ çàäàíà òàáëèöåé

çíà÷åíèé èç åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Òàêîé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîé èí-
ôîðìàöèè âåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó «ñóæåíèþ» ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà F íà èí-
òåðïîëÿöèîííûå êëàññû FN [1], êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ êëàññà

F è åùå 2N ôèêñèðîâàííûìè ÷èñëàìè: xi è f xi( ) , i N� �0 1, , è ïðèáëèæàþò ê

ðåàëüíîé ñèòóàöèè, âîçíèêàþùåé ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è. Êëàññ FN —

ïó÷îê ôóíêöèé èç F , èíòåðïîëèðóþùèõ çàäàííóþ ôóíêöèþ â óçëàõ xi ,

i N� �0 1, . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè ïî àíàëîãèè ñ (3) ñîîòâåòñòâóþùèå õà-

ðàêòåðèñòèêè è îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíûå è îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà êëàññå
FN [1, 4].

Ïîñêîëüêó êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåò çíà÷åíèÿ f xi( ) , i N� �0 1, ,

âñå ôóíêöèè f x FN( ) � åþ íå ðàçëè÷àþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííûå çíà-
÷åíèÿ I ( )� áóäóò îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ f x FN( ) � , à òî÷íûå çíà÷åíèÿ —
ðàçíûìè.

Âìåñòå ñ êëàññàìè FN ðàññìîòðèì òàêæå êëàññû FN , � , ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðèáëèæåííîìó çàäàíèþ èñõîäíîé èíôîðìàöèè èç îáëàñòè |
~

|f fi i� � �,

i N� �0 1, , è ðåàëüíî ðåøàåìûì çàäà÷àì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè è áëèçêèõ ê íèì
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ I ( )� â êëàññàõ FN , FN , � ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä
ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé [4], êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ñòðîÿòñÿ âåðõíÿÿ (ìàæîðàíòà) è íèæíÿÿ (ìèíîðàíòà) ãðàíèöû îáëàñòè âîç-
ìîæíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà I ( )� íà ôóíêöèÿõ êëàññà FN :

I I
f FN

�

�
�( ) sup ( )� � , I I

f FN

�

�
�( ) inf ( )� � . (4)

Çíà÷åíèÿ I � ( )� äîñòèãàþòñÿ íà f x FN
� �( ) — ñîîòâåòñòâåííî ìàæîðàíòå è

ìèíîðàíòå êëàññà F FN � .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé f x FN
� �( ) , çíà÷å-

íèÿ êîòîðûõ â óçëàõ { }xi
N
0

1� äîëæíû ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèÿìè f i , i N� �0, 1.

Ôóíêöèè f x fi i
� �( ) , i N� �0 1, , íåîáõîäèìî ñòðîèòü ñ ó÷åòîì ïîâåäåíèÿ îñöèë-

ëèðóþùèõ ôóíêöèé (sin , cos )� �x x . Äàëåå, íàõîäÿòñÿ ÷åáûøåâñêèé öåíòð I * ( )�

è ÷åáûøåâñêèé ðàäèóñ � �* ( ) îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),

I
I I* ( )

( ) ( )
�

� �
�

�� �

2
, � �

� �* ( )
( ) ( )

�
�� �I I

2
, (5)
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ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî îïòèìàëüíóþ ïî òî÷íîñòè êâàäðàòóð-
íóþ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ I ( )� è îïòèìàëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ I ( )� íà êëàññå FN . Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ

R ( )� , äëÿ êîòîðîé sup | ( ) ( ) | ( )*

f FN

R I
�

� � �� � � � � , � � 0, � � �� o O( ) , ( )* * ,

� �* ( ) � 0, áóäåò ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé èëè îïòèìàëü-

íîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè. Ïðè äàííîé èíôîðìàöèè î çàäà÷å íèêàêàÿ êâàäðàòóð-

íàÿ ôîðìóëà íå ìîæåò äàòü òî÷íîñòü ìåíüøå, ÷åì � �* ( ).

Â êà÷åñòâå F , FN , FN , � ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé ðàç-
ëè÷íîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè:

CL — êëàññ îïðåäåëåííûõ íà [ , ]a b íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà | ( ) ( ) | | |f x f x L x x1 2 1 2� � � , x x a b1 2, [ , ]� ;

ÑL N, — êëàññ ôóíêöèé f x CL( ) � , çàäàííûõ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè

{ }f i
N
0

1� â óçëàõ ôèêñèðîâàííîé ñåòêè { }xi
N
0

1� ;

ÑL N, , � — êëàññ ôóíêöèé f x CL N( ) ,� , çàäàííûõ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíè-

ÿìè { }
~

:f i
N
0

1� |
~

|f fi i i� � � ;

W L2, — êëàññ îïðåäåëåííûõ íà [ , ]a b íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f x( ), èìåþùèõ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì � �f x CL( ) ;

W N L2, , — êëàññ ôóíêöèé f x W L( ) ,� 2 , çàäàííûõ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿ-

ìè ôóíêöèè { }f i
N
0

1� è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé { }� �f i
N
0

1 â óçëàõ ôèêñèðîâàííîé

ñåòêè { }xi
N
0

1� ;

W N L2, , , ,� � — êëàññ ôóíêöèé f x W N L( ) , ,� 2 , çàäàííûõ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíè-

ÿìè ôóíêöèè { }
~

:|
~

|f f fi
N

i i i0
1� � � � è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé { }

~
:|

~
|� �� ��f f fi

N
i i i0

1 � .

Îáùóþ ñèòóàöèþ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî êà÷åñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëå-
íèÿ I ( )� ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [6, 7].

Íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü èëè âûáðàòü ñðåäè èçâåñòíûõ òàêóþ â.à.-ïðîãðàì-
ìó a A� , ãäå A — ìíîæåñòâî â.à.-ïðîãðàìì, îðèåíòèðîâàííûõ íà ðåøåíèå çàäà-
÷è (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè I , êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ïðè âûáðàííîé àð-
õèòåêòóðå êîìïüþòåðà âû÷èñëåíèå I ( )� ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
êà÷åñòâà, à èìåííî:

E I X Y( , , ) � �, (6)

T I X Y T( , , , ) ( )� �� 0 , (7)

M I X Y M( , , , ) ( )� �� 0 , (8)

ãäå E I X Y E I X Y E I X Y E I X YÍ Ì( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )� � � � ; �, T0 ( )� , M 0 ( )� —

îãðàíè÷åíèÿ, çàäàííûå íà îñíîâå ñâîéñòâ èñõîäíîé èíôîðìàöèè (îáúåìà, òî÷-

íîñòè, ñòðóêòóðû, ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ è ò.ï.) è îáóñëîâëåííûå ïðàêòè÷åñêèìè

ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (6)–(8) öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå çàäà÷ó ìèíè-

ìèçàöèè E I X Y( , , ) ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé íà M T, , êîòîðóþ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

E I X Y
I X Y

( , , ) min
, ,

� , (9)

T I X Y T( , , ) ( )� 0 � , (10)

M I X Y M( , , ) ( )� 0 � . (11)

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A( )� ( ( ) )A A� � — ìíîæåñòâî â.à., äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6), ò.å. àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ �-ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), à A T( , )� 0

( ( , ) ( ))A T A� �0 � — ìíîæåñòâî Ò-ýôôåêòèâíûõ â.à., ò.å. àëãîðèòìîâ, äëÿ êîòîðûõ âû-
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ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6), (7). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ (6), íàçûâàåòñÿ �-ðåøåíèåì. Â.à.-ïðîãðàììà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

(6), (7) (à òàêæå (9), (10)), íàçûâàåòñÿ Ò-ýôôåêòèâíîé â äàííîé êîìïüþòåðíîé ìîäå-

ëè âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè

Ò-ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà a A T� ( , )� 0 [7].

Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêè E, EH , E M , E� , T I X Y( , , ) , M I X Y( , , ), êàê ïðà-

âèëî, òî÷íî íå èçâåñòíû, ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èõ îöåíêè. Â äàëüíåéøåì

îãðàíè÷åíèå (8) ìîæíî ñíÿòü, òàê êàê ïàìÿòü M ðàñøèðÿåòñÿ äî íóæíîãî îáúåìà

(âîçìîæíî, çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ T).

Â.à.-ïðîãðàììû, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ çàäàííûìè çíà÷åíè-
ÿìè õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà (6)–(8) ((9)–(11)), ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ:

� â.à.-ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ �-ðåøåíèÿ: çíà÷åíèÿ èõ óïðàâëÿþùèõ ïàðà-

ìåòðîâ X äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè (6) èç íåêîòîðîãî äèàïàçîíà

òî÷íîñòè D D( ), ( )� � �� , îáåñïå÷èâàþòñÿ â.à.-ïðîãðàììàìè ñîîòâåòñòâóþùèì

ïîäáîðîì èõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê

ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ;

� â.à.-ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) (áåç âû÷èñ-
ëåíèÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè): çàäàííàÿ òî÷íîñòü � ��D( ) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîëüçîâà-
òåëåì ñîîòâåòñòâóþùèì âûáîðîì óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ X â.à.-ïðîãðàìì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì îöåíîê ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå èõ òåñòèðîâàíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîòðåáíîñòè â ðåøåíèè çàäà÷è ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòå-
ðèñòèê êà÷åñòâà ( , , )E T M è ïîëó÷åíèè èíôîðìàöèè î âîçìîæíîñòè îáåñïå÷åíèÿ òà-
êîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû âîçíèêàþò â ñëó÷àÿõ, êîãäà:

— ñëåäóåò îáåñïå÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ çàäàííîé (èëè ãàðàíòèðîâàííîé)
òî÷íîñòüþ ïðè íåêîòîðûõ çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåîáõîäèìîå ïðîöåññîðíîå
âðåìÿ è îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü êîìïüþòåðà;

— íóæíà äèàãíîñòèêà êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è ïî òî÷íîñòè è âðåìåíè;

— íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî çíàòü î âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà E T M, , , íàïðèìåð
ñ öåëüþ âûáîðà (èëè ðàçðàáîòêè) â.à.-ïðîãðàììû äëÿ âêëþ÷åíèÿ åå â ïðîáëåì-
íî-îðèåíòèðîâàííóþ ñèñòåìó ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÎ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ È ÁËÈÇÊÈÅ Ê ÍÈÌ ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÍÛÅ
ÔÎÐÌÓËÛ È ÎÖÅÍÊÈ ÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îïòèìàëüíûå ïî òî÷íîñòè è áëèçêèå ê íèì êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ I ( )� â îïðåäåëåííûõ âûøå êëàññàõ
è ïðèâåäåì îöåíêè èõ òî÷íîñòè. Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê äîêàçàòåëüñòâà
îïóñòèì, ïîñêîëüêó îíè áàçèðóþòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ, äîñòàòî÷íî ïîëíî èçëîæåí-
íûõ â ðàáîòàõ [1, 2, 13, 15]. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû äëÿ èíòåãðàëà

I f x x dx

a

b

1 ( ) ( )sin� �� 
 . (12)

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è äëÿ èíòåãðàëà

I f x x dx

a

b

2 ( ) ( )cos� �� 
 .

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì:

1) [| | / ]� � �1 íóëåé ôóíêöèè sin �x (cos �x) íà [ , ] [ , ]a b � 0 1 âõîäÿò â ÷èñëî

óçëîâ xi , i N�1, , êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû;

2)
� � �

� � �
��f f

x f
L

x
f

L

i i
i i i

i1 2

22 4
� � �

�
.
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Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû [1, 2, 13, 15].
Êëàññ ÑL . Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I1 ( )�

âèäà

R f x dxi

x

x

i

N

i

i

1

0

1

1 2

1 2

( ) sin

/

/

� ��

�

�


�
�

�
, (13)

ãäå x x
x x

i i
i i

�
�� �

�
1 2

1

2
/ , x x

x x
i i

i i
�

�� �
�

1 2
1

2
/ x x� �1 2 0/ , x xN N� �1 2/ .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f x CL( ) � çàäàíà òàáëèöåé çíà÷åíèé â óçëàõ ðàâíîìåðíîé

ñåòêè x i xi � � , � x N i N� � �1 0 1/ , , , [ , ] [ , ]a b � 0 1 , âîçìîæíûå ïîãðåøíîñòè 	 i

çàäàíèÿ ôóíêöèè f x( ) â óçëàõ xi ðàñïðåäåëåíû ðàâíîâåðîÿòíî íà [ , ]0 � è âû÷èñëå-
íèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íà ÝÂÌ â ðåæèìå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ � äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè
â ìàíòèññàõ ÷èñåë. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà R1 ( )�
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ I1 ( )� ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî òî÷íîñòè äëÿ N 
 | |�
è N � �[ | | / ]� � 1 è àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî òî÷íîñòè äëÿ N � | |� . Ïðè
ýòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,96 è ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îò-

íîñèòåëüíî 2�� ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîëíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóð-
íîé ôîðìóëû R1 ( )� âèäà

E E E EH M� � � � ,
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cos ( ( / ))sin / cos
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0 1| | | |

| |
f L f

N
LN

� 

,

� � �1 2 1 06 0 08406� � � �log ( , ) , , 
 � 0 — êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ñïîñîáà âû-
÷èñëåíèÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 1 êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
R1 ( )� áóäåò îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè ñ êîíñòàíòîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 2.

Êëàññû CL N, è CL N, ,� . Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà I1 ( )� âèäà

R f x x dx

x

x

i

N

i

i

2 1

0

1 1

( ) ( )sin*� ��
�


�
�

�
, (14)

R f x x dx

x

x

i

N

i

i

3 1

0

1 1

( ) ( )sin,
*� ���

�


�
�

�
, (15)

ãäå

f x

f x x x

f L x x f x x x

f

i i i

i i i i i

i1 1
* ( )

, ,

( ) ( ), ,

�

� �

� � � �

�

sign �

, ,

[ , ],

, ,

x x x

x x x

f x x x

i i

N N

N N N

� �

'

� �

�

�

�
��

�

�
�
�

�

�

� �

1

1

1 1
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) ) ( (� � � �	 	sign sign� �
~

) )f

L

i �1

4
,

	 	i i
� �, — ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíî è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

� � � � �

� � � � � � ��

	 � 	

� �

i i i

i i i i i i

i N

L x f L x f i

, , ,
~ ~

,

0 1

01� � � � , .N �

�
�
�

�� 2

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f x ÑL N( ) ,� , âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 è âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâîäÿòñÿ íà ÝÂÌ â ðåæèìå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ � äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè
â ìàíòèññàõ ÷èñåë. Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà R2 ( )� ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëå-
íèÿ I1 ( )� ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî òî÷íîñòè äëÿ N 
 | |� è N � �[| | / ]� � 1, ïðè

ýòîì ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî 2�� ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà ïîëíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû R2 ( )�

E E E EH M� � � � ,
ãäå EH � 0,
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� � �1 2 106 0 08406� � � �log ( , ) , , max
i

ix
C

N
� � , 
 � 0 — êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò

ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.

Òåîðåìà 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2, êîãäà âîçìîæíûå ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ

ôóíêöèè îãðàíè÷åíû óñëîâèÿìè | ( )
~

( )|f x f xi i i� � � , i N� 0, , íà êëàññå ôóíêöèé

f x CL N( ) , ,� � îöåíêà ïîëíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
R3 ( )� èìååò âèä

E E E EH M� � � � ,

ãäå

E E x x xH M i i i i i� �
�

�
� � �� �

�
1

2
1

| |
(sin ) cos ( ) cos

�
� � 	 	 �sign ( )	 	
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(
�

�
� � � � � �� �
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(sin ) (sin sin )
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�sign (sin )
| |
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x N 1

2
, N � �[| | / ]� � 1,

E� îöåíèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (16).

Êëàññ W L2, . Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó âèäà

R S x x dx

x

x

i

N

i

i

4 3

0

1 1

( ) ( )sin� ��
�


�
�

�
, (17)

ãäå S x3 ( ) — ýðìèòîâûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, S x fi i3 ( ) � , � � �S x fi i3 ( ) , i N� 0, .

Èçâåñòíî [14], ÷òî S x3 ( ) íà îòðåçêå [ , ]x xi i�1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S x t f t f t h f t h fi i i i3 1 2 1 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� �� � � � , ãäå �1
21 1 2( ) ( ) ( )t t t� � � ,

�2
2 3 2( ) ( )t t t� � , �3

21( ) ( )t t t� � , �4
2 1( ) ( )t t t� � � , h x xi i i� ��1 , t x x hi i� �( ) / .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f x W L( ) ,� 2 çàäàíà òàáëèöåé çíà÷åíèé { }f i
N
0

, { }�f i
N
0

â óç-

ëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè x ih h N i Ni � � �, / , ,1 0 , è âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà

ÝÂÌ â ðåæèìå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ � äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè â ìàíòèññàõ ÷è-
ñåë. Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà R4 ( )� ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ I1 ( )� ÿâëÿåò-
ñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè â êëàññå W L2, äëÿ N 
 | |� , ïðè ýòîì ñ òî÷íîñ-

òüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî 2�� ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà ïîëíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû R4 ( )� [1, 13, 15]:
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 � 0 — êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ñïîñîáà
âû÷èñëåíèÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ.
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Êëàññû W L N2, , è W L N2, , , ,� �. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I1 ( )� â ñëó÷àå, êîã-
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü f x W L N( ) , ,� 2 , âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1 è 2 è âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâîäÿòñÿ íà ÝÂÌ â ðåæèìå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ � äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè
â ìàíòèññàõ ÷èñåë. Òîãäà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà R5 ( )� ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëå-
íèÿ I1 ( )� ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî òî÷íîñòè äëÿ N 
 | |� è N � �[| | / ]� � 1, ïðè

ýòîì ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî 2�� ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà ïîëíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû R5 ( )�
âèäà
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 � 0 — êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ñèíóñîâ è

êîñèíóñîâ [1, 2, 13].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f x W N L( ) , , , ,� 2 � � , è ïðèâåäåì íà îòðåçêàõ
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ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî òî÷íîñòè ïðè N 
 | |� è N � �[| | / ]� � 1.
Îöåíêà ïîëíîé àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû R6 ( )�

èìååò âèä
E E E EH M� � � � ,

ãäå E E x x dxH M
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x
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�
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�
� �� �, ( ) sin

1

0

1

.

Äëÿ îöåíêè E� èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (22).
Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè è áëèçêèõ ê íèì

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ (1) ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå áîëåå ñëîæíûå
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àè, à èìåííî:

� ðàçëè÷íûå âèäû îñöèëëÿöèè, â òîì ÷èñëå êîãäà � — áîëüøîå ÷èñëî; íà

ïðèìåðå I1 ( )� ñòðîÿòñÿ ôóíêöèè f xi
� ( ) äëÿ îòðåçêîâ [ , ]x xi i�1 , i N� �0 1, , îïòè-

ìàëüíûå è áëèçêèå ê íèì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû è îöåíêè ïîãðåøíîñòè;

� ïðîèçâîëüíàÿ ñåòêà óçëîâ { }xi
N
0

1� , íå ñâÿçàííàÿ ñ íóëÿìè sin �x , cos �x

(áåç îãðàíè÷åíèé óñëîâèé 1 è 2).

ÑËÓ×ÀÉ ÍÅÒÎ×ÍÎ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ïîñëåäóþùåå óëó÷øåíèå «ïîòåíöèàëüíîé ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè» â.à.
ñâÿçàíî ñ âûÿâëåíèåì è óòî÷íåíèåì àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î çàäà÷å: ÷åì êà-
÷åñòâåííåå èíôîðìàöèÿ î çàäà÷å, òåì íà áîëåå êà÷åñòâåííîå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü. Ìàêñèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå âñåé èìåþùåéñÿ
èíôîðìàöèè î çàäà÷å äàåò âîçìîæíîñòü ñóçèòü êëàññ ðåøàåìûõ çàäà÷ è òåì
ñàìûì óëó÷øàåò «ïîòåíöèàëüíóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü» â.à.: ÷åì òî÷íåå
èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ, òåì òî÷íåå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è òåì ìåíüøå îáëàñòü
íåîïðåäåëåííîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåí-
íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) íåîáõîäèìà ñîîòâåòñòâóþùàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ.
Åñëè îíà çàäàíà ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ, òî íåòî÷íûìè áóäóò
è âûâîäû î êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ôóíêöèÿ èç èíòåðïîëÿöèîííîãî êëàññà Ëèïøèöà F CN L N� , , � è èçâåñòíû íå
ñàìè L è �, à ëèøü ïðèáëèæåíèÿ ê íèì, òî îöåíêà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ
I ( )� ìîæåò áûòü áîëüøîé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíû êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè îïòèìàëüíûìè, íî â íåêîòîðîé ñòåïåíè ñâî-
áîäíû îò óêàçàííîãî íåäîñòàòêà. Òàêèå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íà
îñíîâå ìåòîäîâ íåâÿçêè è êâàçèðåøåíèé [3, 14].

Â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó êâàçèðåøåíèé äëÿ êëàññà
F CL N� , , � , ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f x( ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

min max
f F i

i
�

� . (24)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåòîä êâàçèðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè,

ìèíèìàëüíî îòêëîíÿþùåéñÿ îò çàäàííîãî íàáîðà òî÷åê ( ,
~

)x fi i ,
~
f fi i i� � � ,

i N� �0 1, .

Ðåøåíèåì çàäà÷è (24) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé ñïëàéí S x L( , ), ó êîòîðîãî ìàêñè-

ìàëüíîå îòêëîíåíèå îò çàäàííûõ òî÷åê ( , )x fi i , i N� �0 1, , ìèíèìàëüíîå:

S x L f
x x

x x
f fi

i

i i
i i( , )

~
(

~ ~
)� �

�

�
�

�
�

1
1 , x x x i Ni i� � ��[ , ], ,1 0 1,

~
~ ~

f
f f

i
i i�

�� �

2
,

~
max [ (

~
| | )]f f L x xi

j N
j j i

�

� �
� � �

1
� , i N� �0 1, .

×àñòî êîëè÷åñòâåííàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ, çàäåéñòâîâàííàÿ â îïðåäåëåíèè
êëàññà F , çàäàåòñÿ â âèäå îãðàíè÷åíèé íà íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ,( )f . Äëÿ
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êëàññîâ CL N, è CL N, , � â êà÷åñòâå òàêîãî ôóíêöèîíàëà âûñòóïàåò ðàâíîìåðíàÿ
íîðìà ïðîèçâîäíîé. Â êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå, ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó íåâÿçêè,
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f x( ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è

min ( )
f F

f
�

, . (25)

Ðåøåíèå çàäà÷è (25) — ëèíåéíûé ñïëàéí S x M( , ), îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøå-
íèÿìè äëÿ S x L( , ) ñ çàìåíîé êîíñòàíòû Ëèïøèöà êîíñòàíòîé M [10], ãäå

M
f f

x xj N j i

j i j i

j i

�
� � �

�

 

!
"
"

#

$
%
%� � �

max ; max
| |

1
0

� �
.

Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ íåâÿçêè è
êâàçèðåøåíèé äëÿ èíòåãðàëà I1 ( )� , èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä

R S x L x dx

a

b

7 ( ) ( , )sin� �� 
 , R S x M xdx

a

b

8 ( ) ( , )sin� �� 
 .

Ðàññìîòðåííûå àëãîðèòìû îïòèìàëüíû ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè ñ êîíñòàíòîé,
íå ïðåâûøàþùåé 2 (äàæå åñëè ñðàâíèâàòü ñî ñëó÷àåì òî÷íîãî çàäàíèÿ L è �).
Îäíàêî ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ìåòîäó íåâÿçêè èëè êâàçèðåøåíèé, ìîãóò
îêàçàòüñÿ íàìíîãî òî÷íåå îïòèìàëüíîãî ïî òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîòîìó ÷òî ïîèñê
ýòèõ ðåøåíèé íàïðàâëåí íà óòî÷íåíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Ïðèìåíåíèå ìå-
òîäîâ íåâÿçêè è êâàçèðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ
ðåçåðâîâ îïòèìèçàöèè ïî òî÷íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññìîòðåíèè íåòî÷íîãî çàäàíèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè
(êëàññû FN , �) âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè íåòî÷íî çàäàíû çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîãî

èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà {
~

} :f i
N
0

1� |
~

|f fi i i� � � , i N� �0 1, , òî äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé f x FN
� �( ) ,� ïðåäâàðèòåëüíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñãëàæè-

âàíèå âõîäíûõ äàííûõ è óòî÷íåíèå � i , i N� �0 1, , ïóòåì ðåøåíèÿ íåêîòîðîé ñèñ-

òåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ [1]. Ïðè íåòî÷íî çàäàííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î
êëàññå (íàïðèìåð, êîíñòàíòà Ëèïøèöà L) ïðåäëàãàþòñÿ áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì
ïî òî÷íîñòè êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà îñíîâå ìåòîäîâ íåâÿçêè è êâàçèðåøåíèé.

Îòìåòèì îñîáåííîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1).

� Îáîñíîâàíèå êà÷åñòâà êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïîëó-
÷åíèÿ îöåíîê èõ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó
êà÷åñòâà ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì ïîäõîäå ó÷èòû-
âàþòñÿ âñå èñòî÷íèêè ïîãðåøíîñòåé, ïðèñóùèõ âû÷èñëèòåëüíîìó ïðîöåññó.

� Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ïðîèñõîäèò â óñëîâèÿõ
íàèáîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè î ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè. Íàðÿäó ñ êëàññàìè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, ïðèìåíÿåìûìè â ôóíê-
öèîíàëüíîì àíàëèçå, ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå óçêèå êëàññû ôóíêöèé, êîòîðûå
ëó÷øå îïèñûâàþò ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ è òåì ñàìûì ïîâûøàþò «ïîòåí-
öèàëüíóþ ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü» ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

� Ìåòîäû âûÿâëåíèÿ è óòî÷íåíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè ïðèìåíÿþòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà èíôîðìàöèÿ î íåé çàäàíà ïðèáëè-
æåííî. Ýòî âàæíî, ïîñêîëüêó àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ âõîäèò â êâàäðàòóðíûå
ôîðìóëû, à òàêæå â îöåíêè ïîãðåøíîñòåé. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿ-
åò óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÄËß ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
�-ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Èçâåñòíî [6, 8, 13], ÷òî äëÿ â.à.-ïðîãðàììû ðåøåíèÿ (1) â ñëó÷àå, êîãäà
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I f fN i
N( ) � �{ }
0

1 è âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ðåæèìå ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ � ðàç-

ðÿäàìè â ìàíòèññàõ ÷èñåë â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, â îáùåì âèäå ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè

E I f E N O NM N M
p( ( )) ( ) ( )� � � , (26)

E I f E N O NN� �
�( ( )) ( ) ( )� � �2 , (27)

ãäå ð — ïîðÿäîê òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà, çàâèñÿùèé îò ãëàäêîñòè êëàñ-
ñà F . Ïðè ýòîì

� � �
� �M N

M N
pE I f a C O N0

0
( ) min ( ( ( ), , ) ( ( ))� � � , (28)

ãäå E E EM M� �� � , N O p
0

12( ) ( )/( )� �� � , à E N O NM
p( ( )) ( ( ))0 0

� �� � , E N� �( ( ))0 �

� �O N p( ( ))
0

� .

Ïðè N N&& 0 äîìèíèðóåò ïîãðåøíîñòü ìåòîäà E M . Îíà ìîæåò áûòü óìåíü-
øåíà ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ íàáîðîâ I N , óâåëè÷åíèÿ N (ñ ó÷åòîì (28)),
èñïîëüçîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ ïî òî÷íîñòè è áëèçêèõ ê íèì â.à., ïåðåõîäà ê äðóãîìó
êëàññó èñõîäíûõ äàííûõ I N (â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè) è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî åìó â.à.

Ïðè N N�� 0 äîìèíèðóåò ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ. Óìåíüøåíèå âåëè÷èíû
E� ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî íåïîñðåäñòâåííûì óìåíüøåíèåì N (ñ ó÷åòîì (28)) èëè
èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå âîçìîæíîñòåé, ÷òî è ïðè N N&& 0 (êðîìå óâåëè÷åíèÿ N ),
à òàêæå óâåëè÷åíèåì �.

Â ðàáîòàõ [8, 11, 13] ðàññìîòðåíî âëèÿíèå âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñî-
ñòàâëÿþùèõ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè íà âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (6), (7) è
ïîêàçàíî, êàê íåóäà÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî îñëîæíèòü
âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé.

Ïóñòü E E EH M� � �� � ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (7). Çàìåíèì ýòî óñëîâèå òàêèìè

îöåíêàìè: EH � �1, E M � �2 , E� �� 3 , ãäå � � �i i� ,

i

i� �� 1, � i 
 0, i �1 2 3, , .

Ðàñïðåäåëåíèå îöåíîê ñîñòàâëÿþùèõ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
÷èñëàìè { }� i . Ïðè 0 � � &&� �EH íåîáõîäèìî íàëîæèòü æåñòêèå óñëîâèÿ íà äâå
äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå E , à èìåííî:

E E EM H� � � � &&� � � �1 . (29)

Êàê âèäíî èç (28), äëÿ êàæäîãî � ïðè íåêîòîðîì N 0 ( )� äîñòèãàåòñÿ

min ( )� �
�M

0 . Ïðè ýòîì âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ �-ðåøåíèÿ (29) ñâÿçàíî

ñ óñëîâèÿìè
N O p� ( )/�

1
1 , � �� �O(log )

1
1 , �1 0� . (30)

Ïóñòü �-ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ íà îäíîì ïðîöåññîðå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíî-
ãî â.à. çà âðåìÿ

T N( ) ( ) ( ) ( )� � � � � �� , (31)

ãäå � �( ) — ñðåäíåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà èç íàáîðà
I fN ( ) è èñïîëüçîâàíèÿ åãî äëÿ ðåàëèçàöèè â.à., � �( ) — ñðåäíÿÿ öåíà îäíîé
îïåðàöèè ïðè âû÷èñëåíèè �-ðåøåíèÿ. Åñëè ïîëîæèòü � � �( ) ( )� O (ïðè ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë [16]), òî, ó÷èòûâàÿ (30), èìååì

T O p( ) ( ) log ,/� � � �1 1
1

1
1

1 0� �� . (32)

Êàê âèäíî èç (32), óñëîâèå (7) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ âñëåäñòâèå íåòî÷íîñòè
èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Óñëîâèå (29) ïðåäúÿâëÿåò æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê N è �,
à ñëåäîâàòåëüíî, ê ïðîöåññîðíîìó âðåìåíè. ×òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ (7) â ýòîì ñëó÷àå, âîçìîæíî, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü èñõîäíûå äàííûå ñ
áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (6)–(8) îòíîñèòåëüíî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I ( )� è ïðåä-
ëîæèì íåêîòîðûå ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îïðåäå-
ëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â.à., êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ðåøåíèå çàäà÷è (6)–(8).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü h N�1/ . Çíà÷åíèå h D*� , îáåñïå÷èâàþùåå ðåøåíèå çàäà-
÷è (6)–(8) îòíîñèòåëüíî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I ( )� , íàõîäèòñÿ â îáëàñòè

D
C Ci

p

i

p

: ,

/ /
1

2

1

2

1

1

1

1

1

1

1
� � 

!
""

#

$
%%

 

!
""

#

$
%%

�

�

�
�

�

�

�
��

, (33)

ãäå çíà÷åíèå i �1 2, , ... âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøèì òàêèì, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

E hi
pi

� �( ) ( )� � �1 2 1, (34)

�1 îïðåäåëÿåòñÿ èç (29), êîíñòàíòà C1 — èç îöåíêè E M èññëåäóåìîé â.à.-ïðî-
ãðàììû a A T� ( , )� 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (26), (27) â âèäå

E N
C

N
M p

( ) � 1 , E N C N� �
�( ) � �2 .

Îáîçíà÷èì C C�
�2 2

� � . Òîãäà óñëîâèå (6) èìååò âèä

E
C

N
C NH p

� � �1
2 � , èëè

C

N
C N E

p H
1

2 1� � � �� � . (35)

Çàïèøåì (35) â âèäå

S h C h h Cp( ) � � � ��
1

1
1 2 0� . (36)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè D çíà÷åíèé h , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿëà áû íåðàâåí-
ñòâó (35), íåîáõîäèìî íàéòè äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ïîëèíîìà S h( ) .

Â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû êîðíåé ïîëèíîìà S h( ) âûáåðåì ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

C h hp
1

1
1 0� � �� ,

êîòîðîå ïîëó÷åíî èç (36), ïðè÷åì îöåíêà (36) áóäåò èìåòü äîñòàòî÷íî âûñî-

êóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè, ïîñêîëüêó C O2 2� �( )� — ìàëîå. Èìååì

h
C

p

0
1

1

1

�
 

!
""

#

$
%%

�
/

. (37)

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè 0 0& �h h* .

Îöåíêà (37) ìîæåò íå óäîâëåòâîðèòü (5). Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ñíèçó çíà÷åíèÿ h* ,
êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü �, ïðèìåíèì ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ h (èëè N ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ I ( )�
ñ òî÷íîñòüþ �:

1) âû÷èñëÿåì h h
C

p

1 0
1

1

1
1

2

1

2
� �

 

!
""

#

$
%%

�
/

;

2) ïðîâåðÿåì óñëîâèå

E h E hM ( ) ( )1 1 1� �� � , èëè E h p
� �( ) ( )1 11 2� � � . (38)

Åñëè óñëîâèå (36) âûïîëíÿåòñÿ, òî h1 îáåñïå÷èâàåò çàäàííóþ òî÷íîñòü �

è h h* � 1. Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ è óñëîâèå (7), òî èññëåäóåìûé àëãîðèòì

T-ýôôåêòèâåí. Åñëè h* îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå çàäà÷è (6), íî íå óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèþ (7), òî óòî÷íÿåòñÿ çíà÷åíèå h* , êîòîðîå íàõîäèòñÿ â îáëàñòè

h h h1 0� &* . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ áîëåå òî÷íîãî åãî çíà÷åíèÿ ïðèìåíèì ìåòîä ïîëî-

âèííîãî äåëåíèÿ îáëàñòè D1: [ , ]h h1 0 è ïðîâåðèì óñëîâèå (38).

Åñëè h h* � 1 íå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (36), çíà÷èò, h D* ' 1 . Òîã-

äà ïî ìåòîäó äèõîòîìèè [17] âû÷èñëÿåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå îöåíêè ñíèçó

h h
C

p

2 1 2

1

1

1
1

2

1

2
� �

 

!
""

#

$
%%

�
/

è ïðîâåðÿåì óñëîâèå (34) äëÿ h2 . Äàëüíåéøèå ðàññóæäå-

íèÿ àíàëîãè÷íû. Îòìåòèì, ÷òî óòî÷íÿòü çíà÷åíèå h* íåîáõîäèìî â îáëàñòè
D h h2 2 1: [ , ].

Äàëåå íà îñíîâàíèè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äëÿ i-ãî øàãà äèñêðå-

òèçàöèè h
C

i i

p

�
 

!
""

#

$
%%

1

2

1

1

1
�

/

ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (34). Åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå i �1 2, , ... , ÷òî hi îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (34), òî hi ãàðàíòèðóåò

çàäàííóþ òî÷íîñòü � è òîãäà h hi
* � . Åñëè h* îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå çàäà÷è (6),

íî íå ãàðàíòèðóåò óñëîâèå (7), òî ìîæíî óòî÷íèòü çíà÷åíèå h* , êîòîðîå íàõî-

äèòñÿ â îáëàñòè D
C C

i i

p

i

p

: ,

/ /
1

2

1

2

1

1

1

1

1

1

1
� � 

!
""

#

$
%%

 

!
""

#

$
%%

�

�

�
�

�

�

�
��

, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïîëîâèííîãî

äåëåíèÿ îáëàñòè Di è ïðîâåðÿÿ óñëîâèå (37). Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè íåâîçìîæíî íàéòè hi , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (34), çíà-

÷èò, ñëèøêîì áîëüøàÿ ëèáî îöåíêà E� (ïîñêîëüêó E M
p� �2 1� ), ëèáî îöåíêà EH .

Åñëè íàéäåíî hi , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (34), íî i��1, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ � íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

áîëüøîå êîëè÷åñòâî N
h

i
i

�
�

�
�

�

�
� �

1
1 çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà I f fN i

N( ) � �{ }
0

1 è èñ-

ñëåäóåìûé àëãîðèòì íå T-ýôôåêòèâåí.
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàéòè îöåíêó N — êîëè÷åñòâà íåîáõîäè-

ìîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ �-ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â îáùåì âèäå.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìà S h( ) (à íå èõ îöåí-
êè) ìîæíî ïðèìåíÿòü èëè ÷èñëåííûå ìåòîäû (íàïðèìåð, äèõîòîìèè, õîðä, Êàð-
äàíî, �s-àëãîðèòì [17, 18] è ò.ï.), èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ïðîãðàììíû-
ìè ñèñòåìàìè (íàïðèìåð, Mathematica, MatLab, MathCad).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (9), (10) íåîáõîäèìî íàéòè äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
óðàâíåíèÿ

S h
d

dh
S h1 0( ) ( ( ))� � ,

îòêóäà
( )p C h p� � �1 01 1� , h

p C
p*

( )
�

�

�1

11
. (39)

Î÷åâèäíî, ÷òî h* , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (39), îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì S h( ).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 8 äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ F . Äëÿ
êëàññîâ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå, ñîîòíîøå-
íèå (36) èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü F CL� . Â ýòîì ñëó÷àå p �1è ñîîòíîøåíèå (36) èìååò âèä

C h C h1 2
1

1� �� � , èëè C h h C1
2

1 2 0� � �� , (40)
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h
C C

C
1 2

1 1
2

1 2

1

4

2
, �

� �� �
.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíåé íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ �1 1 22
 C C .

Òîãäà îáëàñòü D h h� { }1 2, ãàðàíòèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è (6).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (29), òî N
h

�
�

�
�

�

�
� �

1
1

1

, ãäå h
C C

C
1

1 1
2

1 2

1

4

2
�

� �� �
,

ãàðàíòèðóåò �-ðåøåíèå çàäà÷è (1). Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàííîå çíà÷åíèå � íà äàííîì

êëàññå ôóíêöèé íå ìîæåò áûòü ìåíüøå �1
* , ãäå

� �1 1 1 22* min ,� � C C (41)

è äîñòèãàåòñÿ ïðè N
C

�
�

�
�

�

�
� �

2
11

1�
. Òàêèì îáðàçîì, �1

* ãàðàíòèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è (9).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü F W L� 2, . Â ýòîì ñëó÷àå p � 2 è ñîîòíîøåíèå (36) èìååò âèä

C h
C

h
1

2 2
1� � � , èëè C h h C1

3
1 2 0� � �� . (42)

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

S h C h h C3 1
3

1 2 0( ) � � � �� . (43)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
âñåõ êîðíåé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðèìåíèì ôîðìóëó Êàðäàíî [16],
êîòîðàÿ èìååò âèä

h
q q

1
3 3

2 108 2 108
� � � � � � � �

� �
,

h
q q

2
3 2 3

2 108 2 108
� � � � � � � �� �

� �
,

h
q q

3
2 3 3

2 108 2 108
� � � � � � � �� �

� �
,

ãäå � � � �
1

2

3

2
i, � � � �27 42 3q p , q

C

C
� 2

1

, p
C

� �
�1

1

.

Õàðàêòåð êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò çíàêà âûðàæåíèÿ

�
�

1

2 3

4 27 128
� � � �

q p
.

Èññëåäóåì çíàê ïîëèíîìà S h3 ( ) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé åãî äåéñòâèòåëü-
íûõ êîðíåé. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ãðàôè÷åñêèé ìåòîä. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå
ñëó÷àè (ðèñ. 1, à– ã).

1. Åñëè �1 0� , òî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçíûõ êîðíÿ: îäèí èç
íèõ äåéñòâèòåëüíûé (íàïðèìåð, h1), äâà äðóãèõ — êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå.

Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (42) èìååò âèä ( )( )h h ah bh c� � � �1
2 0 ; åãî ðåøåíèåì

áóäåò çíà÷åíèå h h*& 1 (ðèñ. 1, à).

2. Åñëè �1 0� , òî âñå òðè êîðíÿ äåéñòâèòåëüíûå, äâà èç íèõ ðàâíû. Â ýòîì

ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (42) èìååò âèä ( )( )h h h h� � �1 2
2 0; åãî ðåøåíèåì áóäåò çíà-

÷åíèå h h* & 1 (ðèñ. 1, á, â).

3. Åñëè �1 0& , òî âñå òðè êîðíÿ äåéñòâèòåëüíûå è ðàçíûå. Â ýòîì ñëó÷àå íå-
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ðàâåíñòâî (42) èìååò âèä ( )( )( )h h h h h h� � � �1 2 3 0; åãî ðåøåíèåì áóäåò çíà÷å-

íèå h h
i

i
* min& (ðèñ. 1, ã).

4. Åñëè âñå òðè êîðíÿ äåéñòâèòåëüíûå è ðàâíûå, òî íåðàâåíñòâî (42) èìååò

âèä ( )h h� �1
3 0; åãî ðåøåíèåì áóäåò çíà÷åíèå h h* & 1 (ðèñ. 1, à).

Íàéäåííîå çíà÷åíèå h* ãàðàíòèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è (42), à çíà÷èò, è çàäà-
÷è (6). Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7), òî èññëåäóåìûé àëãîðèòì T-ýô-
ôåêòèâåí.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ �, ïðè êîòîðîì ìîæåò áûòü ðåøåíà
çàäà÷à (1) íà äàííîì êëàññå ôóíêöèé, íåîáõîäèìî íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ
d

dh
S h( ( ))3 0� .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì 3 01
2

1C h � �� , îòêóäà

h
C

* �
�1

13
. (44)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (42) ïîëó÷àåì, ÷òî çàäàííîå çíà÷åíèå � íà äàííîì êëàññå

ôóíêöèé íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå �1
* ,

� �1 1
2
2

13
9

2

* min� �
C C

, (45)

êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ïðè N
h

�
�

�
�

�

�
� �

1
1

*
. Î÷åâèäíî, ÷òî h*, îïðåäåëÿåìîå ñîîò-

íîøåíèåì (44), îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì S h3 ( ), ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è (9) â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì êëàññå ôóíêöèé.

Çàìå÷àíèå 2. Èñïîëüçóÿ îöåíêè ïîëíîé ïîãðåøíîñòè E íà êëàññàõ CL è

W L2, ñîîòâåòñòâåííî êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë R1 ( )� , R4 ( )� , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè (12), (17) (òåîðåìû 1, 4), ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíò C1,

C2 , à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèÿ çàäà÷ (6), (7) è (9), (10).

Çàìå÷àíèå 3. Èç òåîðåì 2, 3, 6, 7 ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè ïîëíîé ïîãðåøíîñòè E

íà êëàññàõ ôóíêöèé f FN� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â îáùåì ñëó÷àå òðàíñöåíäåíò-

íûå ôóíêöèè âèäà

E N N N( ) (sin ( , ), cos ( , ))� � � � . (46)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òàêîãî âèäà èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû (ìåòîä

ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ (áèññåêöèè), ìåòîä õîðä, ìåòîä êàñàòåëüíûõ (Íüþòîíà),
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�s-àëãîðèòì è äð.) [17, 18]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

ñ îäíîé ïåðåìåííîé (46) â àíàëèòè÷åñêîì âèäå íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî ïðèìå-

íèòü ðàçëîæåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû (îãðàíè÷èâà-

ÿñü äëÿ óïðîùåíèÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿäà) è àïïðîêñèìàöèþ òðàíñöåíäåíòíîãî

óðàâíåíèÿ ïîëèíîìîì âèäà a a N a Np
p

0 1� � �� . Äàëåå ìîæíî ïðîâîäèòü èñ-

ñëåäîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü â.à. a A T� ( , )� 0 âû÷èñëåíèÿ �-ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1) íà êëàññàõ ôóíêöèé f F FN� , , äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî âûâîäà
î âîçìîæíîñòè òàêîãî ïîñòðîåíèÿ âàæíî èìåòü òî÷íûå (èëè áëèçêèå ê íèì)
îöåíêè ñíèçó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè çàäà÷è. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèìè îöåíêàìè, ìîæíî îïðåäåëèòü: ðåàëüíî
ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà
èëè íåò; çàäà÷ó (1) «ïîãðóçèòü» â áîëåå óçêèé êëàññ (íàïðèìåð FN ) èëè èñ-
ïîëüçîâàòü êîìïüþòåð äðóãîãî êëàññà.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ðåàëèçàöèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëîâ îò áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùèå ðåçåðâû îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé.

1. Óìåíüøåíèå ìåðû ïîãðåøíîñòåé:
à) óòî÷íåíèå èñõîäíûõ äàííûõ (EÍ ):
� óòî÷íåíèå êëàññà;
� óòî÷íåíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè;
� ïîâûøåíèå òî÷íîñòè èñõîäíîé èíôîðìàöèè;
á) óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà E Ì :
� èñïîëüçîâàíèå îïòèìàëüíûõ, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ è îïòèìàëü-

íûõ ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè â.à.;
� îïòèìèçàöèÿ èíôîðìàöèîííîãî íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ (íàïðèìåð, îïòè-

ìàëüíàÿ ñåòêà óçëîâ);
� óâåëè÷åíèå ÷èñëà ôóíêöèîíàëîâ â èíôîðìàöèîííîì íàáîðå;
� ïåðåõîä â äðóãîé êëàññ èíôîðìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ, îáåñïå÷èâàþùèé

ñóæåíèå îáëàñòè íåîïðåäåëåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è;
� ïîëíîå èñïîëüçîâàíèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè äëÿ ñóæåíèÿ êëàññà ôóíêöèé;
â) óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ (E� ):
� èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ âûñîêîòî÷-

íûõ âû÷èñëåíèé;
� ñóæåíèå êëàññîâ (â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ôóíêöèîíàëîâ â èíôîð-

ìàöèîííîì íàáîðå);
� èñïîëüçîâàíèå ñõåì âû÷èñëåíèé, ìèíèìèçèðóþùèõ ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ

ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ;
� ïîâûøåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïóòåì âûáîðà êëàññà èíôîð-

ìàöèîííûõ îïåðàòîðîâ;
� óâåëè÷åíèå äëèíû ðàçðÿäíîé ñåòêè;
� âûáîð è ìîäåëèðîâàíèå ïðàâèë îêðóãëåíèÿ;
� èñïîëüçîâàíèå îïòèìèçèðîâàííîãî èíôîðìàöèîííîãî îïåðàòîðà.
2. Ñîêðàùåíèå ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè:
� èñïîëüçîâàíèå òî÷íîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè (êàê ñëåäñòâèå — ìåíåå æåñ-

òêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà è îêðóãëåíèÿ);
� óëó÷øåíèå êà÷åñòâà îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ìåòîäà è îêðóãëåíèÿ;
� ïîâûøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà;
� èñïîëüçîâàíèå áûñòðûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;
� ñîãëàñîâàíèå â.à. ñ àðõèòåêòóðîé êîìïüþòåðà;
� ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñ-

òâà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé, ïðè òåñòèðîâà-
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íèè êà÷åñòâà ðàçðàáîòàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ó÷èòûâàòüñÿ ïðè
ôîðìóëèðîâêå òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ öèôðîâîé
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è äðóãèõ êëàññîâ çàäà÷.
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