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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Óñòîé÷èâîñòü è îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîñëåäåéñòâèåì íàøëè îòðàæåíèå â ðàáîòàõ Í.Í. Êðàñîâñêîãî, À.Ì. Ëåòîâà
è Ý.À. Ëèäñêîãî [1, 2], Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, Â.Ð. Íîñîâà è Ë.Å. Øàéõåòà [3, 4]
è â äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ (ñì. òàêæå ïðèñòàòåéíûå ñïèñêè ëèòåðàòóðû).

Âîçìîæíîñòü ó÷åòà â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ èìïóëüñíûõ âîçìóùå-
íèé ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæåíà â ìîíîãðàôèè À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Í.À. Ïåðåñòþ-
êà [5], à òàêæå ïðåäìåòíî èçó÷åíà íå òîëüêî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
íî è äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ìîíîãðàôèè Å.Ô. Öàðüêîâà, Ì.Ë. Ñâåðäàíà [6].

Âëèÿíèå ìàðêîâñêèõ âîçìóùåíèé íà óñòîé÷èâîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
îïèñàíî â [3, 7–17] è â ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè À.Â. Ñêîðîõîäà [18]. Ìå-
òîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â çàäà÷àõ óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñëó÷àé-
íîé ñòðóêòóðû îïèñàí â ðàáîòå È.ß. Êàöà [19]. Óñòîé÷èâîñòü àâòîíîìíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ áûñòðûì ìàðêîâñêèì ïåðåêëþ÷åíèåì èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ
Â.Ñ. Êîðîëþêà [20–22].

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíà è ðåøåíà çàäà÷à î ïîâåäåíèè èìïóëüñíîé ñèñòå-
ìû ïðè íàëè÷èè ìàðêîâñêèõ âîçìóùåíèé (ïàðàìåòðîâ), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì (äëÿ ëèíåéíûõ ñèñ-
òåì ñâîéñòâîì ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì).

Ïðåäëîæåííàÿ èäåÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ íàçâàííîé âûøå çàäà÷è îñíîâàíà
íà ìåòîäå ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà [11]. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ñ ïîñëåäåéñòâèåì ýòà èäåÿ âîïëîùåíà â ðàáîòàõ [3, 6, 12–14, 19].

Íàñòîÿùàÿ ïóáëèêàöèÿ ðàçâèâàåò èäåè è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì â èíòåðïðåòàöèè ñòîõàñòèêè èìïóëüñíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ó÷èòûâàþùèõ ìàðêîâñêèå âîçìóùåíèÿ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ
ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ
ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈÉ

Ïóñòü ( , , , , )� � � �F P� � �{ }t t 0 — âåðîÿòíîñòíûé áàçèñ [15, 16];
{ }�( ),t t � 0 — ôåëëåðîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñ-
êîì ïðîñòðàíñòâå Y ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ P ( , , , )s y t � ; (� k , k � 0) —
ôåëëåðîâñêàÿ öåïü Ìàðêîâà ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H ñ
ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ íà k-ì øàãå Pk h G( , ) [17].

Äàëåå, ïóñòü ïåðåõîäíîé ïðîöåññ x x t m� �( ) R ñëó÷àéíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû çàäàí äèôôóçèîííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûì
çàïàçäûâàíèåì (ÄÄÓÇ) [13]

dx a t t x t x t dt b t t x t x t dw� 	 
 	( , ( ), ( ), ( ) ) ( , ( ), ( ), ( ))� � � � ( )t (1)
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ñ èìïóëüñíûìè ìàðêîâñêèìè âîçäåéñòâèÿìè
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� 	 	 	� � (2)
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k( ) ( ) ([ , ], ), ( ) ,0 0 00
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 � � 	 � � � �� � � � �D R Y H , (3)

ãäå t S t nk n� � � �{ }, N ; lim
n

nt

�

� 
�, D D R� 	([ , ], )� 0 m — ïðîñòðàíñòâî

Ñêîðîõîäà íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíêöèé, èìåþùèõ ëåâîñòîðîííèå ãðàíèöû,
w t w t m( ) ( , )� �� R — m-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [16].

Çäåñü âåêòîð x x t m� �( ) R — îòêëîíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé êîîðäè-
íàò m-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îò íåâîçìóùåííîãî çíà÷åíèÿ x t( ) � 0 � �t 0.
Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ óïðî-
ùåíèÿ èññëåäîâàíèÿ âûçâàíû ââåäåíèåì â ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ m-ìåð-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ a t y x x( , , , )1 2 : R Y R R R
 � � � m m m , b t y x x( , , , ):1 2

R Y R R R
 �� � � m m
m mM ( ) (ïðîñòðàíñòâî ( )m m� äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö)

ñêàëÿðíîãî ÷èñòîãî ðàçðûâíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t �R
1, äîïóñêàþùåãî

ðàçëîæåíèå [17]

P{ }� � � � � � � � � �( ) ( , ) | ( ) ( , , ) ( )t t t p t t o t
 � 
 � � � 
� � � � � , (4)

P{ }� � � � � � �( ) , | ( ) ( , ) ( )� � � 
 � � 	 
t t t t p t t o t� � �1 , (5)

� � � �, [ , ]� �Y 1 2 .

Çäåñü P{ }A B| — óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè âûïîëíåíèè ñîáû-
òèÿ B; o t( )� — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíî �t ; ôóíêöèè
p t( , , )� � è p t( , )� ïðåäïîëàãàåì çàäàííûìè; w t w t( ) ( , )� � — m-âåêòîðíûé
ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [15].

Êðîìå (4), (5) ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìàðêîâñêóþ öåïü �( )t ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé Y � { }y y yk1 2, , ..., è èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè q q qij i ij

j i

� ��
�

: ,
ïðè ýòîì

P{ }� �( ) | ( ) ( ) ( )t t y t y y q t t o tj i j ij
 � � � � 
� � � , i j k, ,�1 . (6)

Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå (1)–(3) èññëåäóåòñÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 , òî
ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

a t y b t y g t y hm m( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )0 0 0 0 0 0 0 0� � �� (7)

� � �t t0 0 , � �y Y , � �h H .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåðèìûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòû —
îòîáðàæåíèÿ a m m m:R Y R R R
 � � �  , b Mm m

m m: ( )R Y R R R
 �� � �  ,

óäîâëåòâîðÿþò ïî òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó àðãóìåíòàì óñëîâèþ Ëèïøèöà

| ( , , , ) ( , , , ) | || ( , , , ) ( , ,a t y x y a t y x y b t y x y b t y x1 1 2 2 1 1	 
 	 2 2, ) ||y �

� 	 
 	�1
1 2 1 2[| | | | ]x x y y , (8)

îòîáðàæåíèÿ g m m:R Y H R R
 � � �  ïî ÷åòâåðòîìó àðãóìåíòó óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèþ Ëèïøèöà

| ( , , , ) ( , , , )| | |g t y h x a t y h x x x1 2
2

1 2	 � 	� ( �8 )
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ðàâíîìåðíî ïî âñåì äðóãèì àðãóìåíòàì � � �t t0 0 , � �y Y � �h H , è óñëîâèþ
ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè íà òðèâèàëüíîì ðåøåíèè x t( ) � 0 çàäà÷è (1)–(3)

sup
t y

h

a t y b t y g t y
� �

�


 

0

0 0 0 0
, ,

(| ( , , , )| || ( , , , ) || | ( , ,
Y

H

h, )|0 � � 
�� (9)

� � �t t0 0 , � �y Y , � �h H .
Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x x t m� �( , )� R íàçîâåì ñèëüíûì ðå-

øåíèåì çàäà÷è Êîøè (1), (3) ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2), åñëè x m�R ñîãëà-
ñîâàí ñ ïîòîêîì 	-àëãåáð { }� t t t, � �0 0 ; � �t � , è óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ

x t x s a z z x z x z dz b z z x z

s

t

( ) ( ) ( , ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( )� 
 	 
� � � � , ( )) ( )x z dw z

t

	� �

0

(10)

ïðè âñåõ s t t t s t t tk k k k� � �
 
[ , ); ( , ),1 1 0 , è ïðè ýòîì

x t x t g t t x tk k k k k k( ) ( ) ( , ( ), , ( ))� 	 
 	 	 	� � (11)

ïðè âñåõ t tk � 0 è k n t tn� �inf { }: 0 .
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííûå âûøå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèÿ a b, è g ãàðàí-

òèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1
ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè � � � �t x um r

0 00, ,R R è

çàäàííûõ ðåàëèçàöèÿõ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà { }�( ),t t t� �0 Y è öåïè Ìàðêîâà
{ }� k k k, � �0 H [13, 18].

Ïîñêîëüêó ñèëüíîå ðåøåíèå x x t m� �( ) R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
íà÷àëüíûõ äàííûõ (3), åãî â äàëüíåéøåì óäîáíî îáîçíà÷àòü x t t x y h( , , , , )0 0 .

Çíà÷èò, ÄÄÓÇ (1), ìàðêîâñêèå ïðîöåññû �( )t è � k k k, � 0 , è íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ (3) îïðåäåëÿþò [13, 17, 18] ( )m
2 -ìåðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ( ( ), ( ), )x t t k� �
â ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ R Y H

m � � . Ïðè ýòîì x m�R õàðàêòåðèçóåò ñîñòî-
ÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t, à �( )t è � k — ñòðóêòóðó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ
ñèñòåìà â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè t S� .

Çàìåòèì, ÷òî ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ �( )t è � k k k, � 0 ,
ïîñòîÿííûå, à ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè
t t* ( )� � . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà êàæäîì ñëó÷àéíîì èíòåð-

âàëå âðåìåíè t t t* *	 � �� äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðè

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà �( )t ys� . Ïðè ýòîì â ìîìåíò t * ïåðåêëþ÷å-

íèå ñèñòåìû (1) ñëåäóåò çàäàòü äëÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) (ñòðóêòóðû) íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ. Êàê ïðàâèëî, îíè âûáèðàþòñÿ èç òðåáîâàíèé íåïðåðûâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ òðàåêòîðèè x m�R êàê ðåøåíèÿ ÄÄÓÇ (1)–(3).

Íàïðèìåð [19], ñëó÷àéíûé ïàðàìåòð �( )t ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü óïðóãèå
ñâîéñòâà ñèñòåìû èëè ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Äðóãîé ïðèìåð
�( )t ìîæåò ñëóæèòü õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîãî ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ
ìàññû èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî óñòðîéñòâà èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Òîãäà âåðíà òåîðåìà
îá èçìåíåíèè êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èëè êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà, à çíà÷èò, ôàçî-
âûé âåêòîð x m�R äîëæåí èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîîáðàçíî.

Äëÿ ó÷åòà ïðèâåäåííûõ ñèòóàöèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ìîìåí-
òà âðåìåíè t * ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû (1) (çà ñ÷åò ïåðåõîäà �( )t èç ñîñòîÿíèÿ

�( )*t yi	 �0 â ñîñòîÿíèå �( ) ,*t y i jj� � ) çàäàí óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x t( )* äëÿ èçìåíèâøåéñÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû [19]:

P{ }x t z z dz x t x t p t dz o dzij
z

x
( ) ( , ) | ( ) ( ) ( , ) ( )* * * *� 
 	 � � 
0 , (12)

ãäå pij
z

x
( , )
 — óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà ( ( ), ( ))x t t�
íåïðåðûâíû ñïðàâà. Ïðè ýòîì âûäåëèì òðè íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ñè-
òóàöèè [19]:

• åñëè â ìîìåíò ñêà÷êà t * ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t ôàçîâûé âåêòîð

x m�R èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, òî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàâíà

p t z xij
z

x
( , ) ( )* � 	� ; (13)

• åñëè â ñèòóàöèÿõ, ïîäîáíûõ ñêà÷êîîáðàçíîìó èçìåíåíèþ ìàññû, ôàçîâûé
âåêòîð èçìåíÿåòñÿ ïî íåñëó÷àéíîìó çàêîíó x t x tij( ) ( ( ))* *� 	� 0 , òî

p t z xij
z

x ij( , ( ( ))*
) � 	� � ; (14)

• ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíî ñëåäóåò ïðèíèìàòü â ìåõàíè÷åñ-
êèõ çàäà÷àõ ëèíåéíîå óñëîâèå ñêà÷êà

x t K x tij( ) ( )* *� � 	0 , (15)

ãäå Kij — çàäàííàÿ m m� -ìàòðèöà.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÑÈËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÄËß ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ ÄÄÓÇ

Ïóñòü Pk y h G(( , ), )� � — ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü öåïè Ìàðêîâà { }� �( ),tk k
íà k-ì øàãå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè â òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ
îáîçíà÷åíèÿìè âåðîÿòíîñòíûõ ñîáûòèé [17], ñâÿçàííûõ ñ ýòîé öåïüþ, ïðèñâî-
èì èíäåêñû ýòèì âåðîÿòíîñòÿì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà
P P

y,h

t
k k k

k t G y h G( ) (( , ), )� � �� � � ��� � ïðè âñåõ t t y hk � � �0 , ,Y H è áî-

ðåëåâñêèõ � � Y , G � H .
Òåïåðü ââåäåì ôóíêöèþ [17]

P Pk y,h

t
k ky h x G C x t t y h x Ck(( , , ), ) ( ( , , , , )� � � � �
1 , � �tk
 �1 �, � k G
 �1 ) (16)

ïðè âñåõ t S t k x y hk k
m� � � � � � �{ } { }, , , ,N R Y H0 è áîðåëåâñêèõ

C m� R , � � Y , G � H .
Îïðåäåëåíèå 2. Äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà Lv y h xk ( , , ) íà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èçìåðèìûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé v y h xk ( , , ): Y H R R� � m 1,

k � �N { }0 äëÿ ÄÄÓÇ (1) ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

L P

Y H R

v y h x y h x du dz dl v u z l vk k k
m

( , , ) ( , , )( ) ( , , )� � � 	

� �


� 1 k y h x( , , ) . (17)

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè t kk � � ïðè âñåõ k �N è íåêîòîðîì � � 0 îòîáðàæåíèÿ

a b, è g íå çàâèñÿò îò t , ïðîöåññ �( )t è öåïü Ìàðêîâà �k îäíîðîäíûå, òî ñèñòåìó
(1), (2) íàçîâåì àâòîíîìíîé.

Â ñëó÷àå àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1), (2) èíäåêñ k ôóíêöèè Pk y h x(( , , ),
� � �G C ) ìîæíî îïóñòèòü è äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà ñëåäóåò îïðåäåëèòü
ðàâåíñòâîì

L P

Y H D

v y h x y h x du dz dl v u z l( , , ) ( , , )( ) ( , , )
([ , ])

� � �
� � 	

�
� 0

	 v y h x( , , ) . (18)

Ïðè ðàçâèòèè âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äëÿ ÄÄÓÇ (1) ñ èìïóëüñíûì âîçäåé-
ñòâèåì (2) ïîíàäîáÿòñÿ ñïåöèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé v y h xk ( , , ) ,
k �N .
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Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî äëÿ ñèñòåìû ñëó÷àé-
íîé ñòðóêòóðû (1), (2) íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé
{ }v y h x kk ( , , ), � 0 , åñëè:

1) ïðè âñåõ k y h x m� � � �0, , ,Y H R îïðåäåëåíî âûðàæåíèå (17);

2) v r v y h xk
k N y

h x r

( ) ( , , )
,

, || ||

� �
� �

� � �

inf
Y

H

ïðè r � ; (19)

3) v r v y h xk
k N y
h x r

( ) ( , , )
, ,
, || ||

� 
� �
� �

sup
Y

H

0 ïðè r  0 , (20)

ïðè÷åì v r( ) è v r( ) íåïðåðûâíû è ìîíîòîííû.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðå÷ü èäåò îá óñòîé÷èâîñòè (1)–(3), òî áóäåì ñ÷èòàòü â (9)

� � 0 , è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîâîðèòü îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 5. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ÄÄÓÇ (1)–(3) (ñèñòåìó

(1)–(3)) íàçîâåì:
• óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè � � �� �1 20 0, ìîæíî óêàçàòü òàêîå

�� 0 , ÷òî èç íåðàâåíñòâà || ( ) ||x0 � �� , 	 � �h � 0 , ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

P sup
t t

x t t y x h
�

�
�
�
�

�
 
!
�

0

0 0 1 2| ( , , , , )| � � (21)

ïðè âñåõ y h� �Y H, è t0 0� ;
• àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè âûïîëíåíî (21) è ìîæ-

íî óêàçàòü òàêèå �1 0� è �2 0� , ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ðåàëèçàöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ íåðàâåíñòâó

sup { }
t t

x t t y x h
�

�
0

0 0 1P | ( , , , , )| � ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim | ( , , , , )|
t

x t t y x h
�

�P{ }0 0 0 (22)

ïðè âñåõ t y h0 0� � �, ,Y H è || ( ) ||x0 2� �� ;
• àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî âåðî-

ÿòíîñòè è äëÿ ëþáîãî �� 0 ñóùåñòâóåò �1 0� òàêîå, ÷òî

lim | ( , , , , )|
� �

�
� �

� �P{sup }
t

x t t y x h0 0 0 (23)

ïðè âñåõ || ( ) ||x0 1� �� , y h� �Y H, è t0 0� .
Îïðåäåëåíèå 6. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ÄÄÓÇ (1)–(3) (ñèñòåìó

(1)–(3)) íàçîâåì:
• p-óñòîé÷èâûì (ïðè p� 0), åñëè � �� 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå �� 0 , ÷òî èç

íåðàâåíñòâà || ( ) ||x0 � �� ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E{ }| ( , , , )|,x t t y x h p
0 0 � � (24)

ïðè âñåõ y h� �Y H, , t0 0� , t t� 0 , x m
0 �D R( ) — ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâ-

íûõ ñïðàâà âåêòîð-ôóíêöèé, êîòîðûå èìåþò ëåâîñòîðîííèå ïðåäåëû;
• àñèìïòîòè÷åñêè p-óñòîé÷èâûì (ïðè p� 0), åñëè îíî p-óñòîé÷èâî è

ñóùåñòâóåò òàêîå �1 0� , ÷òî èç íåðàâåíñòâà || ( ) ||x0 1� �� ñëåäóåò

lim | ( , , , , )|
,t y h

pE x t t y x h
� � �

�sup { }
Y H

0 0 0 (25)

ïðè âñåõ t0 0� , x m
0 ( ) ( )� �D R .
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Çàìå÷àíèå 1. Ïðè p � 2 áóäåì èìåòü óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñ-
êîì (l.i.m) (24) è àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â l.i.m.

Îïðåäåëåíèå 7. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 ÄÄÓÇ (1)–(3) (ñèñòåìó
(1)–(3)) íàçîâåì ýêñïîíåíöèàëüíî p-óñòîé÷èâûì ïðè íåêîòîðîì p� 0 , åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå �� 0 , ÷òî èç íåðàâåíñòâà || ( ) ||x0 � �� ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E{ }| ( , , , , )| || ( ) ||( )
x t t y h x Me xp t t p

0 0
0� 	 	� � (26)

ïðè íåêîòîðûõ M � �0 0, � äëÿ y h t t t� � � �Y H, , ,0 00 .
Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî ïðè p � 2 áóäåì èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé-

÷èâîñòü â l.i.m.
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè (22), (23) èëè (25) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x m

0 ( ) ( )� �D R ,

òî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó íàçâàíèþ óñòîé÷èâîñòè áóäåì äîáàâëÿòü âûðàæåíèå
«â öåëîì».

3. ÎÁÙÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÈËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÈÌÏÓËÜÑÍÎÉ ÄÄÓÇ

Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðèâåäåì âíà÷àëå îöåíêó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2)
íà èíòåðâàëàõ ( , )t tk k
1 ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ t kk , � 0 .

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëèïøèöà (8), (8 �) è íåðàâåíñòâà ðàâíî-
ìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó àðãóìåíòàì äëÿ a è b:

| ( , , , )| || ( , , , ) || [ || || || || ]a t y x x b t y x x x x1 2 1 2
1

1 2
 � 
� , (27)

è ïî ÷åòâåðòîìó àðãóìåíòó äëÿ g:
| ( , , , )| || ||g t y h x x1

2
1� � (27�)

� � � �t T y h[ , ], ,0 Y H .

Òîãäà äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ÄÄÓÇ (1)–(3) ïðè âñåõ k � 0
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup {
t t t

k k k

k k

x t t t x t
�







 � 
 	
[ , ]

|| ( ) || ( )exp ( )(| (
1

1 1� � � )| | ( )| ( ))
 	 
 	
x t t tk k k� � 1 . (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè � � 
t t tk k[ , )1 ïî îïðåäåëåíèþ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ (10),

(11) äëÿ èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè (1)–(3) ëåãêî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

| ( )| | ( )| | ( , ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ,x t x t a s s x s x s h a s sk� 
 	 	� � 0 0)| ds

t

t

k

� 



 	 	 
� | ( , ( ), ( ), ( )) ( , ( ), , )| | ( ,b s s x s x s h b s s ds a s

t

t

k

� � 0 0 �( ), , )|s ds

t

t

k

0 0� 



 � 
 	 
 
� 
| ( , ( ), , )| | ( )| ( ) | ( )b s s ds x t t t x s

t

t

k k k

k

� � �0 0 1 � | ds

t

t

k

� . (29)

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå íîðìû || ( ) || | ( )|x t x t
h


 � 

	 � �

� �
�

sup
0

, èç (29) ìîæíî ïî-
ëó÷èòü

|| ( ) || || ( ) || ( ) || ( ) ||x t x t t t x s dsk k k

t

t

k


 � 
 
 	 
 

� � � �1 �� . (30)

Èñïîëüçóÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ïîëó÷èì

sup
t t t

t t
k

k k

k kx t e x t t
� �

	






 � 
 

1

1|| ( ) || ( || ( ) || (( )� � ��
k kt
 	1 )) . (31)

Ïðè t tk� 
1 ðåøåíèå èìïóëüñíîé ñèñòåìû (1)–(3) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðà-
âåíñòâó
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| ( )| | ( )| | ( , ( ), , (x t x t g t t x tk k k k k k
 
 
 
 
 
� 	 
 	 	1 1 1 1 1 1� � )) ( , ( ), , )|	 	 

 
 
g t tk k k1 1 1 0� �


 	 � 
 	 
 �
 
 
 
| ( , ( ), , )| ( )| ( )|g t t x tk k k k1 1 1 10 1� � ��

� 
 
 

� � 


( ) | ( )|1
1

� sup
t t tk k

x t � � . (32)

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî (28).

Çàìå÷àíèå 4. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � � 0 â (9), à òàêæå ÷òî

k
k t t t t

t t
k

0
0 0 1

10 0
�

� � �
�

�
�
�

sup{ N : }, ,
, [ , ].

(33)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü:
1) 0 01� 	 � � �
| | , ,t t kk k � � N ;
2) âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèïøèöà (8);
3) ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà { }v y h xk ( , , ) è

ôóíêöèîíàëîâ { }a y h x kk ( , , ) , �N , òàêèå, ÷òî â ñèëó ñèñòåìû (1)–(3)

( )( , , ) ( , , )Lv y h x a y h xk k� 	 . (34)

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ÄÄÓÇ (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè
óñòîé÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � tk
– ìèíèìàëüíàÿ 	-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

èçìåðèìû �( )t ïðè âñåõ t t tk�[ , ]0 è � n ïðè n k� .
Òîãäà óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E{ | }� � tk

ñëåäóåò âû÷èñëèòü ñî-
ãëàñíî [17] ïî ôîðìóëå

E v t x t x tk k k k k tk
{ ( ( ), , ( ), ( ))| }
 
 
 
 
 	 �1 1 1 1 1� � � �

� � � 
 �
�
�

P

Y

k k y t

x x

y x du dz dl v u z l
k

k

tk

(( , , )( ) ( , , )) ( )� �
� �

1

� �
�

H R
m

. (35)

Â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëÿïóíîâà ( )( , , )Lv y h xk
èç ðàâåíñòâà (35), ó÷èòûâàÿ (34), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

E{ }v t x t x t v tk k k k k t kk
 
 
 
 
 	 �1 1 1 1 1( ( ), , ( ), ( ))| ( (� � � �� k k k kx t x t), , ( ), ( ))� �	 



 	 � 
 	Lv t x t x t v x t x tk k k k k k k( ( ), , ( ), ( )) (| ( )| | ( )| )� � � � . (36)

Â ñèëó ëåììû 1 ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà v ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (36), èáî äëÿ íîð-

ìû | | ( )| |x tk 
 � âûïîëíåíî íåðàâàíñòâî | | ( )| | || || ( )
( )

x t x ek
k k t tk k
 � 
 	 	
� 1 0 1 0�

�
,

êîòîðîå ïðè êàæäîì t tk � 0 â ñèëó (32) îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, ïðîïîðöèîíàëü-
íîé || ||x , ðàâíîìåðíî ïî y h� �Y H, è t0 0� .

Òåïåðü ñ ó÷åòîì (35) íà îñíîâàíèè ðåøåíèé (1)–(3) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-
ùåå ðàâåíñòâî:

( )( ( ), , ( ), ( ))Lv t x t x tk k k k k� � �
 	 �1

� 	 	
 
 
 
 
E{ ( ( ), , ( ), ( ))|v t x t x tk k k k k tk1 1 1 1 1� � � � }

	 	 � 	v t x t x t a t x t x tk k k k k k k k k( ( ), , ( ), ( )) ( ( ), , ( ), (� � � � � k 	 ��)) 0 . (37)

Òîãäà ïðè k �N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E{ }v t x t x t v tk k k k k t kk
 
 
 
 
 	 �1 1 1 1 1( ( ), , ( ), ( ))| ( (� � � �� k k k kx t x t), , ( ), ( ))� �	 ,

à çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí { }v t x t x tk k k k k( ( ), , ( ), ( ))� � �	
ïðè k �N îáðàçóåò ñóïåðìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî � tk	� [15].
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Äàëåå, âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (37) è
ïðîñóììèðîâàâ ïî k îò n k� 0 äî N , ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå çàïèøåì â âèäå

E{ }v t x t x tN N N N N
 
 
 
 
 	 	1 1 1 1 1( ( ), , ( ), ( ))� � �

	 	 �E{ }v t x t x tn n n k k( ( ), , ( ), ( ))� � � E L{ }v t x t x tk k k k k

k=n

N

( ( ), , ( ), ( ))� � �	 ��

� 	 	 �
�
�E{ }a t x t x tk k k k k

k n

N

( ( ), , ( ), ( ))� � � 0 . (38)

Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1 ëåãêî çàïèñàòü öåïî÷êó íåðàâåíñòâ � ��1 0 :

P sup
t t

x t t y h x
�


 �
�
�
�

�
 
!0

0 1| ( , , , , )|� � � 

�
�
"

�"

�
 

� � �
 	 


P sup sup
n N t t tk n k n

x t t y h x

0 1 0

0| ( , , , , )|�
"

!"
�

� 
 

�

	

 	


 	 

P sup

n N

t t
k ne x t t y hk n k n( ) | ( , , , ,

( )
1 0 1 0

0 1 0�
�

� x)|�
�
�
�

�
 
!
��1

� 
 �



�
�
�

�
 
!
�

�

 	

	
P sup

n N
k nx t t y h x e| ( , , , , )|

0 1 0
1

1
�

�

�
��

� �
�


 	 
 	 
 	 
 	P sup
n N

k n k n k n k nv t x t v
0 0 0 01 1 1 1

1( ( ), , ( ))� �
�

1


#

$
%

&

'
(

�
�
�

�
 
!

	

�
��e . (39)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè sup || ( ) ||x t rk 
 �� , òî íà îñíîâàíèè (19) äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

sup inf
k k

k k k k k
k k y
h

v t x t x t
� � �

�

	 �
0 0

( ( ), , ( ), ( ))
, ,

� � �
Y

H, | |

( , , ) ( )

x r

kv y h x v r

�

� . (40)

Äàëåå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì äëÿ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ñóïåðìàðòèíãàëîâ [16, 17] äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè (39):

P sup
n N

k n k n k n k n kv t x t x t
�


 	 
 	 
 	 
 	0 0 0 0 01 1 1 1( ( ), , ( ), (� � 
 	
		 �




#

$
%

&

'
(

�
�
�

�
 
!
�n v e1

1

1
�

�
))

�
��

�




#

$
%

&

'
(

�




#

$
%

	 	

1

1 1
1 1

0

v e

v y h x
v x

v e

k
� �

� �
�� ��

( , , )
(| | | | )

&

'
(

. (41)

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (39), èñõîäÿ èç (41), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
(25), à çíà÷èò, òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ÄÄÓÇ (1)–(3) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì äëÿ ñèëü-
íîãî ðåøåíèÿ ÄÄÓÇ (1)–(3).

Íåðàâåíñòâî (38) äàåò îöåíêè

E{ }v t x t x t v y h xN N N N N k
 
 
 
 
 	 �1 1 1 1 1 0
( ( ), , ( ), ( )) ( , , )� � � 	

	 	 �
�
�E{ }a t x t x t v y h xk k k k k

k n

N

k( ( ), , ( ), ( )) ( , , )� � �
0

(42)

ïðè âñåõ N k y h x m� � � �0 , , ,Y H R .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }ak , k N� , îáðàçóåò ôóíêöèîíàë Ëÿ-
ïóíîâà, äîëæíû ñóùåñòâîâàòü íåïðåðûâíûå ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè a r( ) è
a r( ) , ðàâíûå íóëþ â íóëå è òàêèå, ÷òî

a x a y h x a xk( || || ) ( , , ) ( || || )� � (43)

� � � �k N y h, ,Y H è x m�R .
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Òàêèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (42) ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà E{ }a x t t y h xk

k k

(| ( , , , , )|0

0�

�

� äëÿ t0 0� , y�Y , h�H , x t m( )�R ,

x t n( )	 �� R . Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè a r( ) è ðàâåíñòâà a( )0 0� èìååì

lim | ( , , , , )|
k

kx t t y h x
�

�0 0 . (44)

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè v x t t y h xk( || ( , , , , ) || )0 ïðè k  � äëÿ âñåõ t0 0� , y�Y , h�H , x t m( )�R ,

x t m( )	 �� R .
Çíà÷èò, èç ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî çàêëþ÷àåì, ÷òî íå-

îòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë v t x tk k k k( ( ), ( )),� � ïðè k  � ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïî âåðîÿòíîñòè íà âñåõ ðåàëèçàöèÿõ ïðîöåññà � � �( ) ( , )t t� è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çíà÷åíèé öåïè Ìàðêîâà � k .

Äàëåå, íåîòðèöàòåëüíûé îãðàíè÷åííûé ñâåðõó ñóïåðìàðòèíãàë èìååò ïðå-
äåë ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà [16]. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ëåììû 1, ïîëó÷èì
àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì èìïóëüñíîé
ÄÄÓÇ (1)–(3) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 6. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 1, à â ñèëó ñèñòå-
ìû (1)–(3) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî
{ }v kk , � 0 èìååò ìåñòî Lv t y h xk ( , , , )� 0 äëÿ k N� , y�Y , h�H , x m�R . Òîãäà

ñèëüíîå ðåøåíèå èìïóëüñíîé ÄÄÓÇ (1)–(3) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîëó÷åíèè öåïî÷êè íåðàâåíñòâ (38)–(40) â òåîðåìå 1

ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü íåïîëîæèòåëüíîñòü Lvk , à íå íåðàâåíñòâî (34). Ïî-
ýòîìó âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 6 óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ÄÄÓÇ (1)–(3) ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì (21). Çíà÷èò, ñèëüíîå ðåøåíèå èì-
ïóëüñíîé ÄÄÓÇ (1)–(3) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)–3) òåîðåìû 1, ïðè÷åì ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà { } { }v a kk k, , � 0 , óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì äëÿ íåêîòîðûõ p� 0 :

c v y h x t x t ck
p

1
2

20| ( )| ( , , ( ), ( )) || ( ) ||� � � �� 	 � , (45)

c a y h x t x t ck
p

3
2

4| ( )| ( , , ( ), ( )) || ( ) ||� � � � �� 	 � (46)

ïðè c ii � �0 1 4, , , è äëÿ âñåõ k N y h x t x tm m� � � � 	 �, , , ( ) , ( )Y H R R� .

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 èìïóëüñíîé ÄÄÓÇ (1)–(3) àñèìïòîòè-
÷åñêè p-óñòîé÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (37) ïðè n k� 0 , íà îñíîâàíèè (45)

ëåãêî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

E E{ {|| ( ) || } ( ( ), , ( ), (x t
c

v t x t x tN
p

N N N N
 
 
 
 
�1
1

1 1 1 1
1

� � N 
 	 �1 �))}

� 	 �
1

1
0 0

2

1
00 0 0c

v t x x
c

c
xk k k

p
E{ }( ( ), , , ) || ||� � � (47)

äëÿ âñåõ N k k N x m� � �0 0 0, , ( )D R è íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñëó÷àéíî-

ãî âåêòîðà { }� �( ),tk k0 0
. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ 7 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

p-óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (1)–(3).
Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (38), (45) è (46), ïîëó÷àåì

E E{| } {| ( ) || ( ( ), , ( ), ( )x t
c

a t x t x tp

k k

N

k k k k k0
30

1

�
� � 	� � � )}

k k

N

�
� �

0

� 	 �
1

3
0 0

4

3
00 0 0c

v t x x
c

c
xk k k

p
E{ }( ( ), , , ) || ||� � � . (48)
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Ýòî íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà, ÷ëåíàìè êîòîðîãî âûñòóïàþò
E{ }|| ( ) ||x tk

p äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ x t xk( ) ( )
0 0
 �� � è íà÷àëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà { }� �( ),tk k0 0
.

Òàêèì îáðàçîì,

lim || ( , , , , ( )) ||
,k y h

k
px t t y h x

� � �
�sup { }

Y H

E 0 0 0�

ïðè âñåõ t0 0� , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 3. �
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî (45), òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 èìïóëüñíîé ÄÄÓÇ (1)–(3) p-óñòîé÷èâî
â öåëîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî �1 0� , ÷òî

| |t tk k
 	 �1 1� (49)
ïðè âñåõ k N� .

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå èìïóëüñíîé ñèñòåìû (1)–(3) ýêñïîíåíöèàëüíî
p-óñòîé÷èâî â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (32) (ïðè � � 0) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî íåðàâåíñòâî (30) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêîãî x m

0 ( ) ( )� �D R ïðè âñåõ t S� .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ t t tk k� 
( , )1 , k n� , èç îïðåäåëåíèÿ (33) äëÿ k0 ñëåäóåò íåðà-
âåíñòâî

e e e
t t t tk k k

	 	 	 	�
� � �( ) ( )0 0 � . (50)

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è äîêàçàííûì ðà-
íåå ðàâåíñòâîì

E{ }( ( ( ), , ( ), ( ))|v t x t x tk k k k k tk
 
 
 
 
 	 �1 1 1 1 1� � � �

� 	 
v t x t x t v t x t xk k k k k k k k k( ( ), , ( ), ( )) ( )( ( ), , ( ),� � � � �L ( ))tk 	 � (51)

äëÿ k N� , t t� �0 0 è âñåõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x m
0 ( ) ( )� �D R , �( )t0 �Y ,

� k0
�H .
Èç óñëîâèé òåîðåìû 4 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

( )( , , ) ( , , ) | | ( , , )Lv y h x a y h x c x
c

c
v y h xk k

p
k� 	 � 	 � 	3

3

2
. (52)

Òîãäà èç (50) ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò
óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à èìåííî:

E E{ { }}v t x t x tk k k k k tk
 
 
 
 
 	 �1 1 1 1 1( ( ), , ( ), ( ))|� � � �

� 	 	( ) ( ( ), , ( ), ( ))1 3

2

c

c
v t x t x tk k k k kE{ }� � � . (53)

Ïóñòü k0 1� , òîãäà îöåíêà (53) äëÿ k k� 0 ïðèìåò âèä

E E{ { }}v t x t x tk k k k k tk
( ( ), , ( ), ( ))|� � �	 ��

� 	 		( ) ( ( ), , ( ), ( ))1 3

2

0
0 0 0 0 0

c

c
v t x t x t

k k
k k k k kE{ }� � � . (54)

Îòñþäà â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 4 ëåãêî çàïèñàòü

E E{| } {| ( , , , , ( )) || ( ( ), , ( ,x t t y h x
c

v t x t tk k
p

k k k0 0
1

1
� � �� k y h x

0 0, , , ))} �

� 	
#

$
%%

&

'
((

	
c

c

c

c
x

k k
p2

1

3

2
01

0

|| ( ) ||� . (55)
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Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü c c2 3� , òîãäà 1 013
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#

$
%%

&

'
((�

c

c
( , ) .

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (50), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 4.�

4. ÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü ðàáîòû íà êîíêðåòíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ, êîòîðûå îïèñûâàþò ìíîãèå ðåàëüíûå ñèñòåìû.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå (� , � , F �
� � � �{ }� �t t t, , )0 0 P ëèíåéíîå ÄÑÄÓ ñ çàïàçäûâàíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðåãóëèðóåìîãî îáúåêòà, óïðàâëåíèå êîòîðûì îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïî çâóêó [10] (íàïðèìåð, óïðàâëåíèå àâòîìàòîì ïî çâó-
êó íà ðàññòîÿíèè) è êîòîðîå ñîäåðæèò ìàðêîâñêèé ïðîöåññ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà

dx t t x t bx t h dt cx t dw t( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )� 
 	 
� (56)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
x t ht( ) | ( ), [ , ]
 � � 	�� � � �0 0 , (57)

ãäå b c, — äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû, h� 0 — ïîñòîÿííîå çàäàííîå çàïàçäûâà-
íèå; � �( ) ( )�D R

1 — ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíêöèé, èìåþùèõ
ëåâîñòîðîííèå ïðåäåëû (ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà [18]); �( )t — îäíîðîäíûé
ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè: y1 è y2 ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñ-
òÿìè [19]:

P{ }� �( ) , ( ) ( ) ( ), , ,t y s y q t s o t s i jj i ij� � � 	 
 	 �1 2 ,

P{ }� �( ) , | ( ) ( ) ( )z y s z z y q t s o t sj i i� � � � � 	 	 
 	1 1 ; (58)

ãäå q qi ij

j i

�
�
� . Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîé p-óñòîé÷èâîñòè â öåëîì íà êîýôôèöèåíòû ÄÄÓÇ ñ ìàðêîâñêèì âîçìóùå-
íèåì — ïàðàìåòðîì, îïèñûâàåìûì ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (58).

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ñòîõàñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî
[3, 4, 12, 20]

v t y x t x t h y x t y b x dk k

t h

t

( , , ( ), ( )) | | ( ) ( )	 � 

	
�

2
1

2 � � , (59)

ãäå k �1 2, , à y1 è b èìåþò îäèí çíàê, ïîñêîëüêó v t x t x t h yk( , ( ), ( ), )	 � 0 .
Îòìåòèì [12, 19], ÷òî ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð L( )� äëÿ

g s( , ( ))� 0 â ñèëó ÄÄÓÇ (1)–(3) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( )( , )
( , ( ))

(( )( , ( )), ( , ))Lg s
g s

s
g s a s�

�
� ��

)

)

 * 


0
0


 * 

1

2
02sp(( )( , ( ))) ( , ) ( , )g s b s b sT� � �


 	 	 	
�
�[ ( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( ))]v s y h v s y h qj i ij

j i

k

� � � �0 0 . (60)

Â äàííîì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà â ìîìåíòû èçìå-
íåíèÿ ñòðóêòóðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1), (2) y yi j ðåøåíèå (1), (2) (ôàçî-
âûé âåêòîð) èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî

x x x( ) ( )� �	 � � . (61)

Åñëè æå â ìîìåíò �� t0 ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ðåøåíèå x( )�
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîì íàõîäèëàñü ñèñòåìà íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû, âûçâàííûì ïåðåõîäîì � �( )	 � y j â
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� �( ) � �y yj i , òî áóäåì ïðåäïîëàãàòü x k x i jij( ) ( ( )),� �� 	 � , ãäå k ij ( )� — íåïðå-
ðûâíàÿ n-âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì k ij ( )0 0� .

Òîãäà â ôîðìóëå (60) äëÿ Lg( , )� � ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå èìååò âèä

[ ( , , ( ( )), ( ( ))) ( , , ( ), (v s y k x s k x s h v s y x s x sj ij ij i	 	 	 	 	0 	 	
�
� h qij

j i

k

0)) ] .

Îñîáûé èíòåðåñ íà ïðàêòèêå èìååò ñëó÷àé, êîãäà k ij ( )� — ëèíåéíàÿ ôóíê-
öèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà k ij , ÷òî

x k xij( ) ( )� �� 	 . (62)

Ïðè ýòîì â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ (1), (2), ò.å. âû-
ïîëíåíèÿ (61), â (62) ñëåäóåò k Iij � (I — åäèíè÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà).

Ôóíêöèîíàëû, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, èìåþò
âèä

v s l s d

h

( , ) ( ) ( , ( ), ( ))� � � � � ��
	
� H 0
0

, (63)

ãäå l C� 
' ( )R , ôóíêöèîíàë H ( , ( ), ( ))s � � � 0 — îäèí ðàç íåïðåðûâíî-äèôôå-
ðåíöèðîâàííûé ïî s� 
R , äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðîâàííûé ïî òðåòü-
åìó àðãóìåíòó è ñóùåñòâóþò ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå Ôðåøå ïî âòîðîìó
àðãóìåíòó.

Òîãäà â ñèëó ÄÄÓÇ (1), (3) ñóùåñòâóåò Lv s( , )� è âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî
[12, 19] ïî ôîðìóëå ( ( ) ([ , ]))� � �� � 	C h 0 :

L H Hv s l s l h s h( , ) ( ) ( , ( ), ( )) ( ) ( , ( ), ( ))� � � � �� 	 	 	 	0 0 0 0

	 

	
�

dl

d
s d l s

h

( )
( , ( ), ( )) ( )( )( , ( ), ( )

�

�
� � � � � � � �H L H0 0

0

1 )d
h

�

	
�
0

, (64)

ãäå îïåðàòîð L1 äåéñòâóåò íà H ( , ( ), ( ))s � � � 0 ïî ïåðâîìó è òðåòüåìó àðãóìåí-
òàì ïî ïðàâèëó (60) ïðè ôèêñèðîâàííîì âòîðîì àðãóìåíòå.

Èñõîäÿ èç òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (ôîðìóëû (60) è (63)) è âû÷èñëåíèÿ
Lv( , , , )� � � � íà ðåøåíèÿõ ÄÄÓÇ (56)–(58) [12, 18], ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðà-
òîð (ÑÈÎ) ïðèìåò âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî x t h x t( ), ( )	 , à èìåííî

Lv t y x t x t h x t y y by c q yk k k( , , ( ), ( )) ( )[ | | (|	 � 
 
 
2
1

2
122

1

2
2 1 21 1 2| ) ( | | )]	 
 	 	y q y y

	 	 
 	y bx t h x t x t h b yk1
2 2( ) ( ) ( ) | | . (65)

ÑÈÎ â ñèëó òåîðåìû 4 äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé p-óñòîé÷èâîñòè â öåëîì òðåáó-
åò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

Lv t y x t x t hk( , , ( ), ( ))	 � 0 . (66)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ (66) ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñèëüâåñòðà ìàòðèöà A êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû (65)

A
y b b y

b y y y by q q y y c

k

k k k

�
	


 
 	 	 


1

1 12 21 2 12
1

2

| |

| | | | ( )(| | ) 2

+

,

-
-

.

/

0
0

äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíî-îïðåäåëåííîé. Çíà÷èò, ãëàâíûì ìèíîðàì ìàòðèöû
A íåîáõîäèìî ìåíÿòü çíàê 	 íà +, ò.å.

�1 1 0� 	 �y b ;

� 2 1 1
2

12 21 2 12
1

2
� 	 
 
 
 	 	+

,-
.

/0
	y b y y by c q q y y bk k| | ( )(| | ) 2 2 0 1 2y k

k
� �, , . (67)
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Óïðîñòèâ (67), ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé p-óñòîé÷èâîñ-
òè â öåëîì:

y y y by c q q y y byk k k1 1
2

12 21 2 1
22

1

2
| | ( )(| | )
 
 
 	 	+

,-
.

/0
� 	 , k �1 2, . (68)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) ïóñòü k �1 , òîãäà óñëîâèå (68) èìååò âèä

2 2 01
2

1 12 21 2 1y by q q y y
 
 	 	 �( )(| | ) . (69)

2) ïóñòü k � 2 , òîãäà óñëîâèå (68) âûðàçèì êàê

2 2 2 1 12 21 2 1
2
2

1
y y by q q y y

by

y
| | ( )(| | )
 
 	 	 � 	 . (70)

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 2. Â êà÷åñòâå âòîðîé ìîäåëüíîé çàäà÷è òàêæå ðàññìîò-
ðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåãóëèðóåìîãî îáúåêòà, óïðàâëåíèå êîòîðûì îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïî çâóêó.

Íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , , )� � � �F P� � � �{ }t t t0 0 çàäàí ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ ëèíåéíîãî ÄÑÄÓ âèäà

dx t bx t t x t h dt cx t dw t( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )� 	 
 	 
� (71)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (57), ãäå b c h, , , � è �( )t òàêèå æå, êàê è â ìîäåëüíîé
çàäà÷å 1.

Íåîáõîäèìî íàéòè b c, è �( )t èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñïîíåíöèàëüíîé
p-óñòîé÷èâîñòè â öåëîì òåîðåìû 4. Ýòè ïàðàìåòðû áóäóò íàéäåíû èç ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ íåðàâåíñòâ òèïà (69), (70).

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ñòîõàñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî

v t y x t x t h y x t y b x dk k

t h

t

( , , ( ), ( )) | | ( ) ( )	 � 

	
�

2
1

2 � � , k �1 2, . (72)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4 v �D L( ) , ïîñêîëüêó v t y x t x t h y x tk k( , , ( ), ( )) | | ( )	 � 2 è

v t y x t x t h y x t y bh x tk k( , , ( ), ( )) | | || ( ) || || ( ) ||	 � 
 
 
� �2
1

2 2
1 1� 
 
|| ( ) || (| | )x t y y bh� ,

à ÑÈÎ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðèìåò âèä

Lv t y x t x t h x t by by q q yk k( , , ( ), ( )) ( )[ ( )(|	 � 	 
 
 	2
1 12 21 22 | )]	 	y1

	 	 	 	 �y bx t h y y x t x t hk k1
2 2 0( ) | | ( ) ( ) . (73)

ÑÈÎ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî x t x t h( ), ( )	 , êî-
òîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòðèöåé A êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

A
y b y y

y y b y by c q q y

k k

k k k

�
	 	

	 	 
 
 
 	

1

1
2

12 21 22
1

2

| |

| | | | ( )(| | )	

+

,

-
-

.

/

0
0y1

. (74)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñèëüâåñòðà ìàòðèöà A îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, à çíà÷èò,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Lv� 0 , åñëè ãëàâíûå åå ìèíîðû ìåíÿþò
çíàê, ò.å.

�1 1 0� 	 �y b ;

� 2 1 1 12 21 2 1
42 0 1 2� 	 	 	 	 	 � �y b b y by q q y y y kk k

[ | | ( )(| | )] , , . (75)

Óïðîñòèâ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

y b b y by q q y y y kk k1 1 12 21 2 1
42 1 2[ | | ( )(| | )] , ,	 	 	 	 � � , (76)

÷òî è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé p-óñòîé÷èâîñòè.
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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 3. Èññëåäóåì íà ýêñïîíåíöèàëüíóþ p-óñòîé÷èâîñòü â
öåëîì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ t � 0 ,
êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû ÄÄÓÇ

dx t x t dt( ) ( )� 1 ,

dx t a t x t bx t h dt cx t h dw t1 ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )� 	 
 	 
 	� , (77)

ãäå a , b , h — ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå íóæíî îïðåäåëèòü èç óñëî-
âèÿ Lv� 0 ñîãëàñíî òåîðåìå 4, �( )t — îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ äâó-
ìÿ ñîñòîÿíèÿìè: y y1 2, è ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (58).

Ðåøåíèå. Èç ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðàôèè [11, c. 123, 133, 134] ñëåäóåò, ÷òî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 , x t1 0( ) � äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿä-
êà (ñèñòåìà (77) äëÿ y y1 2 1� � è c � 0)

dx t x t dt( ) ( )� 1 ,

dx t ax t bx t h dt1 ( ) [ ( ) ( )]� 	 
 	 (78)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

2 2a b� ; 0
2

� �



h
b

a b
.

Èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè Â.Á. Êîëìàíîâñêèé è Â.Ð. Íîñîâ ïðè ââåäå-
íèè â äåòåðìèíèðîâàííóþ ñèñòåìó (78) âòîðîãî ïîðÿäêà çàïàçäûâàíèÿ, êîòîðîå
ìîæåò îêàçûâàòü ñòàáèëèçèðóþùåå âëèÿíèå, ò.å. ñèñòåìà (78) ñ íåàñèìïòîòè÷åñ-
êîé óñòîé÷èâîñòüþ (äëÿ b � 0) ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ x t( ) � 0 , x t1 0( ) � ñèñòåìû ÄÄÓÇ (77) ïðè
íàëè÷èè ìàðêîâñêîãî ïàðàìåòðà �( )t . Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèîíàë Ëÿïóíî-
âà–Êðàñîâñêîãî íà ðåøåíèÿõ (77) âèäà

v x t y y x t x t y b x x dk k( ( ), ) | | ( ( ) ( )) [ ( ) ( )]
 � 
 
 
� � �2
1
2

1
2

1
2 �

t h

t

	
� . (79)

ÑÈÎ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì (60), (64), êîòîðûå èìåþò âèä

Lv x t y A y x t v x t yk i i( ( ), ) ( ( ) ( ), ( ( ), ))
 � 
 * 
 
� � �


 
 	 

�
� q v x t y v x t yij j i

j i

[ ( ( ), ) ( ( ), )]� �
2

, (80)

ãäå

A y x t
ay t b c

x t

x t

x t h

i( ) ( )
( )

( )

( )

(


 �
	 


+

,
-
-

.

/
0
0 	

�
0 1 0

0
1

2
2 1

)

+

,

-
-
-

.

/

0
0
0

. (81)

Çíà÷èò, ÑÈÎ íà ðåøåíèÿõ { }x t x t h x t( ), ( ), ( )	 1 ñèñòåìû ÄÄÓÇ (77) ïðèìåò âèä

Lv x t y y ay x t x t bx t x t hk k k( ( ), ) | | ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 � 	 
 	� 2 1 2 21 1 | |yk 
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 	 �2 1 2 2 01
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1| | ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ) ( )y ay x t x t b c y x t h x tk k k . (82)

ÑÈÎ Lv x t yk( ( ), )
 � , êîòîðûé îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ (82), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ x t x t( ), ( )1 è ôèêòèâ-

íûõ ïåðåìåííûõ x t h x t h( ), ( )	 	1 , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

îïðåäåëåíà ìàòðèöåé A , à èìåííî
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y b c Q y ay

y ay y b

k k

k k�


#

$
%

&

'
(
 	

	 


1
2

12

1

1

2
1 2 0 0

1 2

| | ( )

| | ( )
1

2
0

0 0

0 0 0

2
12

1

1

c Q b y

b y y b

y b

k

k

#

$
%

&

'
(


	

	

+

,

-
-
-
-
-
-

.

/

0
0

| |

| |

0
0
0
0

,

ãäå Q y y q q12 2 1 12 21� 	 	(| | )( ) .

Ìàòðèöà A îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, à çíà÷èò, Lv x t yk( ( ), )
 �� 0 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãëàâíûå ìèíîðû èçìåíÿþò çíàêè 	 íà + ïîñëåäîâàòåëüíî:
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Íåðàâåíñòâà (83) — äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé p-óñòîé÷èâîñòè â öå-
ëîì òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x t( ) � 0 , x t1 0( ) � äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÄÄÓÇ (78).

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ôàêò. Â ñëó÷àå âîçìóùåíèÿ ïàðàìåòðà a äåòåðìèíèðî-
âàííîé ñèñòåìû äèñêðåòíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì �( )t ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè:
y1 è y2 ìåòîäîì Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû
a b, è c (êðîìå óñëîâèÿ (78) íà çàïàçäûâàíèå h).

Çàìå÷àíèå 5. Â ïðèâåäåííûõ âûøå ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ 1–3 èìååò ìåñòî
òîëüêî âíóòðåííèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( )t ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè: y1 è y2 . Åñëè
ââåñòè âíåøíåå âîçìóùåíèå â âèäå ìàðêîâñêîé öåïè { }� k k, � 0 ñî çíà÷åíèÿìè â
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ íà k-ì øàãå Pk h G( , ) ,
òî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà Lv y h x t x t hk ( , , ( ), ( ))	 íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé vk â ñèëó (1), îïðåäåëåííûõ
ñîîòíîøåíèåì (17). Ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû 4 â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìîäåëüíûõ
çàäà÷ 1–3 ïðèâåäåò ê áîëåå ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì.
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