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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äè-
ðèõëå â äâóìåðíîé îáëàñòè ñëîæíîé ôîðìû. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå îïèñàíû
ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå àíàëîãè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, îäíàêî íå âñå îíè îêàçû-
âàþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè ðàçíîñòíûìè îïåðàòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 241]).
Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ æå, êàê è â [2], àïïðîêñèìàöèÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà íà ïÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå íåðàâíîìåðíîé ñåòêè, ïðèâîäÿùàÿ ê ñàìî-
ñîïðÿæåííîìó ðàçíîñòíîìó îïåðàòîðó.

Â [2] èññëåäîâàíà òî÷íîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà-
÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â äâóìåðíîé
îáëàñòè � ñëîæíîé ôîðìû è ïîëó÷åíû îöåíêè
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àëüíîé è ðàçíîñòíîé çàäà÷, M — ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò
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m � 2 3, èññëåäîâàíà â [3], ãäå ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
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Öåëü äàííîé ðàáîòû — ïîëó÷åíèå îöåíêè òîãî æå òèïà ïðè óñëîâèè ïðèíàä-

ëåæíîñòè îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé êëàññó W
2
2 ( )� .

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
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Èçâåñòíî [4, 5], ÷òî çàäà÷à (1), (2) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ

ñ.ç.:
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n
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Êðîìå òîãî, åñëè � �� C k ïðè íåêîòîðîì k � 2 , òî ëþáàÿ ñ.ô. u çàäà÷è (1),

(2) ïðèíàäëåæèò W k
2

( )� [4, ñ. 251]. Åñëè k n� �[ / ]2 1 , òî u C k n� �� �[ / ] ( )2 1 �

� C ( )� . Åñëè � �� C 2 , òî ñ.ô. u W�
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2 ( )� è u C� ( )� .

Èçâåñòíî òàêæå [4, ñ. 192], ÷òî â îáîáùåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à (1), (2) ýêâè-
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ãäå uk — k-ÿ ñ.ô., � k — k-å ñ.ç.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî � — âûïóêëàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ��C 2 . Ñëåäóÿ

[3, c. 125], ïðîâåäåì ïðÿìûå x x i h
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íûå êîîðäèíàòíîé îñè Ox� ( � �1 2, ). Ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæàùèõ � òî÷åê ïåðå-

ñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ îáîçíà÷èì � è íàçîâåì ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ óçëîâ.
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ïî íàïðàâëåíèþ x� . Î÷åâèäíî, � � �� � �� �� � . Ìíîæåñòâî � � �� �1 2 íàçîâåì

ìíîæåñòâîì ãðàíè÷íûõ óçëîâ.
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Äëÿ óçëà x�� � ÿ÷åéêà ~( )e x îãðàíè÷åíà òàêæå ÷àñòüþ �� êðèâîé �. Çàìåíèì
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Ñåðåäèíû îòðåçêîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ �( )x è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè Ox� ,

íàçîâåì ïîòîêîâûìè óçëàìè ïî íàïðàâëåíèþ x� ; ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ óçëîâ

îáîçíà÷èì ~� � , à ìíîæåñòâî âñåõ ïîòîêîâûõ óçëîâ — ~ ~ ~� � �� �1 2 .

Àïïðîêñèìèðóåì çàäà÷ó (1), (2) ðàçíîñòíîé ñõåìîé
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îêîëî � ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [5] äëÿ íåêîòîðîé ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ (h� 0) ïðÿìîóãîëüíûõ ñåòîê ìîæíî äîêàçàòü:
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òîðîãî l�
� �/ (l�

� �/).

Ëåììà 2 [3, ñ. 129–132]. Äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè � èìååò ìåñòî

ïðåäñòàâëåíèå
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Âñëåäñòâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà A èç (5), (6) ïîëó÷èì

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ( , )� �y � 0. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (7), èìååì

( )( , ) ( , ) ( , ) ~� � � 
 �� � �
�

� �

h
xu y y y� � �

�
�

1

2

.

Ïðèìåíÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâî Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî, ñîîòíîøåíèå

| | | | | | | |~ ~� �� ��
� è ðàâåíñòâî | | | | | | | |� � �y yh h

� �� �2 , ïîëó÷àåì

| | ( , ) | | | | | | | | | | | | | | | |~ ~� � � 
 �� � � � �
�

� � �

h
xu y y y� � �

�
�

1

2

�

� � � � �� 
 � � 
 � �� � � � � �| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |~ ~ ~y y h .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî | ( , ) |u y � � .const 0 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h, èìååì

| | (| | | | | | | | )~� � 
 �� �
h M� � � . (8)

Çäåñü è äàëåå M îáîçíà÷àåò ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò h.

Ïðåäñòàâèâ z â âèäå ñóììû z v w� � , ãäå v — ðåøåíèå çàäà÷è

� � � v x� �, , (9)

v x� �0, �, (10)

w — ðåøåíèå çàäà÷è

� � � � w w v xh h� � �, , (11)

w x� �0, �. (12)

Ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ v :

| | | | ( , ) ( , ) ( )( , ) ( , ) (~ �� � � � � � �v Av v v u v vh
x� � � � �� � � � 
 �2

� �
�

, )v

�
� �

1

2

� � � � �
�
�( )( , ) ( , ) ( , ) ~� � � 
 �� � �
�

� �

h
xu v v v

1

2

� � � � � �| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |~ ~� � � 
 �� � � � � �
h u v v v

� � � �
�

	




�

�
 �| | | | | | | | | | | | | | | | | |~ ~� �

�
� 


�
�� � � �

h u v
1 1

.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (8) èìååì

| | | | (| | | | | | | | )~ ~� � �v M� � �
 � . (13)

Óñòàíîâèì îöåíêó äëÿ w. Ëþáîå ðåøåíèå íîìåðà k çàäà÷è (11), (12) â ñëó-

÷àå, íàïðèìåð, íåêðàòíîãî �
k
h ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû w w yk k k k� �� ,

ãäå w
v y

yk
k
h

k j

j
h

k
h j

j k

�
��

�
�

� �

�( , )
, � k — ïîñòîÿííàÿ, ïðîèçâîëüíîñòü â âûáîðå êîòî-

ðîé îãðàíè÷åíà óñëîâèåì íîðìèðîâêè. (Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (11), (12) ãàðàíòè-

ðóåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ( , )v y � � 0.) Èìååì
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�
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j k )2
�
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Ïóñòü � k — ïðîñòîå ñ.ç. çàäà÷è (1), (2). Îáîçíà÷èì a k k� � �min {| | ,� � 1

| |� �k k� �1 }, òîãäà | |� �k j a� � äëÿ âñåõ j k� . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðè-

ìåì, ÷òî äëÿ âñåõ j k� | | | |� � � �j
h

k
h

k
h

k
h� � ��1

. Èç ñõîäèìîñòè � �
k
h

k� ,

� �
k
h

k� ��
1 1 ïðè h� 0 âûòåêàþò íåðàâåíñòâà | | /� �

k
h

k a� � 4,

| | /� �
k
h

k a� �� �
1 1 4 äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h. Òîãäà

| | | |� � � � � � � �
k
h

k
h

k
h

k k k k k
h� � � � � � � �� � � �1 1 1 1

� � � � � � � � � �� � �| | | | | |� � � � � �k k k
h

k k k
h a

a a a
1 1 1 4 4 2

,

çíà÷èò, | | | | /� � � �j
h

k
h

k
h

k
h a� � � ��1

2 äëÿ âñåõ j k� . Ñëåäîâàòåëüíî,

| | | | ( ) ( ) ( , )~� � �
�

	




�

�

�
�w

a a
v yk k

h
k
h

k j

j k
� �� �2 2 3

2

22 4
� � �M v M vk k| | | | | | | | .~� ��

2 21
(14)

Îöåíèì òåïåðü ïàðàìåòð � k . Èìååì

z v w v w y z yk k k k k k k k k k� � � � � � �� � (z v wk k k� � ).

Òàê êàê ( , )z yk k � � 0, òî

� � � �k k k k k k k kz y y u y u y� � � � � �( , ) ( , ) ( , )1 0 ïðè h� 0.

Îáîçíà÷èì � �k k ku u� �1 ( , ) ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óñëîâèÿ íîðìè-

ðîâêè u dx
k
2 1���

�

. Òîãäà

� � � �k k k k k k k k k k ku u y z y z y z z z� � � � � � � � �1 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

� � � � � � �2 2 2 2� � � � �� �k k k k k k k k k k
z y z y z( , ) | | | | .

Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ � k :

� � � �k k k kz2 22 0� � � �| | | | .

Ïîñêîëüêó � k � 0 ïðè h� 0 , òî

| | | | | |
| | | | | |

| | | |

� �
�

�
�

�

�

k k k
k k

k k

z
z

z

� � � � �
�

� � �
�1 1

1 1

2
2

2
| | | | | |� �k kz� �2
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� � � � � � �| | | | | | | | (| | | | | | | | )� �� � �k k k k k kv w v w2 2 22

� � � � � �| | (| | | | | | | | )~ ~�
� � �k k kv w
2 2 2

� � � � � � � �| | (| | | | | | | | ) | | | | | |~ ~ ~�
�

�
� � �k k k k kv w M v

2 2 2 2 . (15)

Ñîáèðàÿ îöåíêè (13)–(15) è îïóñêàÿ èíäåêñ k, èìååì

| | | | | | ( )| | | | | | | | | |~ ~ ~ ~� � � � � � � � � �z v w y v wk k k k k k k� � � �� | | | | | | ~� �k ky0 � �

� � � � �M (| | | | | | | | | | (| | | | | | | | ) )~ ~
 � � 
 �� � � �
2 .

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ | | | | | | | | | | | | | | | |
( )

~ ~z z z z
W2

1

2 2 2 21

�
� � �

�

�
� � � �

�
� ïîëó÷èì

| | | | (| | | | | | | | | | (| | | | | | | | )
( )

~ ~z M
W2

1
2

� � � � �
 � � 
 �� � � � � ). (16)

4. Äëÿ | | | | ~� � [3, ñ. 134] âûïîëíÿåòñÿ

| | | | | | | |~
( )

� � � Mh u
W2

2 � . (17)

Îöåíèì | | | |
 � . Åñëè x�� � �\ , òî

e x x x h x h( ) ( ) ( , ): , , , ,� � � � � � �� { }   �� � � � �1 2 0 5 0 5 1 2 .
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2

1

1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû Áðýìáëà–Ãèëüáåðòà [3, c. 111] è îáðàùàåòñÿ â

íóëü íà ìíîãî÷ëåíàõ íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíåé: 
 
 
[ ] [ ] [ ]1 01 2� � �s s , ïîýòîìó

| ( )| ( ) | |/
( ( ))


 x Mh h h u
W e x

� �
1 2

1 2

2
2 . (18)

Åñëè x�� � , òî e x x( ) ( )� � . Ïðîäîëæèâ ôóíêöèþ u ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà [6]

íà ìíîæåñòâî �( ) \ ( )x e x , ò.å. îïðåäåëèâ ôóíêöèþ u W x* ( ( ))�
2
2 � òàêóþ, ÷òî

u u* � íà e x( ) è äëÿ êîòîðîé | | | | | | | |*
( ( )) ( ( ))

u M u
W x W e x2

2
2
2� � , ïîëó÷èì

| ( )| ( ) | | ( ) | |/ *
( ( ))

/
 x Mh h h u Mh h h u
W x W

� �� �
1 2

1 2
1 2

1 2

2
2

2� 2( ( ))e x
. (19)

Òîãäà ñ ó÷åòîì îöåíîê (18) è (19) èìååì

| | | | | | | | | | | | | | | |
( ) ( ) ( )


 � � � �Mh u Mh u Mh u
W W W2

2
1 2

2
2 2

2� � � , (20)

ãäå �1 �
�

�
x

e x
� ��\

( ), � 2 �
�
�

x

e x
��

( ).
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� � �M h h h u h h h h u h h h u
W x W x2 1 2 1 2 1 2 1 1 22

1
2
2| | | | |

( ( )) ( ( ))� � |
( ( ))W x2

1 �
�
	



�
�
 �

� Mh u
W x

2

2
2| | | |
( ( ))� .

Òîãäà | | | | | | | | | |
( ( ))

\
( )

�
� ��

1
2 2

2
2

2
2� �

�
� Mh u Mh u

W x
x

W� � . Àíàëîãè÷íî âûâîäèì

îöåíêè è äëÿ � � �2 3 4, , . Îêîí÷àòåëüíî èìååì (ñì. [7, ñ. 378, 379])

| | | | | |
( )

� � Mh u
W

2

2
2 � . (21)

Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè (17), (20) â (8), à (17), (20), (21) — â (16), ïîëó÷àåì ñîîò-

âåòñòâåííî

| | | | | |
( )

� �h
W

Mh u� �
2
2 � ,

(22)

| | | | | | | |
( ) ( )

z Mh u
W W2

1
2
2�

� � .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü ãðàíèöà � äâóìåðíîé âûïóêëîé îáëàñòè � ïðèíàäëåæèò

êëàññó C 2 . Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (3), (4) ñõîäèòñÿ â ñåòî÷íîé íîðìå W
2
1 ( )� ñî

ñêîðîñòüþ O h( ) , ïðè÷åì èìåþò ìåñòî îöåíêè (22).

Äèñêðåòíûé àíàëîã ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è èññëåäîâàí òàêæå â [8].
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