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îòíîñèòåëüíî �.

Â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èíôîðìàòèêè îñíîâíîå âíèìàíèå, êàê ïðàâè-

ëî, óäåëÿëîñü âîïðîñàì àíàëèçà ñëîæíîñòè ïðîáëåì â íàèõóäøåì ñëó÷àå. Âîç-

ìîæíî, áîëåå åñòåñòâåííûé (è ïðàêòè÷åñêèé) ïóòü ê îïðåäåëåíèþ ñëîæíîñòè

ïðîáëåì — àíàëèç ñëîæíîñòè â ñðåäíåì (average case complexity). Êàê èçâåñò-

íî, ìíîãèå âàæíûå ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, è ñóùåñòâóåò ëèøü íå-

áîëüøàÿ âåðîÿòíîñòü èõ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ â íàèõóäøåì ñëó÷àå. Òîãäà

öåëåñîîáðàçíû áûëè áû àëãîðèòìû, êîòîðûå ðåøàëè áû ýòè ïðîáëåìû ýôôåê-

òèâíî â ñðåäíåì. Ýòî îñíîâíàÿ ìîòèâàöèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì íåîáõîäèìî çàäàòü ðàñïðåäåëåíèÿ,

êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýêçåìïëÿðû ïðîáëåìû. Îäíà è òà æå ïðîáëåìà äëÿ

îäíèõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò ýôôåêòèâíî ðåøàòüñÿ â ñðåäíåì, à äëÿ äðóãèõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé îíà òðóäíîðåøàåìà.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì íàáî-

ðîì âõîäíûõ äàííûõ îáû÷íî ïîëó÷àþò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè,

îäíàêî ëèøü ÷àñòü åå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ èìåííî äàííîé çà-

äà÷è, à îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè òåðÿåòñÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ñòàâèò ïðîáëåìó öåëåñîîáðàçíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èçáûòî÷íîé èíôîðìàöèè äëÿ

ðåøåíèÿ äðóãèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå «áëèçêèõ»

ê èñõîäíîé.

Ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

[1–4] ïðåäóñìàòðèâàåò ðåøåíèå ñëåäóþùèõ âîïðîñîâ.

— Êàê èçìåíèòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è, åñëè íåêîòîðûì

îáðàçîì èçìåíèòü çíà÷åíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ?

— Êàêèì îáðàçîì èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷è êîíêðåòíûì ìåòîäîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ èçìåíåííîé çàäà÷è?

— Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ íåîáõîäèìî íàêî-

ïèòü ïðè ðåøåíèè èñõîäíîé çàäà÷è â öåëÿõ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ èçìåíåííîé

çàäà÷è?

Íàðÿäó ñî ñëîæíîñòüþ ïðîáëåìû â íàèõóäøåì ñëó÷àå [5, 6] âûçûâàåò èíòå-

ðåñ ïðèìåíåíèå òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì äëÿ ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äèñ-

êðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

1. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÒÅÎÐÈÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ Â ÑÐÅÄÍÅÌ

Èçëîæèì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ [7, 8].

Ïóñòü àëôàâèò � — óïîðÿäî÷åííîå, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ; �* —

ìíîæåñòâî âñåõ �-ñòðîê, â äàëüíåéøåì � � { }0 1, . Íà ìíîæåñòâå âñåõ äâîè÷íûõ

ñòðîê { }0 1, * ââåäåì ñòàíäàðòíûé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê: x y� îçíà÷àåò, ÷òî

x ïðåäøåñòâóåò y â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, è y�1 îçíà÷àåò, ÷òî íåïîñðåä-

ñòâåííûì ïðåäøåñòâåííèêîì ÿâëÿåòñÿ y.
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Îïðåäåëåíèå 1 [8] (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé). Ôóíêöèÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ � : , [ , ]*{ }0 1 0 1� åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñòðîê íà åäèíè÷íûé

îòðåçîê [ , ]0 1 , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå (ò.å. � � �( ) , ( ) ( )0 0� �x y , åñëè x y�

è lim ( )
x

x
�	

�� 1). Ôóíêöèþ ïëîòíîñòè, ñâÿçàííóþ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ �,

îáîçíà÷èì �', � �' ( ) ( )0 0� è � � �' ( ) ( ) ( )x x x� � �1 äëÿ êàæäîãî x 
 0 . Î÷åâèäíî,

÷òî � �( ) ( )x y

y x

�
�
� ' .

Îïðåäåëåíèå 2 [8] (ñëó÷àéíàÿ ïðîáëåìà). Ñëó÷àéíàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ

ñâîéñòâ (ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àéíàÿ ïðîáëåìà ïîèñêà) ïðåäñòàâëÿåò ïàðó ( , )D � (ñî-

îòâåòñòâåííî ( , )S � ), ãäå D : , ,*{ } { }0 1 0 1� (ñîîòâåòñòâåííî S � { }0 1, *

 { }0 1, * ) è � : , [ , ]*{ }0 1 0 1� åñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ââîäèòü ïîíÿòèÿ äëÿ ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ,

ïîäîáíûå ïîíÿòèÿ äëÿ ïðîáëåì ïîèñêà ëåãêî ìîäèôèöèðóþòñÿ. Ïðîñòûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìûìè (P-âû÷èñëèìûìè)

ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 3 [8] (P-âû÷èñëèìûå ðàñïðåäåëåíèÿ). Ðàñïðåäåëåíèå � ïðè-

íàäëåæèò êëàññó P -âû÷èñëèìûõ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ äåòåðìèíè-

ðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà (ÄÌÒ), êîòîðàÿ íà âõîäå x âûäàåò äâîè÷íîå ïðåä-

ñòàâëåíèå �( )x (âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíî ïî | |x ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå �( )x èìååò äëèíó, ïîëèíîìè-

àëüíóþ ïî | |x . Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � P -âû÷èñëèìà , òî ôóíêöèÿ ïëîò-

íîñòè �' âû÷èñëèìà çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå ïî | |x . Îáðàòíîå íåâåðíî, åñëè

P NP� [7].

Îïðåäåëèì êëàññ ñëó÷àéíûõ ïðîáëåì, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò NP.

Îïðåäåëåíèå 4 [8] (êëàññ DistNP). Ñëó÷àéíàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ

ñâîéñòâ ( , )D � ïðèíàäëåæèò êëàññó DistNP, åñëè D åñòü NP-ïðåäèêàò (ïðèíàäëå-

æèò êëàññó NP ) è ôóíêöèÿ � P -âû÷èñëèìà.

Îïðåäåëåíèå 5 [8] (ïîëèíîìèàëüíîñòü â ñðåäíåì). Ôóíêöèÿ f N: , *{ }0 1 �

ïîëèíîìèàëüíà â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî (ðàñïðåäåëåíèÿ) �, åñëè ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà �
 0 òàêàÿ, ÷òî

�
�

' x
f x

x
x

( )
( )

| |
, *

� � 	
�
�
{ }0 1

.

Ôóíêöèÿ l x f x( ) ( )� � ëèíåéíà â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî �. Ôóíêöèÿ ïîëèíî-

ìèàëüíà â ñðåäíåì, åñëè îíà îöåíèâàåòñÿ ïîëèíîìîì îò ôóíêöèè, êîòîðàÿ ëèíåé-

íà â ñðåäíåì.

Îïðåäåëåíèå 6 [7, 8] (êëàññ Average-P). Ñëó÷àéíàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ

ñâîéñòâ ( , )D � ðàçðåøèìà çà âðåìÿ APtime, åñëè íåêîòîðàÿ ÄÌÒ ðàçðåøàåò D çà

âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì. Average-P ïðåäñòàâëÿåò êëàññ

ñëó÷àéíûõ ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, ðàçðåøèìûõ çà âðåìÿ APtime.

Îïðåäåëåíèå 7 [7]. Ôóíêöèÿ f : * *� �1 2� âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îò-

íîøåíèþ ê �1 íà �1
* , åñëè íåêîòîðàÿ ÄÌÒ âû÷èñëÿåò f çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëü-

íîå â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî �1, à � � �
�

�� �2 1( ) ( )

( )

y x

f x y

— èíäóöèðîâàííàÿ ñ ïî-

ìîùüþ ( )f ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íà �2
* (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðå-

äåëåíèåì �2).
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Êëàññû Average-P è DistNP ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ñîîòâåòñòâåííî â ñðåäíåì êëàñ-

ñîâ P è NP (â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ, íàïðèìåð [7], ýòè êëàññû îáîçíà÷àþòñÿ AP è RNP).

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â ñðåäíåì ââåäåíû â ðàñ-

ñìîòðåíèå Ë. Ëåâèíûì [9]. Â ðàáîòàõ [7–12] ðàññìîòðåíû îñíîâíûå äîñòîèíñòâà

ýòîé òåîðèè: îáùåå ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé ïðîáëåìû, ìàøèííî-íåçàâèñèìîå îïðåäå-

ëåíèå âûïîëíèìîñòè àëãîðèòìà â ñðåäíåì, ïîíÿòèÿ ñâîäèìîñòåé ðàçëè÷íûõ òè-

ïîâ ìåæäó ñëó÷àéíûìè ïðîáëåìàìè, ïðèìåðû ïîëíûõ ïðîáëåì äëÿ êëàññà NP

ñ äîñòàòî÷íî «ðàâíîìåðíûìè» ðàñïðåäåëåíèÿìè (DistNP-ïîëíûå ïðîáëåìû).

Ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå âîïðîñû ñòðóêòóðíîé òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â

ñðåäíåì. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ, íàïðèìåð, òàêîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü DTime f n( ( ))

(ñîîòâåòñòâåííî NTime f n( ( ))) — êëàññ ïðîáëåì ñî âðåìåíåì ðåøåíèÿ, íå

á�ëüøèì f n( ) , äåòåðìèíèðîâàííîé (ñîîòâåòñòâåííî íåäåòåðìèíèðîâàííîé) ìà-

øèíîé Òüþðèíãà.

Òåîðåìà 1 [8]. Åñëè NTime DTimeO n O n( ) ( )( ) ( )2 2� , òî DistNP íå ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì Average-P.

Çàìå÷àíèå 1. Êîíòðàïîçèöèÿ òåîðåìû 1 äàåò óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåãî

âèäà: åñëè DistNP � Average-P, òî NTime DTimeO n O n( ) ( )( ) ( )2 2� .

Áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ïðîáëåìà ýêâèâàëåíòíîñòè ñëó÷àéíûõ çàäà÷ ïîèñêà

è ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ â êîíòåêñòå òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì (áåç òàêîãî ðå-

çóëüòàòà èçó÷åíèå ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ íå îòðàæàåò ñòðóêòóðû ïðî-

áëåì ïîèñêà). Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àéíûå ïðîáëåìû ïîèñêà è ñëó÷àéíûå ïðî-

áëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñâîäè-

ìîñòåé Òüþðèíãà.

Ïóñòü S � { } { }0 1 0 1, ,* * . Óíèêàëüíîé ïðîáëåìîé ïîèñêà äëÿ S åñòü ïðîáëå-

ìà äëÿ çàäàííîãî x íàéòè åäèíñòâåííîå y òàêîå, ÷òî ( , )x y S� . Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî

ñëó÷àéíûå óíèêàëüíûå ïðîáëåìû ïîèñêà è ñëó÷àéíûå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ

ñâîéñòâ ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ñâîäèìîñòåé Òüþðèí-

ãà. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíûå óíèêàëüíûå ïðîáëåìû ïîèñ-

êà. Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ( , , )S opt� âûòåêàåò èç ïðîáëåìû äîáàâ-

ëåíèåì îïòèìèçàöèîííîé ôóíêöèè opt (ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì), êîòîðàÿ

ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó åäèíñòâåííîìó y ïî çàäàííîìó x , ÷òî ( , )x y S� .

2. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ Â ÑÐÅÄÍÅÌ
ÄËß ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Äîêàæåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f x( ) ïîëèíîìèàëüíà â íàèõóäøåì ñëó÷àå (ò.å. îãðà-

íè÷åíà ïîëèíîìîì), òî îíà ïîëèíîìèàëüíà îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì (äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî | ( ) | | |f x x n� , � �
�

1

1n
, è èñïîëüçóåì

îïðåäåëåíèå 5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî f x x n( ) � — ïîëèíîìèàëüíà â ñðåäíåì îò-

íîñèòåëüíî � :

� � � � �
�

�

�
� � �

�

( )
( )

| |
( )

| |

| |
,

/( )

,*

x
f x

x
x

x

x
x

n n

x{ } { }0 1

1

0 1 *

� �

� � � � � � � 	� �

� �
� �� �( ) | | ( )/( )

, ,* *

x x xn

x x

1 1

0 1 0 1

1

{ } { }

.
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Ëåììà 2. Ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (â íàèõóäøåì ñëó÷àå)

ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî � àëãîðèòìîì (äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A I( ) — ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

äëÿ ðåøåíèÿ ýêçåìïëÿðà I ïðîáëåìû B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ ðåøåíèÿ t IA ( )

ýòèì àëãîðèòìîì ýêçåìïëÿðà I åñòü ôóíêöèÿ, ïîëèíîìèàëüíàÿ â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ôóíêöèÿ t IA ( ) ïîëèíîìèàëüíà îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �. Ñëåäîâàòåëüíî, A — àëãîðèòì, ïîëèíîìèàëüíûé

â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî �.

Ëåììà 3. Åñëè P NP� , òî DistNP Average P� - .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à ( , , )S opt DistNP� � , ò.å. S ëèáî

NP -òðóäíàÿ, ëèáî NP -ïîëíàÿ ïðîáëåìà; � — P -âû÷èñëèìà. Ïîñêîëüêó P NP� ,

òî äëÿ S ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì A (â íàèõóäøåì ñëó-

÷àå), êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è S . Â ñèëó ëåììû 2 A áóäåò ïîëèíîìè-

àëüíûì îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãîðèòìîì, êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çà-

äà÷è S . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 6 çàäà÷à ( , , )S opt� ðàçðåøèìà çà âðåìÿ APtime,

ò.å. ( , , )S opt Average P� � - , òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( , , )S opt�

è ïóñòü ( , )D DistNP� � — ñëó÷àéíàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, êîòîðàÿ åé

ñîîòâåòñòâóåò. Â äàëüíåéøåì ( , , )S opt� è ( , )D � áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè

â ñìûñëå ïðèíàäëåæíîñòè ê êëàññàì, íàïðèìåð, ( , )D DistNP� � òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ( , , )S opt DistNP� � . Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ýêçåìïëÿðó I çàäà÷è

( , , )S opt� ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå (îïòèìóì) opt I( ) , åñëè ( , ( ))I opt I S� . Ïóñòü

êàæäîìó ýêçåìïëÿðó I çàäà÷è ( , , )S opt� ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî

{ }�( )I ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è ( , , )S opt� . Ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç äëÿ ïàðû

( , ( ) )I I{ }� äàñò îòâåò íà âîïðîñ: êàê ïðè îïòèìàëüíîì ðåøåíèè ýêçåìïëÿðà

I opt I( ( ) ){ } íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà �I çàäà÷ ñ { ( )}� I }

( ( ) ){ }opt I � . Ââåäåì ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîãî ïîñòîïòèìàëüíîãî ñâåäåíèÿ â ñðåä-

íåì ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è ( , , )( )S opt
efp
a� � (dom I( ) — äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çàäà÷è ñ

ýêçåìïëÿðîì I ).

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêçåìïëÿð � �I S opt( , , )�1 ýôôåêòèâíî

ïîñòîïòèìàëüíî â ñðåäíåì ñâîäèòñÿ ê ýêçåìïëÿðó I S opt�( , , )� , êîãäà ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ f , âû÷èñëèìàÿ çà âðåìÿ APtime îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ �, ÷òî

opt I f opt I( ) ( ( ))� � , åñëè opt I dom I( ) ( )� � (ïðè opt I dom I( ) ( )� � , ôóíêöèÿ f — âðå-

ìÿ (÷èñëî òàêòîâ) ðàáîòû ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíîãî îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãî-

ðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ �I ), ïðè ýòîì I I
efp
a� �, � � � �

�
�� �1 ( ) ( )

( )

I I

f I I '

— èíäóöèðîâàííàÿ

( )f ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íà{ }0 1, * (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì �1).

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýêçåìïëÿðà I S opt�( , , )� îáîçíà÷èì

C I I I I
efp
a( ) :� � � �{ }.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ïàðû

( , ( ) )I I{ }� áóäåò ýôôåêòèâíûì â ñðåäíåì, åñëè { }�( ) ( )I C I� .

Òåîðåìà 2. Åñëè DistNP íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Average-P, òî ñóùåñò-

âóåò òàêàÿ ïàðà ( , ( ) )I I{ }� , äëÿ êîòîðîé ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà

íåýôôåêòèâíî â ñðåäíåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à ( , , )S opt DistNP� � , { }P —

ìíîæåñòâî âñåõ ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è ( , , )S opt� è ýêçåìïëÿð I P1 �{ } òàêîé, ÷òî
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äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãîðèòì, êîòî-

ðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèÿ çàäà÷è (òàêîé ýêçåìïëÿð äëÿ êàæäîé NP -òðóäíîé èëè

NP -ïîëíîé ïðîáëåìû ( , , )S opt� ñóùåñòâóåò è çàâèñèò îò îñîáåííîñòåé çàäà÷è

( , , )S opt� ). Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ( , ( ) )I I{ }� ïðîâåäåíèå ïîñòîï-

òèìàëüíîãî àíàëèçà â ñðåäíåì ýôôåêòèâíî.

Ïîëîæèì I I P� �1 { }, { ( )} { }\� I P I� 1 è ðàññìîòðèòì ïàðó ( , { ( )})I I� .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 9 { }P I C I\ ( )1 1� ; îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

� �I P I{ }\ 1 èìååì I I
efp
a

1 � �.

Â ñèëó âûáîðà I1 ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð I P�{ } ìîæíî ðåøèòü çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ îòíîñèòåëüíî � , ò.å. ( , , )S opt Average P� � - . Òàêèì

îáðàçîì, åñëè ( , , )S opt DistNP� � , òî ( , , )S opt Average P� � - ; ñëåäîâàòåëüíî,

DistNP Average P� - , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 2.

Çàìå÷àíèå 2. Ãèïîòåçà, ÷òî DistNP íå åñòü ïîäìíîæåñòâîì Average-P , ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ âïîëíå âåðîÿòíîé â ñèëó òåîðåìû 1 è çàìå÷àíèÿ 1 ê íåé. Ñîãëàñíî

ëåììå 3 (à òî÷íåå, êîíòðàïîçèöèè ê íåé) èç ýòîé ãèïîòåçû âûòåêàåò, ÷òî P NP� .

Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò ñëîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòèìàëüíî-

ãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ñðåäíåì (÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè

èçó÷åíèè ñëîæíîñòè ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà â íàèõóäøåì ñëó÷àå [5]).

Ëåììà 4 [7]. Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèÿ f : * *� �1 2� , ��1 — ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòåé íà �1
* è � �

�
�� �2 1( ) ( )

( )

y x

f x y

— èíäóöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíî-

ñòè âåðîÿòíîñòåé íà �2
* , ôóíêöèÿ g : * *� �2 3� . Åñëè f âû÷èñëèìà çà âðåìÿ

APtime îòíîñòåëüíî �1, à g âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime îòíîñèòåëüíî �2 , òî êîì-

ïîçèöèÿ g f� (ðàâíàÿ g f x( ( )) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ��1
*) âû÷èñëèìà çà âðåìÿ

APtime îòíîñèòåëüíî �1.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çàäà÷ó ( , , )S opt DistNP� � . Ïóñòü I I I1 2 3, , — òà-

êèå ýêçåìïëÿðû çàäà÷è ( , , )S opt� , ÷òî I I I
efp
a

efp
a

1 2 3� � . Ýêçåìïëÿðàì I j ñîîòâå-

òñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé � j ( , , )j �1 2 3 , è ôóíêöèè f1 è f 2 (ñóùåñòâóþ-

ùèå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8) òàêîâû, ÷òî opt I f opt I( ) ( ( ))2 1 1� ,

opt I f opt I( ) ( ( ))3 2 2� , ïðè÷åì f1 âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1,

à f 2 — ïî îòíîøåíèþ ê �2 .

Ëåììà 5. Ïóñòü I I I
efp
a

efp
a

1 2 3� � , ýêçåìïëÿðàì I j ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé � j ( , , )j �1 2 3 ; f 2 âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ

ê �2 , à f1 — ïî îòíîøåíèþ ê �1. Òîãäà êîìïîçèöèÿ f f2 1� (÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ýêçåìïëÿðàì I 3) âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåììû 4, ïðè ýòîì � � �1 2 3 0 1� � � { }, , f f� 1,

g f� 2 .

Ëåììà 6. Ïóñòü

I I I I
efp
a

efp
a

efp
a

k efp
a

k1 2 1� � � � �� (1)

(k — íå áîëåå ÷åì ïîëèíîì îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è), è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8

ýêçåìïëÿðàì I j ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé � j ( ,j �1 �

� , , )k k �1 , ôóíêöèè f j òàêîâû, ÷òî opt I f opt Ij j j( ) ( ( ))� �1 , j k�1, ,� , ïðè

ýòîì f j âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê � j ( , , )j k�1 � . Òîãäà

êîìïîçèöèÿ f f fk k� �� ��1 1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêçåìïëÿðàì I k�1) âû÷èñëèìà

çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1).
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Ïðè k � 2 ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû 5. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå èìååò

ìåñòî ïðè k l� , è ïîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè k l� �1. Èìååì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

I I I I I
efp
a

efp
a

efp
a

l efp
a

l efp
a

l1 2 1 2� � � � �� ��

è êîìïîçèöèÿ f f fl l� �� ��1 1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò I l�1) âû÷èñëèìà çà âðåìÿ

APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8 opt I l( )� �2

� � �f opt Il l1 1( ( )) è ôóíêöèÿ f l�1 âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê

� l�1. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôóíêöèÿ f f f fl l� �� �� �1 1 âû-

÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1. Ïðèìåíèì äëÿ

f f f fl l� �� �� �1 1 è g f l� �1 ëåììó 4; ïîëó÷èì, ÷òî êîìïîçèöèÿ

g f f f fl l� � �� �� �1 1 âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1.

Åñëè D — ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ è X D� �* , òî îãðàíè÷åíèå

D X| îáëàñòè D ïî X åñòü ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ ñ àëôàâèòîì �( )D ,

îáëàñòüþ D X� è ÿçûêîì L D( ). Îãðàíè÷åíèå ñëó÷àéíîé ïðîáëåìû ðàñïîçíàâà-

íèÿ ñâîéñòâ ( , )D � íà ìíîæåñòâî X ýêçåìïëÿðîâ ïðè �( )x 
 0 åñòü ñëó÷àéíàÿ ïðî-

áëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ ( | , | )D X X� . Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ôóíêöèÿ f

ñâîäèò ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ D1 ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ

D2 , åñëè x L D� ( )1 äëÿ êàæäîãî x dom D� ( )1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f x L D( ) ( )� 2 .

Îïðåäåëåíèå 11 [7]. 1. Ôóíêöèÿ f ïðåîáðàçóåò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿò-

íîñòåé ��1 â ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ��2 , åñëè � � �
�

�� �2 1( ) ( )

( )

y x

f x y

äëÿ

âñåõ y â îáëàñòè �
�

.

2. Ôóíêöèÿ f ïðåîáðàçóåò ( , )D1 1� â ( , )D2 2� , åñëè îíà ñâîäèò

D x x1 1 0| : ( ){ }� 
 ê D2 è ïðåîáðàçóåò ��1 â ��2 .

Ëåììà 7 [7]. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðåîáðàçóåò ( , )D1 1� â îãðàíè÷åíèå

( , )D2 2� , êîòîðîå ïðèíàäëåæèò êëàññó Average-P. Òîãäà åñëè f âû÷èñëèìà çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ èëè çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî �1 â ñðåä-

íåì, òî ( , )D1 1� ïðèíàäëåæèò Average-P.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( , , )S opt� , ãäå S —

NP -ïîëíàÿ ïðîáëåìà ïîèñêà, � — P -âû÷èñëèìà.

Îïðåäåëåíèå 12. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ( , , )S opt� óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

ñâîéñòâàì Poly :

1) äëÿ ýêçåìïëÿðà I * ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåä-

íåì àëãîðèòì, êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è;

2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I I I I I Iefp
a

efp
a

efp
a

efp
a

k efp
a

k
* � � � � � ��1 2 1� .

Ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà

I S opt�( , , )� ñóùåñòâóþò ýêçåìïëÿðû I I I S optk
*, , ..., ( , , )1 � � (k — íå áîëåå

÷åì ïîëèíîì îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è).

Ëåììà 8. Çàäà÷à ( , , )S opt Average P� � - òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

( , , )S opt� óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Poly.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ( , , )S opt� óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Poly è

I S opt�( , , )� — ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýê-

çåìïëÿðû I I I S optk
*, ,... , ( , , )1 � � (k — íå áîëåå ÷åì ïîëèíîì îò ðàçìåðíîñòè çà-

äà÷è), ÷òî

I I I I I I
efp
a

efp
a

efp
a

efp
a

k efp
a

k
* � � � � � ��1 2 1� , (2)
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ýêçåìïëÿðû I j ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿì âåðîÿòíîñòåé � j ( ,j �1 �

� , , )k k �1 , opt I f opt I opt I f opt Ij j j( ) ( ( )), ( ) ( ( ))*
1 1� �� , j k�1, ..., . Ïðè ýòîì

f j âû÷èñëèìû çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê � j ( , ..., )j k�1 . Òîãäà â ñèëó

ëåììû 6 êîìïîçèöèÿ f f fk k� �� ��1 1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêçåìïëÿðàì

I Ik� �1 ) âû÷èñëèìà çà âðåìÿ APtime ïî îòíîøåíèþ ê �1, ò.å. ïðîèçâîëüíûé ýê-

çåìïëÿð I ðàçðåøèì çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì; ñëå-

äîâàòåëüíî, ( , , )S opt Average P� � - .

2. Ïóñòü ( , , )S opt Average P� � - . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

I S opt�( , , )� ñóùåñòâóþò òàêèå ýêçåìïëÿðû I I k*, ( )1 1� , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ: 1) äëÿ ýêçåìïëÿðà I * èìååò ìåñòî ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåä-

íåì àëãîðèòì, êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è; 2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü I I I I
efp
a

efp
a* � � �1 2 .

Ïóñòü I — ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå I I* � , A — ïî-

ëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãîðèòì, êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøå-

íèå çàäà÷è I opt I* *( ( )) . Ïóñòü òàêæå I I1 � *, B — ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëü-

íî � â ñðåäíåì àëãîðèòì, êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è I opt I1 1( ( ))( ( )t IB 1

— âðåìÿ åãî ðàáîòû). Âûáåðåì â êà÷åñòâå f opt I( ( ))* ðàâíîå åìó t IB ( )1 (íåçàâè-

ñèìî îò ïðèíàäëåæíîñòè opt I( )* ê îáëàñòè dom I( )1 ). Òîãäà opt I f opt I( ) ( ( ))*
1 �

è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 8 èìååì I I
efp
a* � 1 (ýêçåìïëÿðó I1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäå-

ëåíèå âåðîÿòíîñòåé �1, èíäóöèðîâàííîå f ). Ïóñòü C — ïîëèíîìèàëüíûé îòíî-

ñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãîðèòì, êîòîðûé äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è I opt I( ( )) (

t IC ( ) — âðåìÿ åãî ðàáîòû). Âîçüìåì â êà÷åñòâå g opt I( ( ))1 ðàâíîå åìó t IC ( ) (íå-

çàâèñèìî îò ïðèíàäëåæíîñòè opt I( )1 ê îáëàñòè dom I( )). Òîãäà opt I g opt I( ) ( ( ))� 1

è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 8 èìååì I I
efp
a

1 � (ýêçåìïëÿðó I ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëå-

íèå �2 , èíäóöèðîâàííîå g), òåì ñàìûì óñëîâèå 2 äîêàçàíî.

Ëåììà 9. Ïóñòü ( , , )S opt2 2� — äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à òàêàÿ,

÷òî S 2 ÿâëÿåòñÿ NP -ïîëíîé, �2 — P-âû÷èñëèìîé. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé

( , , )S opt DistNP1 1� � ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , âû÷èñëèìàÿ çà òàêîå ïîëèíîìèàëü-

íîå âðåìÿ, ÷òî f ïðåîáðàçóåò ( , , )S opt1 1� â îãðàíè÷åíèå ( , , )S opt2 2� . Åñëè

( , , )S opt Average P2 2� � - , òî ( , , )S opt Average P1 1� � - .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî S 2 — NP -ïîëíà; ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîèçâîëüíàÿ çàäà÷à ( , , )S opt1 1� ñâîäèòñÿ ê ( , , )S opt2 2� ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìè-

àëüíûõ ñâîäèìîñòåé Êóêà èëè Êàðïà [12] (ò.å. ôóíêöèÿ f , ïîëèíîìèàëüíî âû-

÷èñëèìàÿ, ñóùåñòâóåò). Äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü ëåììó 7.

Ëåììà 10. Åñëè ( , , )S opt Average P2 2� � - , òî ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè

( , , )S opt DistNP1 1� � ñëåäóåò, ÷òî ( , , )S opt Average P1 1� � - .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ëåììû 9. Ñòðóêòóðà óòâåðæäåíèÿ ëåììû 9 èìå-

åò âèä A B C� �( ) , à ñòðóêòóðà óòâåðæäåíèÿ ëåììû 10 — âèä B A C� �( ).

Ôîðìóëû A B C� �( ) è B A C� �( ) ðàâíîñèëüíû (ýêâèâàëåíòíû) êàê ôîðìó-

ëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Òåîðåìà 3. Åñëè ( , , )S opt2 2� óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Poly, òî

DistNP Average P� - .
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Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ïðèìåíèìîñòè ëåììû 8 ê ëåììå 10, à òàêæå èç

òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ( , , )S opt DistNP1 1� � ñëåäóåò

( , , )S opt Average P1 1� � - è DistNP Average P� - .

Òåîðåìà 3 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â îöåíêå ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ïîñòîïòèìàëü-

íûõ ïðîöåäóð çàäà÷è ( , , )S opt2 2� . Åñëè ê òåîðåìå 3 ïðèìåíèòü ïðèíöèï êîí-

òðàïîçèöèè, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè DistNP íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì Average-P, òî ( , , )S opt2 2� íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Poly. Ïîñëåäíåå

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýêçåìïëÿð I l kl ( )1� � , ÷òî íå èìååò ìåñòà ñâî-

äèìîñòü I Il efp
a

l� �1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñòîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû, êîòî-

ðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâîäèìîñòè I Il efp
a

l� �1, íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî îò-

íîñèòåëüíî � l â ñðåäíåì àëãîðèòìà.

3. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ Â ÑÐÅÄÍÅÌ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
ÇÀÄÀ×È Î ÏÎÊÐÛÒÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÌÈ

Çàäà÷ó î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïîñòàíîâêå (çàäà÷à

Ï A c( , ))

min ( ) | ( )f x c x x Q Ai i

i

n

� �
�
�
�

�
�
��

�
1

,

Q A x B a x i mn

j

n

ij j( ) | , , ...,� � � �
�
�
�

��

�
�
�

���
�

1

1 1 ,

B A an n
ij� �{ } { }0 1, , , i m�1,... , , j n�1,... , ; A ÿâëÿåòñÿ ( , )m n -áóëåâîé ìàòðèöåé

( )m n� ; ci 
 0 , i n�1, ..., .

Äëÿ áóëåâûõ ( , )m n -ìàòðèö A a B bij ij� �{ }, { } ââåäåì ìåòðèêó

�(A B a b

i j

ij ij, ) | |

,

� �� .

Ïóñòü M m N n K i ik� � �{ } { } { }1 1 1 1, ..., , , ..., , , ..., — íåêîòîðàÿ âûáîðêà èç

N îáúåìîì k ( , )1� � �k n k m . Òî÷êà � � �� � � �( )1 � n
nB òàêàÿ, ÷òî � j �1 ïðè

j K� 1, � j � 0 ïðè j N K� \ 1, à òî÷êà � � �i i
n
i nB� � � �( )

1
� òàêàÿ, ÷òî � i

i �1,

� j
i � 0 ïðè j i� . Îïèøåì êëàñc { }A� áóëåâûõ ( , )m n -ìàòðèö A Aij� { }. Ìàòðèöà

A A�{ }� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ è íóëåâûõ

ñòðîê, ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ìàòðèöà A èìååò ïîäìàòðèöó A

i

ik

1

1

�

�

�

 
 
 
 

!

"

#
#
#
#

�

�

� ;

2) ìàòðèöà A èìååò ïîäìàòðèöó A aij
2 � { } ( \ , )i M K j N� �1 òàêóþ, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî i M K� \ 1 èìååò ìåñòî aij

j K

�
�
� 1

1

, îñòàëüíûå ýëåìåíòû â A 2 ïðî-

èçâîëüíû.

Ïóñòü âåêòîð x x x Bn
n* * *( , ..., )� �1 òàêîé, ÷òî x xi ik1

1* *� � �� , îñòàëüíûå

êîîðäèíàòû âåêòîðà x * ðàâíû íóëþ, A A* �{ }� .

Ëåììà 11 [5]. Âåêòîð x * — (åäèíñòâåííîå) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿ-

ðà I çàäà÷è Ï A c( , )* .
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Ïóñòü x * — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è î ïîêðûòèè Ï A c( , )

è ìàòðèöà �A òàêàÿ, ÷òî �( , )A A� �1.

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( , , )S opt� , êîòîðàÿ ñîîò-

âåòñòâóåò Ï A c( , ), è � — ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî �

â ñðåäíåì, îïðåäåëèòü, îñòàåòñÿ ëè x * îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Ï A c( , )� ?

Åñëè íå îñòàåòñÿ, òî íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ðåøåíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïóñòü

Find Ï A c x( ( , ), )*� — ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x * çà-

äà÷è Ï A c( , )� , èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x * çàäà÷è Ï A c( , ) (ðåçóëüòàò x *),

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâîäèìîñòè �
efp
a . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêçåìïëÿð

� � � �I I Ï A c( ( , )) ýôôåêòèâíî ïîñòîïòèìàëüíî â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî � ñâîäèòñÿ

ê I I Ï A c I I
efp
a( ( , ))( )� � � , åñëè ïðîöåäóðà Find Ï A c x( ( , ), )*� ìîæåò áûòü âûïîë-

íåíà çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì.

Òåîðåìà 4. Åñëè DistNP íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Average-P, òî ñóùåñò-

âóþò ýêçåìïëÿð I çàäà÷è Ï A c( , )� è òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé �, ÷òî

ïðîöåäóðà Find Ï A c x( ( , ), )*� íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëü-

íîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè èç [5]. Äëÿ çàäà÷è ( , , )S opt�

ïðèìåíèì òåîðåìó 3. Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíûé (ïðèáëèæåííûé) ïîëèíîìèàëü-

íûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî I Ï A c� ( , )

è âåêòîð x x x Bn
n* * *( , ..., )� �1 òàêîé, ÷òî x xi ik1

1* *� � �� (îñòàëüíûå êîîðäèíà-

òû âåêòîðà x * ðàâíû íóëþ) åñòü ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà A íà I . Ïóñòü

A A* �{ }� — ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ x * , â ñèëó ëåììû 11 àëãîðèòì A äëÿ ýê-

çåìïëÿðà I *(ýêçåìïëÿð Ï A c( , ) ñ ìàòðèöåé A A� *) äàñò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è

è ñâîéñòâî 1 Poly äëÿ ( , , )S opt� âûïîëíåíî.

Ïóñòü T A( ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ( , )m n -ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçî-

âàíèåì ýòîé ìàòðèöû ñ çàìåíîé ïðîèçâîëüíîãî åå îäíîãî ýëåìåíòà 0 íà 1 èëè 1

íà 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � �A T A( ), åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê A ïðåîáðàçîâàíèÿ T

ïîëó÷èëàñü ìàòðèöà �A (î÷åâèäíî, ÷òî �( , )A A� �1).

Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A *, ïðèìåíÿÿ íå áî-

ëåå ÷åì m n� ïðåîáðàçîâàíèé T :

A A A A A
T T T T

k
* $ �$ $ �$ $ �$ $ �$ �1 2 � , (3)

ãäå A T A1 � ( )* , �( , )*A A1 1� , A T Ai i� �1 ( ) , �( , )A Ai i� �1 1, i k� �1 1, ..., ,

k m n n� � � 2 .

Ñ ïðèìåíåíèåì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3) ïîëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî �

ïðîöåäóðû Find Ï A c x( ( , ), )*� k ðàç (k m n n� � � 2) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è Ï A c( , ) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I * ,

I I I Ik k1 2 1, , ..., , � ýêçåìïëÿðîâ, ïðè÷åì

I I I I I
efp
a

efp
a

efp
a

efp
a

k efp
a

k
* � � � � � �1 2 1� ,

ãäå

I Ï A c I Ï A c I Ï A c1 2 1 3 2� � �( , ), ( , ), ( , ), ...*

� , ( , ), ( , ),I Ï A c I Ï A ck k k k� �� �1 1 A Ak � .
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Âûïîëíåíî ñâîéñòâî 2 Poly. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî DistNP Average P� - .

Ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 3 (êîíòðàïîçèöèè ê íåé) ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò

I Ï A cl � ( , ) ( )1� �l k è íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîäèìîñòü I Il efp
a

l� �1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ïðè I I l� , � �� l ïðîöåäóðà Find Ï A c x( ( , ), )*� íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà âðå-

ìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ Â ÑÐÅÄÍÅÌ ÏÎÑÒÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÍÖÅ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ áóëåâó çàäà÷ó î ðàíöå â ïîñòàíîâêå ( ( , , ))R a b c :

max ( ) | ( , )f x c x x Q a bi

i

n

i� �
�
�
�

�
�
��

�
1

,

Q a b x B a x bn
j

j

n

j( , ) |� � �
�
�
�

��

�
�
�

���
�

1

.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå a j , c j è b — öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà:

a a a Zn
n� �( , ..., ) ,1 c c c Zn

n� �( , ..., ) ,1 b Z� 1; Z x x x xn
n i� � �{ ( , ..., ) | ,1 0 xi

— öåëûå, i n�1, ..., }. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à R a b c( , , ) — NP-ïîëíà [12].

Äëÿ x x x x Z y y y y Zn n
n

n n
n� � � ��

�
�

�( , ..., , ) , ( , ..., , )1 1
1

1 1
1 ââåäåì ìåòðèêó

�( , ) | |x y x yi

i

n

i� �
�

�

�
0

1

. Ïóñòü a a a b Zn
n� � �( , ..., , )1

1, à âåêòîð �a òàêîé, ÷òî

�( , )a a � �1 (çàäà÷ó R a b c( , , ) áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå R a c( , )).

Ïóñòü N n� { }1 2, , ..., , K i ik1 1� { }, ..., — íåêîòîðàÿ âûáîðêà èç N îáúåìà k

( )1� �k n , âåêòîð x x x Bn
n* * *( , ..., )� �1 òàêîé, ÷òî x xi ik1

1* *� � �� , îñòàëüíûå

êîîðäèíàòû âåêòîðà x * ðàâíû íóëþ. Ïóñòü âåêòîð a a a bn
* * * *( , ..., , )� 1 òàêîé,

÷òî a ai ik1
1* *� � �� , a kj

* � �1 ïðè j N K� \ 1, b k* � .

Ëåììà 12 [5]. Âåêòîð x * — (åäèíñòâåííîå) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿ-

ðà I çàäà÷è R a c( , )* .

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ( , , )S opt� , êîòîðàÿ ñîîò-

âåòñòâóåò R a c( , ), è � — ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè x * — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è

R a c( , ), òî ìîæíî ëè çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì, îïðå-

äåëèòü, îñòàåòñÿ ëè x * îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è R a c( , )� . Åñëè íå îñòàåòñÿ,

òî íàéòè òàêîå ðåøåíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïóñòü Find R a c x( ( , ), )*� — ïðîöåäóðà,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x * çàäà÷è R a c( , )� , èñõîäÿ èç îïòè-

ìàëüíîãî ðåøåíèÿ x * çàäà÷è R a c( , ) (ðåçóëüòàò x *), è êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâî-

äèìîñòè �
efp
a . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýêçåìïëÿð � � � �I I R a c( ( , ) ýôôåêòèâíî ïîñòîï-

òèìàëüíî â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíî � ñâîäèòñÿ ê I I R a c( ( , )� ( )I I
efp
a� � , åñëè

ïðîöåäóðà Find R a c x( ( , ), )*� ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå

îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì.

Òåîðåìà 5. Åñëè DistNP íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Average-P, òî ñóùåñò-

âóþò ýêçåìïëÿð I çàäà÷è R a c( , )� è òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé � , ÷òî ïðî-

öåäóðà Find R a c x( ( , ), )*� íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå

îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîòû [5]. Äëÿ çàäà÷è

( , , )S opt� ïðèìåíèì òåîðåìó 3. Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíûé (ïðèáëèæåííûé) ïîëèíî-

ìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî

I R a c� ( , ) è âåêòîð x x x Bn
n* * *( , ..., )� �1 òàêîé, ÷òî x xi ik1

1* *� � �� (îñòàëüíûå

êîîðäèíàòû âåêòîðà x * ðàâíû íóëþ), åñòü ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà A íà I .

Ïóñòü âåêòîð a a a bn
* * * *( , ..., , )� 1 òàêîé, ÷òî a a a ki i jk1

1 1* * *,� � � � �� ïðè

j N K� \ 1, b k* � . Â ñèëó ëåììû 12 àëãîðèòì A äëÿ ýêçåìïëÿðà I * (ýêçåìïëÿð çà-

äà÷è R a c( , ) ïðè a a� *) äàñò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è è ñâîéñòâî 1 Poly äëÿ

( , , )S opt� áóäåò âûïîëíåíî.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà a îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé c,

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è n. Áóäåì èñõîäèòü èç âåêòîðà a *, ïðè-

ìåíÿÿ ïðîöåäóðó Find R a c x( ( , ), )*� . Ïóñòü T a( ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

a Z n� �1 ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì âåêòîðà a ñ óâåëè÷åíèåì èëè óìåíüøåíèåì

îäíîãî åãî êîìïîíåíòà íà åäèíèöó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � �a T a( ), åñëè ïîñëå ïðè-

ìåíåíèÿ ê a ïðåîáðàçîâàíèÿ T ïîëó÷åí âåêòîð �a (î÷åâèäíî, ÷òî �( , )a a � �1).

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ìîæíî ïîëó÷èòü èç âåêòîðà a * , ïðèìåíÿÿ íå áîëåå

÷åì c n� �( )1 ïðåîáðàçîâàíèé T :

a a a a
T T T k* $ �$ $ �$ $ �$ �1

� , (4)

ãäå a T a1 � ( )* , �( , )*a a1 1� ; a T ai i� �1 ( ) , �( , )a ai i� �1 1, i k� �1 1, ..., ;

k c n� � �( )1 .

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4) ïîëèíîìèàëüíóþ îòíîñèòåëüíî � ïðîöå-

äóðó Find R a c x( ( , ), )*� k ðàç (k c n� � �( )1 ), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýê-

çåìïëÿðà I çàäà÷è R a c( , ) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I I I I Ik k
*, , , ..., ,1 2 1�

ýêçåìïëÿðîâ, ïðè÷åì

I I I I I
efp
a

efp
a

efp
a

efp
a

k efp
a

k
* � � � � � �1 2 1� ,

I R a c1 � ( , )* , I R a c2
1� ( , ) , I R a c3

2� ( , ),�

� , ( , ), ( , ),I R a c I R a c a ak
k

k
k k� � ��

�
1

1 .

Âûïîëíåíî ñâîéñòâî 2 Poly. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî DistNP Average P� - . Ïðè-

ìåíÿÿ òåîðåìó 3 (êîíòðàïîçèöèþ ê íåé), ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò I R a cl � ( , )

( )1� �l k , êîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ ñâîäèìîñòü I Il efp
a

l� �1, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

I I l� , � �� l ïðîöåäóðà Find R a c x( ( , ), )*� íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà âðåìÿ,

ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî � â ñðåäíåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4. Èç òåîðåì 3 è 5 âûòåêàåò ñëîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ ïîñòîïòè-

ìàëüíîãî àíàëèçà äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ñðåäíåì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè

àíàëèçå ñëîæíîñòè è â íàèõóäøåì ñëó÷àå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà [5].

Çàìå÷àíèå 5. Ïðè ïðîâåäåíèè ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà èçìåíåíèå ýêçåìï-

ëÿðà I (ìíîæåñòâî { }�( )I ) îñóùåñòâëÿëîñü îïðåäåëåííûì îáðàçîì, à íå ñëó÷àéíî.

Çàìå÷àíèå 6. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 8 ïðîöåäóðà ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëè-

çà ýôôåêòèâíà, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî � â ñðåä-

íåì àëãîðèòì, è íåýôôåêòèâíà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïóñòü f x( ) — âðåìÿ ðàáîòû

ñîîòâåòñòâóþùåé ýôôåêòèâíîé ïîñòîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû, òîãäà ñîãëàñíî
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îïðåäåëåíèÿì 8 è 5 ñóùåñòâóåò �
 0, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E
f x

x
O

( )

| |
( )

�%

&
'
'

(

)
*
*
� 1 . Ïóñòü n �

1

�
. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî f x( ) íå áîëåå ÷åì

ïîëèíîì (â íàèõóäøåì ñëó÷àå). Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà [14]: åñëè

X — íåîòðèöàòåëüíàÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, h R R: � åñòü íåîòðèöà-

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ è t 
 0 äåéñòâèòåëüíîå, òî Pr [ ( ) ]
[ ( )]

h X t
E h X

t
� � . Èìååì

Pr Pr[ ( ) | | ]
( )

| |
| |

(

f x k x
f x

x
k x

E
f x

n n� � � � �
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&
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(

)
*
*
��
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� � 1

)

| |

| |

�

� � � �

x

k x

c
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O

kn

%

&
'
'

(

)
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*
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� �
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�
  

!

"
##�1

1 1
.

Îòñþäà Pr [ ( ) | | ]f x k x O
k

n� � � �
�

�
  

!

"
##1

1

�
, ÷òî ïðè áîëüøèõ k áëèçêî ê åäèíèöå.

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû ýôôåêòèâíîé ïîñòîïòèìàëüíîé ïðîöåäóðû íå

áîëåå ÷åì ïîëèíîì ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå. Çíà÷èò, âðåìÿ ðàáîòû

íåýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû ýêñïîíåíöèàëüíî ñ âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíè-

öå, ëèáî ïîëèíîìèàëüíî íà «ñóùåñòâåííîé» ÷àñòè ýêçåìïëÿðîâ (ñ âåðîÿòíîñ-

òüþ, îòëè÷íîé îò åäèíèöû), ÷òî, ïî-âèäèìîìó, è ñëåäóåò ñ÷èòàòü â êà÷åñòâå

òðóäíîðåøàåìîñòè (intractability) ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà.
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