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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè àäàïòàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåàëèçàöèè íà ïàðàëëåëüíûõ

êîìïüþòåðàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå îñíîâíûå çàäà÷è.

Ïåðâàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïðåäåëåíèè îïåðàöèé àëãîðèòìà ìåæäó ïðî-

öåññîðàìè è óñòàíîâëåíèè íîâîãî ïîðÿäêà èõ âûïîëíåíèÿ. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà,

âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ñîñòîèò â ñîõðàíåíèè ïîðÿäêà âûïîëíå-

íèÿ èíôîðìàöèîííî-ñâÿçàííûõ îïåðàöèé — âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ çà-

âèñèìîñòåé àëãîðèòìà. Èññëåäîâàíèþ ýòîé çàäà÷è ïîñâÿùåíî ìíîãî ïóáëèêàöèé

(â ÷àñòíîñòè, [1–5]), â êîòîðûõ íàéäåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû åå ðåøåíèÿ.

Âòîðàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñïðåäåëåíèè äàííûõ àëãîðèòìà ìåæäó ïðî-

öåññîðàìè è óñòàíîâëåíèè ñõåìû îáìåíà äàííûìè ïðè âûïîëíåíèè ïàðàëëåëü-

íîãî àëãîðèòìà. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, ñîñòîèò

â íåîáõîäèìîñòè óñòàíàâëèâàòü â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè ìåñòîïîëîæå-

íèå òðåáóåìîãî äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè äàííîãî è äîïîëíÿòü âû÷èñëèòåëüíûé

àëãîðèòì íîâûìè îïåðàöèÿìè ïåðåäà÷è è ïðèåìà äàííûõ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷è-

òûâàòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ êîììóíèêàöèé íà ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå ñ ðàñïðåäå-

ëåííîé ïàìÿòüþ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âðåìåííûõ çàòðàò. Ïîñêîëüêó öåëüþ èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå âðåìåíè ðåøåíèÿ

çàäà÷è, òî ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ñòðåìèòüñÿ ê óìåíüøå-

íèþ êîììóíèêàöèîííûõ çàòðàò íà åãî ðåàëèçàöèþ.

Â îòëè÷èå îò ïåðâîé çàäà÷è âòîðàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìåíåå èçó÷åííîé. Ñäåëà-

åì êðàòêèé îáçîð ïîäõîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Îäèí èç î÷åâèäíûõ ïîäõîäîâ ê ðàñïðåäåëåíèþ äàííûõ è ìèíèìèçàöèè êîì-

ìóíèêàöèîííûõ çàòðàò çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè àëãîðèòìà íà áëîêè íåçàâèñè-

ìûõ âû÷èñëåíèé [1, 6–9]. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì îïåðàöèé, êîòîðûå ýòè äàííûå èñïîëüçóþò, ïî-

ýòîìó âñå ïðîöåññîðû ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ìîãóò ðàáîòàòü

íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî, íå íóæäàÿñü â îáìåíå äàííûìè. Î÷åâèäíî, òàêîé
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ïîäõîä óïðîùàåò ïðîáëåìó ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè è óñòðà-

íÿåò ïðîáëåìó îáìåíà äàííûìè, îäíàêî íà ïðàêòèêå àëãîðèòì ðåäêî äîïóñêàåò

äåêîìïîçèöèþ íà íåçàâèñèìûå ÷àñòè.

Äðóãîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè áëî÷íûõ âåðñèé àëãîðèòìà, ò.å. ðàçáè-

åíèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà èòåðàöèé ãíåçä öèêëîâ [1, 10–13]. Öåëüþ

òàêîãî ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ïàêåòà ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ è óìåíüøåíèå

÷àñòîòû êîììóíèêàöèé. Ïîäõîä íàïðàâëåí íà ìèíèìèçàöèþ íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà

îáìåíû äàííûìè, íå çàòðàãèâàÿ ïðîáëåìû ðàçìåùåíèÿ ìàññèâîâ äàííûõ.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â óñòàíîâëåíèè ôèêñèðîâàííî-

ãî (îïðåäåëåííîãî äî íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû è íå ìåíÿþùåãîñÿ â ïðî-

öåññå åå âûïîëíåíèÿ) ðàçìåùåíèÿ äàííûõ ïî ïðîöåññîðàì âû÷èñëèòåëüíîé ñèñ-

òåìû [4, 14–19]. Ïîèñê òàêîãî ðàçìåùåíèÿ äàííûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç

óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè îáìåíîâ äàííûìè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî

àëãîðèòìà ìåæäó ïðîöåññîðàìè, â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîòîðûõ õðàíÿòñÿ äàííûå,

è ïðîöåññîðàìè, â êîòîðûõ ýòè äàííûå âû÷èñëÿþòñÿ èëè èñïîëüçóþòñÿ êàê àðãó-

ìåíòû äëÿ âû÷èñëåíèé. Â ðàìêàõ ïîäõîäà â ðàáîòàõ [4, 16, 17] ïðåäëàãàþòñÿ àë-

ãîðèòìû ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé è äàííûõ àëãîðèòìà ïî ïðîöåññî-

ðàì. Â ðàáîòàõ [18, 19] ðàññìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ âîç-

ìîæíà îðãàíèçàöèÿ ñòðóêòóðèðîâàííûõ êîììóíèêàöèé, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ

ìåæäó ãðóïïîé ïðîöåññîðîâ è ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ áûñòðåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé íàáîð êîììóíèêàöèé ìåæäó ïàðàìè ïðîöåññîðîâ. Ê ïðåèìóùåñòâàì ïîäõî-

äà ìîæíî îòíåñòè óïðîùåíèå ñõåìû îáìåíà äàííûìè (îáìåí ïðîèñõîäèò âñåãäà

îò ïðîöåññîðà, êîòîðûé èñïîëüçóåò äàííîå â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé,

ê ïðîöåññîðó, â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîòîðîãî äàííîå õðàíèòñÿ, è îáðàòíî — îò îä-

íîãî ïðîöåññîðà, â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîòîðîãî õðàíèòñÿ äàííîå, ê äðóãîìó ïðî-

öåññîðó, êîòîðûé èñïîëüçóåò äàííîå êàê àðãóìåíò äëÿ âû÷èñëåíèé). Ê ïðåèìó-

ùåñòâàì ïîäõîäà îòíîñèòñÿ òàêæå âîçìîæíîñòü ñîâìåñòíîãî íàõîæäåíèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ îïåðàöèé è äàííûõ, íàïðàâëåííîãî íà óìåíüøåíèå êîììóíèêàöèé,

òðåáóåìûõ â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.

Îäíàêî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ õàðàêòåðíà ñèòóà-

öèÿ, êîãäà ýëåìåíòû ìàññèâîâ ïåðåîïðåäåëÿþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìåíè âû-

ïîëíåíèÿ àëãîðèòìà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà ïðèâåäåò ê îðãàíè-

çàöèè áîëüøîãî ÷èñëà èçáûòî÷íûõ êîììóíèêàöèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè, èñïîëüçó-

þùèìè ýëåìåíò ìàññèâà äëÿ âû÷èñëåíèé, è ïðîöåññîðîì, íàçíà÷åííûì äëÿ åãî

õðàíåíèÿ, âìåñòî òîãî, ÷òîáû îñóùåñòâëÿòü íåïîñðåäñòâåííóþ ïåðåäà÷ó äàííîãî

ìåæäó ïðîöåññîðàìè, èñïîëüçóþùèìè ýëåìåíò ìàññèâà ïî î÷åðåäè. Äëÿ âûÿâëå-

íèÿ òàêîé ñèòóàöèè è èçìåíåíèÿ ñõåìû îáìåíà äàííûìè â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàå-

ìîãî ïîäõîäà íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìà,

êàê ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòå [18]. Äðóãèå ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðåäëîæåíû â [20, 21].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåí íîâûé ïîäõîä ê ïîèñêó ðàñïðåäåëåíèÿ äàí-

íûõ àëãîðèòìà ìåæäó ïðîöåññîðàìè è èòåðàöèÿìè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà.

Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà ìåæäó ïðîöåññîðàìè

è èòåðàöèÿìè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà óæå íàéäåíî, óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðîöåññî-

ðû è èòåðàöèè, èñïîëüçóþùèå ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû ýëåìåíò ìàññèâà íà

ôèêñèðîâàííîì åãî âõîæäåíèè â îïåðàòîð. Äàííàÿ èíôîðìàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷àòü íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññèâîâ (â òîì ÷èñëå ïðèâîäÿùåå ê èñïîëüçîâà-

íèþ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàññèâà òîëüêî îäíèì ïðîöåññîðîì), èíôîðìàöèþ îá

îáúåìå ìàññèâîâ, èñïîëüçóåìûõ â êàæäîì ïðîöåññîðå (÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ðå-

çåðâèðîâàíèÿ ïàìÿòè ïðîöåññîðà ïðè çàïèñè ïðîãðàììû), óñòàíàâëèâàòü êîììó-

íèêàöèè, òðåáóåìûå ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè îïåðàöèé, è îïðåäåëÿòü âîç-

ìîæíîñòü ñòðóêòóðèçàöèè êîììóíèêàöèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèãîäíû äëÿ
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àâòîìàòèçàöèè, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè ðàçðàáîòêå ïðî-

ãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûõ àëãîðèòìîâ.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

Ïóñòü àëãîðèòì çàäàí àôôèííûì ãíåçäîì öèêëîâ: èíäåêñíûå âûðàæåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ è ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ öèêëîâ àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ àôôèí-

íûìè ôóíêöèÿìè îò ïàðàìåòðîâ öèêëîâ è âíåøíèõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü â ãíåçäå öèêëîâ èìååòñÿ K âûïîëíÿåìûõ îïåðàòîðîâ S � è èñïîëüçóåòñÿ

L ìàññèâîâ al . Ïðîñòûå ïåðåìåííûå áóäåì ñ÷èòàòü ìàññèâàìè ðàçìåðíîñòè 0;

V
n

�
�� Z — îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãíåçäà öèêëîâ äëÿ îïåðàòîðà S � , ãäå

n� — ÷èñëî öèêëîâ, îêðóæàþùèõ îïåðàòîð S � ; Wl
l� Z�

— îáëàñòü èçìåíåíèÿ

èíäåêñîâ l-ãî ìàññèâà, ãäå � l — ðàçìåðíîñòü l-ãî ìàññèâà; N e�Z — âåêòîð âíåø-

íèõ ïåðåìåííûõ àëãîðèòìà, ãäå e — ÷èñëî âíåøíèõ ïåðåìåííûõ. Ðåàëèçàöèþ

îïåðàòîðà S � ïðè êîíêðåòíîì çíà÷åíèè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ öèêëîâ J áóäåì íà-

çûâàòü îïåðàöèåé è îáîçíà÷àòü S J� ( ) . Âûïîëíåíèå âñåõ îïåðàöèé, çàâèñÿùèõ îò

J, íàçûâàåòñÿ J-é èòåðàöèåé.

Âõîæäåíèåì ( , , )l q� áóäåì íàçûâàòü q -å âõîæäåíèå ìàññèâà al â îïåðàòîð S � .

Äðóãèìè ñëîâàìè, âõîæäåíèå ( , , )l q� — ýòî q -e îáðàùåíèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îáðàùåíèé ê ýëåìåíòàì ìàññèâà al ïðè î÷åðåäíîì âûïîëíåíèè îïåðàòîðà S � . Äëÿ

íàãëÿäíîñòè íàðÿäó ñ ( , , )l q� áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå ( , , )a S ql � .

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ ìàññèâà a Fl ( ) , ñâÿçàííûõ ñ âõîæäåíèåì

( , )l q� , áóäåì îáîçíà÷àòü Wl q, , .� Îáîçíà÷èì Q ìíîæåñòâî âõîæäåíèé ( , , )l q� âñåõ

ìàññèâîâ al âî âñå îïåðàòîðû S � (áåðåòñÿ îáúåäèíåíèå âõîæäåíèé ( , , )l q� ïî

âñåì l , � è q).

Èíäåêñû ýëåìåíòîâ l -ãî ìàññèâà, ñâÿçàííûõ ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , âûðàæà-

þòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé F V Wl q l, , :� � � âèäà
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü A — ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N ñ äèàãîíàëüíû-

ìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè åäèíèöå. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax b� ìåòîäîì îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè:

S x b

i N

S x i b i

j i

S x i x

1

2

3

1 1

2

1 1

: ( ) ( )

,

: ( ) ( )

,

: ( ) (

�

�

�

� �

�

do

do

i a i j x j) ( , ) ( )�

enddo

enddo

Ãíåçäî öèêëîâ ñîäåðæèò òðè îïåðàòîðà: S S S1 2 3, , è ýëåìåíòû òðåõ ìàññè-

âîâ: x b x, , . Â äàííîì ñëó÷àå n1 0� , n2 1� , n3 2� , �1 1� , � 2 1� , � 3 2� ,

V1 1� { }( ) , V i i N2 2� � 	 	{( ) |Z }, V i j i N j i3
2 2 1 1� � 	 	 	 	 �{( , ) | , }Z , W1 �

W2 �{ ( ) |i i N� 	 	Z 1 }, W V3 3� .

Èíäåêñû ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ, èñïîëüçóåìûõ îïåðàòîðàìè àëãîðèòìà, âûðà-

æàþòñÿ ôóíêöèÿìè Fx S, , ( )
1 1 1 1� , F i E ix S, ,

( )( ) ( )
2 1

1� , F i j F i jx S x S, , , ,( , ) ( , )
3 31 2� �
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� ( )( )1 0 i j T, F i j i jx S, , ( , ) ( )( )
3 3 0 1� T, Fb S, , ( )

1 1 1 1� , F i E ib S, ,
( )( ) ( )

2 1
1� , F i ja S, , ( , )

3 1 �

� E i j( ) ( )2 T. �

Îïåðàöèÿ S J J V� �( ), ,� çàâèñèò îò îïåðàöèè S I I V� �( ), ,� åñëè [22]:

1) S I� ( ) âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå, ÷åì S J� ( ) ;

2) S I� ( ) è S J� ( ) èñïîëüçóþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ìàññèâà (ò.å.

F I F Jl p l q, , , ,( ) ( )� �� äëÿ íåêîòîðûõ l p q, , ) è ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç èñïîëüçî-

âàíèé ïðåäñòàâëÿåò ïåðåîïðåäåëåíèå (èçìåíåíèå) ýëåìåíòà;

3) ìåæäó îïåðàöèÿìè S I� ( ) è S J� ( ) ýòîò ýëåìåíò íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ.

Çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü èñòèííîé (åñëè ýëåìåíò ìàññèâà ñíà÷àëà îïðåäåëÿåò-

ñÿ, à çàòåì åãî çíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà), àíòèçàâèñèìîñòüþ

(åñëè çíà÷åíèå ýëåìåíòà ìàññèâà ñíà÷àëà èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò, à çàòåì ïåðå-

îïðåäåëÿåòñÿ), çàâèñèìîñòüþ ïî âûõîäó (åñëè ýëåìåíò ìàññèâà îïðåäåëÿåòñÿ, à

çàòåì ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ).

Çàâèñèìîñòü îïåðàöèè S J� ( ) îò îïåðàöèè S I� ( ) áóäåì îáîçíà÷àòü

S I S J� �( ) ( )� . Ïóñòü P I V J V S I S J� 
 � � �{ }( , ) | , , ( ) ( )� � � � � � — ìíîæåñò-

âî, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïàðû çàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ êàæäîé ïàðû ( , )� � �P

îáîçíà÷èì V J V S I S J� � � � �, | ( ) ( )� � 
 �{ }. Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó îïåðàöèÿìè

S I� ( ) è S J� ( ) ìîæåò áûòü áîëåå îäíîé çàâèñèìîñòè, åñëè ðàâåíñòâî

F I F Jl p l q, , , ,( ) ( )� �� âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî íàáîðà l p q, , . Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå S I S J
l p q

� �( ) ( )
, ,

� .

Ïóñòü çàâèñèìîñòè îïåðàöèé àëãîðèòìà çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè

�� � � � �, ,:V V� òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè S I S J� �( ) ( )� , I V� � , J V V� �� � �, ,

òî I J� �� �, ( ) . Åñëè ïàðà îïåðàòîðîâ S � è S � ïîðîæäàåò áîëåå îäíîé çàâèñè-

ìîñòè, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèé �� �, èñïîëüçóþòñÿ òàêæå âåðõíèå èíäåêñû.

Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè �� �, ôóíêöèÿìè çàâèñèìîñòåé è ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ÿâëÿ-

þòñÿ àôôèííûìè:

� � 

�

� � � � � �
� �

� � � �

�

� �

, , ,
( , )

, ,

( ) ,

, ,

J J N

J V N e n n

� � �

� � �
�

Z Z , , , ( , ) ,,
( , )� �
� �� �� � �� � ��Z Zn e n

P
(2)

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 1). Çàâèñèìîñòè ãíåçäà öèêëîâ îïèñûâàþòñÿ

ñëåäóþùèìè ôóíêöèÿìè [1, § 6.8]: �1 3 1 0 0 1 1, ( , ) ( )( )i i� �T , ( , ) ,i V1 1 3� �

� � 	 	{ }( , ) |i i N1 22Z , �2 3 1 1 0 1, ( , ) ( )( )i i� T, ( , ) , ,i V V1 2 3 1 3� � , �
3 3
1
,

( ) ( , )i j �

�
�

�
�

�

�
� �

0 1

0 1
0 1( ) ( )i j T T, ( , ) ( , ) | ,

,
( )i j V i j i N j i� � � 	 	 	 	 �

3 3
1 2 3 2 1{ }Z ,�

3 3
2
,

( ) ( , )i j �

� �E i j( ) ( ) ( )2 0 1T T, ( , )
,

( )
,

( )i j V V� �
3 3

2
3 3

1 . �

Ôóíêöèè çàâèñèìîñòåé ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ

îïèñàíèÿ òîíêîé èíôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû àëãîðèòìà, ò.å. äëÿ îïèñàíèÿ èí-

ôîðìàöèîííûõ ñâÿçåé íà óðîâíå îòäåëüíûõ îïåðàöèé àëãîðèòìà. Ýòè ôóíêöèè

ìîãóò èìåòü äðóãèå íàçâàíèÿ: ïîêðûâàþùèå ôóíêöèè ãðàôà àëãîðèòìà [1],

h-ïðåîáðàçîâàíèÿ [23, 24]. Äîêàçàíî (òåîðåìà Â.Â. Âîåâîäèíà îá èíôîðìàöèîí-

íîì ïîêðûòèè [1, 25]), ÷òî âñå çàâèñèìîñòè àëãîðèòìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ äîñòà-

òî÷íî øèðîêèì ëèíåéíûì êëàññîì ïðîãðàìì, ìîæíî çàäàòü ôóíêöèÿìè, ëèíåéíî

çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ öèêëîâ è âíåøíèõ ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ
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îïðåäåëåíà íà ëèíåéíîì ìíîãîãðàííèêå; ÷èñëî ôóíêöèé íå çàâèñèò îò âíåøíèõ ïåðå-

ìåííûõ è äëÿ ðåàëüíûõ ëèíåéíûõ ïðîãðàìì ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó îïåðàòîðîâ ïðè-

ñâàèâàíèÿ. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íå ïðåâîñõîäèò íåñêîëüêèõ åäèíèö.

Îáîçíà÷èì n n
K

�
	 	
max

1 �
� . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíûå ôóíêöèè

t V n( ) :�
� � Z , 1 	 	� K . Ïóñòü êàæäàÿ ôóíêöèÿ t ( )� ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïå-

ðàöèè S J� ( ) âåêòîð t J t J t Jn
( ) ( ) ( )( ) ( ( ), , ( ))� � ��

1
� ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíà-

òàìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè t
�

�( ) ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè:

t J J b N a

J V b
n

�
� � � � �

� �

�
� � �

�

� �

( ) ( , ) ( , )
,

( , ) ( ,

( ) ,

, ,

� � �

� �Z �
� � � �)

,, , , , .N a K ne� � 	 	 	 	Z Z 1 1
(3)

Ôóíêöèè t ( )� íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè òàéìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, åñëè âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

rank T n K( ) ,�
� �� 	 	1 , (4)

t J t I J V I V S I S Jlex
( ) ( )( ) ( ), , , ( ) ( )� �

� � � �� � � � , (5)

ãäå T ( )� — ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ � �� �( , ) ( , ), , ,1
�

n çà-

ïèñü � lex îçíà÷àåò «ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå ëèáî ðàâíî». Çàìåòèì, ÷òî â òåðìè-

íîëîãèè ìîíîãðàôèè [1] ôóíêöèè t
�

�( ) íàçûâàþòñÿ ðàçâåðòêàìè ãðàôà àëãîðèòìà.

Âåêòîðíûå òàéìèðóþùèå ôóíêöèè çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå ãíåçäà öèêëîâ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî îïåðàöèÿ S J� ( ) , âûïîëíÿåìàÿ íà èòåðàöèè J èñõîäíîãî ãíåçäà

öèêëîâ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íà èòåðàöèè t J( ) ( )� ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû âåêòîðà t ( )� èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïàðàìåòðû ïðå-

îáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ äëÿ îïåðàòîðà S � : t
1
( )� — ïàðàìåòð ñàìîãî âíåø-

íåãî öèêëà, tn
( )� — ïàðàìåòð ñàìîãî âíóòðåííåãî öèêëà. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4)

ãàðàíòèðóåò íåâûðîæäåííîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5) ãàðàíòè-

ðóåò ñîõðàíåíèå ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ èíôîðìàöèîííî ñâÿçàííûõ îïåðàöèé àëãî-

ðèòìà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ. Íàáîð âåêòîðíûõ ôóíê-

öèé t t K( ) ( ), ,1
� íàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûì òàéìèðîâàíèåì.

Ïðèìåð 3 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 2). Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå òàéìèðîâàíèå:

t ( ) ( ) ( , )1 1 1 1� ; t i i( ) ( ) ( , )2 1� , 2 	 	i N ; t i j i j( ) ( , ) ( , )3 � , 2 	 	i N , 1 1	 	 �j i . Ïðåîá-

ðàçóåì èñõîäíîå ãíåçäî öèêëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîãîìåðíûì òàéìèðîâàíèåì:

do

do

i N

j i

i j S x b

i j S

�

� �

� � �

� �

1

1 1

1 1 1

2 1

1

2

,

,

if ( ) : ( ) ( )

if ( , ) : ( ) ( )

if ( ) : ( ) ( ) ( , ) ( )

x i b i

i S x i x i a i j x j

�

� � �2 3

enddo

enddo

�

Îáîçíà÷èì � � �l q l qF, , , , .� rank Ðàññìîòðèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Z
n� ñ áàçèñíû-

ìè âåêòîðàìè ui
� , 1 	 	i l q� �, , , ui , 1 	 	 �i n l q� �� , , , ãäå ui — áàçèñíûå âåêòî-
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ðû ïîäïðîñòðàíñòâà kerFl q, ,� ; åñëè � � �l q n, , � , òî âåêòîðû ui îòñóòñòâóþò.

Ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ui
� , îáîçíà÷èì U

l q, ,�
� .

Ïóñòü F — ýëåìåíò ìíîæåñòâà Wl . Îáîçíà÷èì V Fl q, , ( )� ìíîæåñòâî èòåðà-

öèé èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà âõîæäåíèè ( , , )l q� êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ îäèí

è òîò æå ýëåìåíò ìàññèâà a Fl ( ) :

V F J V F J Fl q l q, , , ,( ) | ( )� � �� � �{ }.

Îáîçíà÷èì � l q F, , ( )� ìíîæåñòâî, çàäàþùåå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè ìíîæåñòâà

V Fl q, , ( )� íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ ui :

� l q n i

i

n

iF J J u
l q

l q

, , ( ) ( ) |
, ,

, ,

� �

�

	 	 	
� �

� �

� � � � ��
�

�

�

�1

1

� , ( ), ,J V Fl q�
�
�
�

��

�
�
�

��
� ;

â ñëó÷àå � � �l q n, , � ìíîæåñòâî � l q F, , ( )� ïóñòîå.

ÔÓÍÊÖÈÈ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß ÌÀÑÑÈÂÎÂ ÍÀ ÈÒÅÐÀÖÈßÕ ÃÍÅÇÄÀ ÖÈÊËÎÂ

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè d Wl q
l q

n( , , )
, ,:�
� � Z , ( , , )l q Q� � , ñ àôôèí-

íûìè êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè âèäà

d F F z N y Fl q l q l q
l q�

� � � � �
� �
( , , ) ( , , , ) ( , , , )

( , , , )( ) ( )� � � ,

, , , ,

(

, ,
( , , , ) ( , , , )

, , ,

F W z N

y

l q
l q l q e

l q

l� � ��
� � � � �

� �


 Z Z

F l q Q n) , ( , , ) , .� � 	 	Z � �1

(6)

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî F Wl q� , ,� ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

d F t J J V F
l q

l q�
�

�
�

�
( , , ) ( )

, ,( ) ( ), ( )� � . (7)

Òîãäà êàæäàÿ ôóíêöèÿ d l q( , , )� îïðåäåëÿåò èòåðàöèè ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà

öèêëîâ, íà êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ìàññèâà al , ñâÿçàííîãî ñ âõîæäå-

íèåì ( , , )l q� . Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèè d l q( , , )� ôóíêöèÿìè èñïîëüçîâàíèÿ

ìàññèâîâ íà èòåðàöèÿõ ãíåçäà öèêëîâ. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè d
l q

�
�( , , )

â îá-

ùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íûå.

Òåîðåìà 1. Êîîðäèíàòû d
l q

�
�( , , )

ôóíêöèé èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâîâ íà èòåðà-

öèÿõ ãíåçäà öèêëîâ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (6), â êîòîðûõ 
 � �( , , , )l q — ðåøåíèå ñèñ-

òåìû óðàâíåíèé


 �� �
� �

� �
�

( , , , )
, , , ,

( , )
, ,

l q
l q l q l q

F U U� �� , (8)

à âåêòîðû z l q( , , , )� � è âåëè÷èíû y Fl q, , , ( )� � îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

z b Gl q l q
l q

( , , , ) ( , ) ( , , , )
, , ,� � � � � �
�
� � (9)

y F a fl q
l q l q

, , , ,
( , , , ) ( , , )( )� � � �

� � �
� � �

� � � �
�

�

�� 	 � 	 	
� �

� �

�
� �

� �i

i

n

i n l q

l q

l q
u

1

1

, ,

, ,

( , )
, ,, ( ) (� � F ). (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F — ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìíî-

æåñòâà Wl q, ,� . Òîãäà F F Jl q� , , ( )� , J V Fl q� , , ( )� , è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (7) ðàâ-
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íîñèëüíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà t J d F J
l q

l q�
�

�
�

�
( ) ( , , )

, ,( ) ( ( ))� � 0 äëÿ ëþáîãî

J V Fl q� , , ( )� .

Èìååì:

t J d F J J b N a
l q

l q�
�

�
�

�
� � � �

� ��( ) ( , , )
, ,

( , ) ( , )
,( ) ( ( ))� � � � � �( ( )( , , , )

, ,
 � �
�

l q
l qF J

� � � � �z N y J b Nl q
l q

( , , , )
, , ,

( , ) ( , ))� �
� �

� � � ��

� � � � �a F J G N f zl q
l q l q

l q l q
� �

� �
� �

� �
,
( , , , )

, , , ,
( , , ) ( , ,( ) , )

, , ,
�

� �N yl q� �

� � � �( ) (( , ) ( , , , )
, ,

( , ) ( , , , )
,� 
 
� � � �

�
� � � �

�
l q

l q
l q

lF J b G ,
( , , , ) )q
l qz N� �� �

� � �a f yl q l q
l q� �

� � �
� �
,

( , , , ) ( , , )
, , , .

Ðàâåíñòâî (7) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè äîñòè÷ü ðàâåíñòâà íóëþ êàæäîé èç

âåëè÷èí ( )( , ) ( , , , )
, ,� 
� � � �
�� l q

l qF J, ( )( , ) ( , , , )
, ,

( , , , )b G z Nl q
l q

l q� � � �
�

� �
� � è

a f yl q l q
l q� �

� � �
� �
,

( , , , ) ( , , )
, , ,� � .

Ïåðâàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà J, åñëè âåêòîð


 � �( , , , )l q îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé 
 �� �
�

� �( , , , )
, ,

( , ) .l q
l qF �

Îäíàêî ñèñòåìà ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ (êîîðäèíàò

âåêòîðà 
 � �( , , , )l q ) ìåíüøå ëèáî ðàâíî ÷èñëó óðàâíåíèé ( � �l n	 ). Äëÿ ýòîãî ïðåä-

ñòàâèì âåêòîð J â âèäå J J J� �� ( )0 , ãäå J ui

i

i

l q
�

�

�
� �

� 	

� �

1

, ,

, J ui

i

n

i

l q
( )

, ,
0

1

�
�

�

� 	
� ��

.

Òîãäà

( ) (( , ) ( , , , )
, ,

( , ) ( , , , )
, ,� 
 � 
� � � �

�
� � � �

�� � �l q
l q

l q
lF J F q J J)( )( )� � �0

� � � ��( )( , ) ( , , , )
, ,

( , ) ( )� 
 �� � � �
�

� �l q
l qF J J 0

� � � ��

�

��( )( , ) ( , , , )
, ,

( , )
, ,

� 
 	 �� � � �
�

�
� �

�
l q

l q i

i

iF u
l q

1

	
� ��

i

i

n

i

l q

u

�

�

� �
1

, ,

� � ��

�

� �

�
� 	 � 
 	

�
� � � �

�

�

i

i

i
l q

l q i i

i

l q

u F u

1

, ,

( )( , ) ( , , , )
, ,

1

n

i

l q

u
� ��

� ��

�

�
, ,

( , ) .

×èñëî íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû 
 �� �
�

� �( , , , )
, ,

( , )l q
l q i iF u u� �� áîëüøå ëèáî ðàâíî

÷èñëó óðàâíåíèé (� � �l l q� , , ). Ñèñòåìà âñåãäà èìååò ðåøåíèå: ðàíã ðàñøèðåí-

íîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì,

t J d F J
l q

l q i

i

l q

�
�

�
�

�

�
� �	 �

�
( ) ( , , )

, ,
( , )( ) ( ( )) (

, ,

� � �

�
�

1

u F ui
l q

l q i
� �� �
 � �

�
( , , , )

, , )

� � � �
�

�

� 	 � 

� ��

� � � � � �
�i

i

n

i
l q

l q

l q

u b G

1

, ,
( , ) ( , ) ( , , , )

, ,( z Nl q( , , , ) )� � �

� � �a f yl q l q
l q� �

� � �
� �
,

( , , , ) ( , , )
, , , .

Ðàâåíñòâî (7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî J V Fl q� , , ( )� , åñëè êîìïîíåíòû êàæ-

äîãî âåêòîðà 
 � �( , , , )l q îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå ñèñòåìû � �l q, , óðàâíåíèé ñ � l íå-

èçâåñòíûìè:


 � �� �
�

� �
�

( , , , )
, ,

( , )
, ,,l q

l q i i l qF u u i� �� 	 	1 , (11)
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ìàòðèöó z l q( , , , )� � è ôóíêöèè y Fl q, , , ( )� � çàäàòü ðàâåíñòâàìè (9) è (10) ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìó óðàâíåíèé (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (8) è

äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî F âåêòîðû ( )
, ,

	 	
� ��1� � �� n l q

ïðèíàäëåæàò ìíî-

æåñòâó � l q F, , ( )� . �

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (áåç ó÷åòà âåêòîðà âíåøíèõ ïåðåìåííûõ) òåîðåìà 1 äîêà-

çàíà â ðàáîòå [26].

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 3). Íàéäåì ôóíêöèè èñïîëüçîâàíèÿ ìàññè-

âîâ íà èòåðàöèÿõ ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

îñóùåñòâëÿëîñü ñîãëàñíî äâóìåðíîìó òàéìèðîâàíèþ t ( ) ( ) ( , )1 1 1 1� ; t i i( ) ( ) ( , )2 1� ,

2 	 	i N ; t i j i j( ) ( , ) ( , )3 � , 2 	 	i N , 1 1	 	 �j i .

Äëÿ âõîæäåíèÿ ( , , )x S1 1 è ( , , )x S 2 1 ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (7) ïîëó÷èì

d
x S( , , )

( ) ( , )1 1
1 1 1� è d i i

x S( , , )
( ) ( , )2 1

1� .

Ðàññìîòðèì âõîæäåíèÿ ( , , )x S 3 1 è ( , , )x S 3 2 . Äîñòàòî÷íî âçÿòü òîëüêî îäíî

èç ýòèõ âõîæäåíèé. Èìååì � ( , ) ( , )3 1 1 0� , � ( , ) ( , )3 2 0 1� , b b( , ) ( , )3 1 3 2 0� � ,

a a3 1 3 2 0, ,� � ; Fx S, , ( )
3 1 1 0� , Gx S, ,3 1 0� , f

x S( , , )3 1
0� ; �x S, ,3 1 1� , n3 2� ; u1 0 1� ( , ) ,

u
1

1 0� � ( , ) . Äëÿ � �1 ñèñòåìà (8) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä: 
 ( , , , )
( )

x S 3 1 1
1 0

1

0

�

�
�

�

�
� �

�
�

�
�

�

�
�( )1 0

1

0
, îòñþäà 
 ( , , , )x S 3 1 1

1� . Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (10) ïîëó÷èì

z
x S( , , , )3 1 1

0 1 0 0� �  � è y ix S, , , ( ) ( , )( , )
3 1 1 10 1 0 1 0 0 1 0� �  � �	 . Äëÿ � � 2 ïîëó÷èì


 ( , , , )
( ) ( )

x S 3 1 2
1 0

1

0
1 0

1

0

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� , îòñþäà 
 ( , , , )x S 3 1 2

0� ; z
x S( , , , )3 1 2

0 0 0 0� �  � è

y ix S, , , ( ) ( , )( , )
3 1 2 1 10 0 0 0 1 0 1� �  � �	 	 , 	1 13

�� x S i, , ( ) . Äëÿ êàæäîãî i N�1, ,�

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V i i j j i
x S, ,

( ) ( , ) |
3 1

1 1� 	 	 �{ }. Ñëåäîâàòåëüíî,

�
x S

i j j i
, ,

( ) |
3 1

1 1� 	 	 �{ } è y i jx S, , , ( )
3 1 2 � , 1 1	 	 �j i . Ïîëó÷èì d i

x S( , , )
( )3 1 �

� �d i i j
x S( , , )

( ) ( , )3 2
, 1 1	 	 �j i .

Ðàññìîòðèì âõîæäåíèå ( , , )x S 3 3 . Èìååì Fx S, , ( )
3 3 0 1� , Gx S, ,3 3 0� ,

f
x S( , , )3 3

0� ; � x S, ,3 3 1� ; ui � ( , )1 0 , u
1

0 1� � ( , ) . Äëÿ � �1 ïîëó÷èì


 ( , , , )
( ) ( )

x S 3 3 1
01

0

1
10

0

1

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� , îòêóäà 
 ( , , , )x S 3 3 1

0� ; z
x S( , , , )3 3 1

0 0 0 0� �  � è

y jx S, , , ( ) ( , )( , ) ,
3 3 1 1 10 0 1 0 1 0� � � �	 	 	1 33

�� x S j, , ( ) . Äëÿ êàæäîãî i N� �1 1, ,�

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V j i j j i Nx S, , ( ) ( , ) |
3 3 1� � 	 	{ }. Ñëåäîâàòåëüíî,

� x S j i j i N, , ( ) |
3 3 1� � 	 	{ } è y j i

x S, , ,
( )

3 1 1
� , j i N� 	 	1 . Äëÿ � � 2 ïîëó÷èì


 ( , , , )
( ) ( )

x S 3 3 2
0 1

0

1
0 1

0

1

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� , îòêóäà 
 ( , , , )x S 3 3 2

1� ; z
x S( , , , )3 3 2

0 1 0 0� �  � è

y jx S, , , ( ) ( , )( , )
3 3 2 10 0 0 1 1 0 0� � � �	 . Òàêèì îáðàçîì, d j i j

x S( , , )
( ) ( , )3 2 � , j i N� 	 	1 .

Ïîëó÷èì ôóíêöèè èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâà b . Äëÿ âõîæäåíèÿ ( , , )b S1 1 è

( , , )b S 2 1 ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (7) íàéäåì d
b S( , , )

( ) ( , )1 1
1 1 1� è d i i

b S( , , )
( ) ( , )2 1

1� .

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâà a (âõîæäåíèå ( , , )a S 3 1 ). Èìååì:

� ( , ) ( , )3 1 1 0� , � ( , ) ( , )3 2 0 1� , b b( , ) ( , )3 1 3 2 0� � , a a3 1 3 2 0, ,� � ; F Ea S, ,
( )

3 1
2� ,

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 1 151



Ga S, , ( )
3 1 0 0� T, f

a S( , , )
( , )3 1
0 0� ; � a S E, ,

( )
3 1

2 2� �rank , n3 2� ; ui îòñóòñòâóþò,

u
1

1 0� � ( , ) , u
2

0 1� � ( , ) . Äëÿ � �1 ñèñòåìà (8) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:


 ( , , , ) ( ) ( ) ( )( )
a S

E E E3 1 1 2 2 21 0� , îòñþäà 
 ( , , , )
( , )

a S 3 1 1
1 0� . Èç ñîîòíîøåíèé (9)

è (10) ïîëó÷èì z
a S( , , , )

( )( )3 1 1
0 1 0 0 0 0� � �T è y i ja S, , , ( , ) ( )( )

3 1 1 0 1 0 0 0 0� � �T .

Àíàëîãè÷íî äëÿ � � 2 èìååì 
 ( , , , ) ( ) ( ) ( )( )
a S

E E E3 1 2 2 2 20 1� , îòêóäà 
 ( , , , )a S 3 1 2 �

� ( , )0 1 , z
a S( , , , )

( )( )3 1 2
0 0 1 0 0 0� � �T è y i ja S, , , ( , ) ( )( )

3 1 2 0 0 1 0 0 0� � �T . Ñîîòâåò-

ñòâåííî ïîëó÷àåì d i j i j
a S( , , )

( , ) ( , )3 1 � . �

Òåîðåìà 2. Åñëè � � �l q n, , ! , òî êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ âõîæ-

äåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ íà èòåðàöèÿõ d Fl q( , , ) ( )� , îòëè÷àþùèõñÿ ëèíåé-

íûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ T ui
( ) ,� 1 	 	 �i n l q� �� , , . Åñëè � � �l q n, , � , òî ýëå-

ìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ íà ôèêñèðîâàííîé èòåðàöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ 
 � �( , , , )l q , ÿâëÿ-

þùåãîñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8), ïðè ôèêñèðîâàííîì F âåëè÷èíà 
 � �( , , , )l q F �

� �
 
� �
�

� � �( , , , )
, ,

( , , , ) ( , , )l q
l q

l q l qG N f ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ëþáîé

âåêòîð J, äëÿ êîòîðîãî F J G N f Fl q l q
l q

, , , ,
( , , )

� �
�� � � , ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå J J J� �� ( )0 , ãäå J Fl q
( )

, ,
0 �ker � , J � — íîðìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé F J F G N fl q l q
l q

, , , ,
( , , )

� �
�� � � , J ui

i

i

l q
� �

�

�� � 	

� �

1

, ,

. Ñ ó÷åòîì äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîëó÷èì çíà÷åíèå


 
 
� � � �
�

� � �( , , , ) ( , , , )
, ,

( , , , ) ( , , )l q l q
l q

l q l qF G N f� � �

� � � �
 
� �
� �

� � �( , , , )
, , , ,

( , , ) ( , , , )( )l q
l q l q

l q l q
lF J G N f G , ,

( , , , ) ( , , )
�

� � �
q
l q l qN f� �

� � � ��
 
� �
�

� �
�

( , , , )
, ,

( , , , )
, ,

( )( )l q
l q

l q
l qF J F J J 0

� ��

�

� �

�
� �
 	 	 
� �

�

� �� �
( , , , )

, ,
(

, , , ,
l q

l q i

i

i i

i

lF u
l q l q

1 1

, , , )
, ,

� �
�

q
l q iF u� �

� �
�

� � ��
i

i i

l q

u J

1

�
� � � �

�

	 � �
, ,

( , ) ( , ) ,

êîòîðîîå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 êîîðäèíàòû ôóíêöèé èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâîâ íà èòåðà-

öèÿõ ãíåçäà öèêëîâ çàäàþòñÿ â âèäå

d F F b G
l q l q l q

l q�
� � � � � � �

�
 
( , , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , )
, ,( ) ( )� � � N a fl q l q� � �� �

� � �
,
( , , , ) ( , , )

� � � � �
�

�
�

�

�

� 	 � 	
� � ��

� � � �
� �

�

i

i

n

i i

i

nl q

u J b N a

1 1

, ,
( , ) ( , )

,

l q

ui

, ,
( , )

�

� � �� .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè � � �l q n, , ! , èòåðàöèè, íà êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ýëåìåíò

a Fl ( ) , ñâÿçàííûé ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ T ui
( )� , 1 	 	 �i n l q� �� , , .

Åñëè � � �l q n, , ,� ñóììà 	 �
� ��

� �
i

i

n l q

�

�

�
1

, ,
( , ) îòñóòñòâóåò (ìíîæåñòâî � l q F, , ( )�

ïóñòîå) è çíà÷åíèå d F
l q

�
�( , , )

( ) ñòàíîâèòñÿ ôèêñèðîâàííûì. �
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî " fix n� �{ } { }� ��1 1, , , ,� � , ñîñòàâëåí-

íîå èç � ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà { }1, ,� n . Âûäåëèì � êîîðäèíàò

ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ t
i�
�( ) , � i fix�" , è îáîçíà÷èì t

fix
( )� âåêòîðíóþ ôóíê-

öèþ, ñîñòàâëåííóþ èç âûäåëåííûõ êîîðäèíàò t t
�

�
�

�

�1

( ) ( ), ,� .

Îáîçíà÷èì T
fix
( )� ìàòðèöó, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ � � �( , )i ,

� i fix�" ; �
�

�
�l q

fix l q

fix

F

T, ,

, ,

( )�
�

�

�
�

�

�

�
�

rank . Îáîçíà÷èì ui
fix , 1 	 	 �i n

l q
fix

� �
�

, ,
, áàçèñíûå

âåêòîðû ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ker
F

T

l q

fix

, ,

( )

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

è Z
n� ; âåêòîðû ui

fix ìîãóò îò-

ñóòñòâîâàòü. Ðàññìîòðèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Z
n� ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ui

fix� ,
,

1 	 	i
l q
fix�

�, ,
, ui

fix , 1 	 	 �i n
l q
fix

� �
�

, ,
. Ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç

âåêòîðîâ ui
fix� ,

, îáîçíà÷èì U
l q

fix
, ,
,
�

� .

Ïóñòü T
fix

— ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

ôóíêöèè t
fix
( ) ;� ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

V T J V t J Tfix
fix fix fix� �

�( ) | ( )( )� � �{ }.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V F V Tl q
fix

fix, , ( ) ( )� �
# èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåçäà öèê-

ëîâ, íà âõîæäåíèè ( , , )l q� êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ îäíî è òî æå äàííîå a Fl ( )
è êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ïðåîáðàçîâàííîì ãíåçäå öèêëîâ íà èòåðàöèÿõ ñ ôèê-

ñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè t
fix
( )� , ðàâíûì T fix . Îáîçíà÷èì �

l q
fix

fixF T
, ,

( , )
�

ìíîæåñòâî, çàäàþùåå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè ìíîæåñòâà V F V Tl q
fix

fix, , ( ) ( )� �
#

íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ ui
fix :

�
l q
fix

fix
fix

n

fixF T J
l q
fix, ,

( , ) ( ) |
, ,

� �
	 	

� �

�
�
�
�

� � �
�1

�

� � � #�

�

�

�J u J V F Vfix
i
fix

i

n

i
fix

l q
f

l q
fix

,
, ,

, ,

, ( )	
� �

�

� �
1

ix
fixT( )

�
�
�

;

â ñëó÷àå �
� �l q

fix n
, ,

� ìíîæåñòâî �
l q
fix

fixF T
, ,

( , )
�

ïóñòîå.

Òåîðåìà 3. Èòåðàöèè ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà êîòîðûõ èñïîëü-

çóåòñÿ ýëåìåíò ìàññèâà a Fl ( ) , F Wl q� , , ,� ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ôóíêöèè

t
fix
( )� , ðàâíîì T fix , îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé d

l q
�

�( , , )
, êîòîðûå çàäàþòñÿ

ôîðìóëàìè (6), ãäå 
 � �( , , , )l q — ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé


 �� �
� �

� �
�

( , , , )
, , , ,

, ( , )
, ,
,l q

l q l q
fix

l q
fixF U U� �� , (12)

à ìàòðèöû z l q( , , , )� � è âåëè÷èíû y Fl q, , , ( )� � îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåí-

ñòâàìè (9) è ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

y F a fl q
l q l q

i
fix

i

n
l

, , , ,
( , , , ) ( , , )( )

,

� � � �
� � �

�


 	
�

� � �
�

�

1

�

� � �
,

( , )
q

fix

ui
fix� , (13)

( ) ( , )
, ,

, ,
	 	

� �
� �1

fix

n

fix
l q
fix

fix
l q
fix

F T� � �
�

� � .
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Òåîðåìà 4. Åñëè �
� �l q

fix n
, ,

! , òî â ïðåîáðàçîâàííîì ãíåçäå öèêëîâ ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì çíà÷åíèè ôóíêöèè t
fix
( )� êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ âõîæ-

äåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ íà èòåðàöèÿõ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà-

öèÿìè âåêòîðîâ T u
fix i

fix( ) ,� 1 	 	 �i n
l q
fix

� �
�

, ,
, ãäå T

fix

( )� — ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé

ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ � � �( , )i , � i fixn�{ }1, , \� " . Åñëè �
� �l q

fix n
, ,

� , òî ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì çíà÷åíèè ôóíêöèè t
fix
( )� ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ îäíîêðàòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3 è 4 ïî ñóòè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2

ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò ëèøü çàôèêñèðîâàòü F è T fix .

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÖÈÉ È ÄÀÍÍÛÕ ÌÅÆÄÓ ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÀÌÈ
È ÈÒÅÐÀÖÈßÌÈ

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî "s r n� �{ } { }� �1 1, , , ,� � , ñîñòàâëåííîå

èç r ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà { }1, ,� n , è ìíîæåñòâî " t �
� ��{ } { }� �r n sn1 1, , , , \� � " . Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü

ìíîæåñòâà "s è " t óïîðÿäî÷åííûìè: � �i j! , åñëè i j! (íåçàâèñèìî äëÿ ëþ-

áûõ � �i j s, �" è � �i j t, �" ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå âåêòîðíûå ôóíêöèè: ts
( )� , ñîñòàâëåííóþ

èç ôóíêöèé t
i

i s�
� �( ), �" , è tt

( )� , ñîñòàâëåííóþ èç ôóíêöèé t
i�
�( ) , � i t�" ; ds

l q( , , )� ,

ñîñòàâëåííóþ èç ôóíêöèé d
i

l q

�
�( , , )

, � i s�" , è dt
l q( , , )�

, ñîñòàâëåííóþ èç ôóíê-

öèé d
i

l q

�
�( , , )

, � i t�" .

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî ôóíêöèè ts
( )� çàäàþò îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà â r-ìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, à ôóíêöèè tt
( )� çàäàþò èòåðàöèè, âûïîëíÿåìûå

ïðîöåññîðàìè. Ôóíêöèè ds
l q( , , )� çàäàþò êîîðäèíàòû ïðîöåññîðîâ, â êîòîðûõ èñ-

ïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ìàññèâîâ, ñâÿçàííûå ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , à ôóíêöèè

dt
l q( , , )�

çàäàþò èòåðàöèè, íà êîòîðûõ ýòè ýëåìåíòû èñïîëüçóþòñÿ.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âõîäíûõ è âûõîäíûõ

äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè, ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ îá îáúåìå ìàññèâîâ, èñ-

ïîëüçóåìûõ â êàæäîì ïðîöåññîðå.

Ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè âõîäíûõ ìàññèâîâ ìîæíî

çàäàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ds
l q( , , )� . Äëÿ ýòîãî ýëåìåíò a Fl ( ) âõîäíîãî ìàññèâà al ,

F Wl q� , ,� , ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü â ïðîöåññîð P d Fin s
l q( ( ))( , , )� , êîîðäèíàòàìè êî-

òîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé d F
i

l q

�
�( , , )

( ) , � i s�" , ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðó

( ( ), , ( ))
( , , ) ( , , )

d F d F
l q l q

r1
�

�
�

� ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé — ýëåìåíòû a Fl ( ) âûõîäíîãî ìàññèâà — íàõîäÿòñÿ

â ïðîöåññîðå P d Fout s
l q( ( ))( , , )� , êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé d F
i

l q

�
�( , , )

( ), � i s�" , ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðó ( ( ), , ( ))
( , , ) ( , , )

d F d F
l q l q

r1
�

�
�

�

ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì.

Ôóíêöèè ds
l q( , , )� ïîçâîëÿþò òàêæå ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ îá îáúåìå ìàññè-

âîâ, èñïîëüçóåìûõ â êàæäîì ïðîöåññîðå. ×òîáû îïðåäåëèòü ýëåìåíòû a Fl ( ) âû-
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õîäíîãî ìàññèâà al , èñïîëüçóåìûå â ïðîöåññîðå ñ êîîðäèíàòàìè ( , , )t tr1 � , ñëå-

äóåò íàéòè âñå ýëåìåíòû F ìíîæåñòâà Wl q, ,� , äëÿ êîòîðûõ

( ( ), , ( )) ( , , )
( , , ) ( , , )

d F d F t t
l q l q

r
r�

�
�

�

1
1� �� .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ts
( )� — ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòî-

ðîâ � � �( , )i , � i s�" ; Tt
( )� — ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ

� � �( , )i , � i t�" ; �
�

�
�l q

s l q

s

F

T, ,

, ,

( )
�

�

�
��

�

�
��rank , �

�
�
�l q

t l q

t

F

T, ,

, ,

( )
�

�

�
��

�

�
��rank .

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2, ïîçâîëÿþùèå âûÿâèòü, òðåáóåòñÿ ëè

ïåðåäà÷à äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè è èòåðàöèÿìè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà

ëèáî äàííûå èñïîëüçóþòñÿ îäíèì ïðîöåññîðîì èëè íà îäíîé èòåðàöèè, à òàêæå

çàäàòü âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå íàïðàâëåíèå ïåðåäà÷è.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè � �� �l q l q
s

, , , ,
! , òî êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ

âõîæäåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè, êîììóíèêàöèè

ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî çàäàòü âåêòîðàìè T us i
( )� , 1 	 	 �i n l q� �� , , ; åñëè

� �� �l q l q
s

, , , ,
� , òî ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíèì ïðîöåññîðîì.

Äåéñòâèòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëå-

ìåíòà ìàññèâà, ñâÿçàííîãî ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , çíà÷åíèÿ d Fs
l q( , , ) ( )� îòëè÷à-

þòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ T us i
( )� , 1 	 	 �i n

l q
s

� �
�

, ,
. Åñëè

� �� �l q l q
s

, , , ,
� , òî ker ker

F

T
F

l q

s
l q

, ,

( ) , ,
�
� �

�

�
��

�

�
�� � , T us i

( )� � 0 äëÿ âñåõ ui . Ñëåäîâàòåëüíî,

â ýòîì ñëó÷àå d Fs
l q( , , ) ( )� ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå, ò.å. ýëåìåíò ìàñ-

ñèâà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíèì ïðîöåññîðîì.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè � �� �l q l q
t

, , , ,
! , òî êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ

âõîæäåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ íà èòåðàöèÿõ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîì-

áèíàöèÿìè âåêòîðîâ T ut i
( )� , 1 	 	 �i n l q� �� , , ; åñëè � �� �l q l q

t
, , , ,

� , òî ýëåìåíò

ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî íà îäíîé èòåðàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 1.

Îáîçíà÷èì ui
s, 1 	 	 �i n

l q
s

� �
�

, ,
, áàçèñíûå âåêòîðû ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ker
F

T

l q

s

, ,

( )

�
�

�

�
��

�

�
�� è Z

n� , ÷åðåç ui
t , 1 	 	 �i n

l q
t

� �
�

, ,
, — áàçèñíûå âåêòîðû ïåðåñå-

÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ker
F

T

l q

t

, ,

( )

�
�

�

�
��

�

�
�� è Z

n� ; âåêòîðû ui
s, ui

t ìîãóò îòñóòñòâîâàòü.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 4, ïîçâîëÿþùèå âûÿâèòü õàðàêòåð èñ-

ïîëüçîâàíèÿ äàííûõ ôèêñèðîâàííûì ïðîöåññîðîì èëè íà ôèêñèðîâàííîé èòåðà-

öèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè �
� �l q

s n
, ,

! , òî â îäíîì âèðòóàëüíîì ïðîöåññîðå êàæäûé

ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ íà èòåðàöèÿõ,

îòëè÷àþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ T ut i
s( )� , 1 	 	 �i n

l q
s

� �
�

, ,
;

åñëè �
� �l q

s n
, ,

� , òî ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ â îäíîì ïðîöåññîðå òîëüêî íà

îäíîé èòåðàöèè.
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Ñëåäñòâèå 4. Åñëè �
� �l q

t n
, ,

! , òî íà îäíîé èòåðàöèè êàæäûé ýëåìåíò ìàññè-

âà, ñâÿçàííûé ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè,

êîììóíèêàöèè ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî çàäàòü âåêòîðàìè T us i
t( )� ,

1 	 	 �i n
l q
t

� �
�

, ,
; åñëè �

� �l q
t n
, ,

� , òî ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ íà îäíîé

èòåðàöèè òîëüêî â îäíîì ïðîöåññîðå.

Ñëåäñòâèÿ 3 è 4 ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 ïîëîæèòü

" "fix s� è " "fix t� ñîîòâåòñòâåííî.

ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÎÁÌÅÍÀ ÄÀÍÍÛÌÈ

Íà ïðàêòèêå äàæå îïòèìàëüíîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ íå èñêëþ÷à-

åò íåîáõîäèìîñòè îáìåíîì ìåæäó ïðîöåññîðàìè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àëãî-

ðèòìà. Êàê âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1, îáìåí äàííûìè ìîæåò áûòü íåîáõîäè-

ìûì äëÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà al , ñâÿçàííûõ ñ âõîæäåíèåì ( , , )l q� , åñëè èìååò

ìåñòî � �
� �l q

s
l q, , , ,$ .

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ òà-

êèå ñòðóêòóðèðîâàííûå êîììóíèêàöèè, êàê áðîäêàñò (broadcast), ðàçáðîñ

(scatter), ñáîðêà (gather), ðåäóêöèÿ (reduction), à òàêæå òðàíñëÿöèÿ (translation)

äàííûõ âûïîëíÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð êîììó-

íèêàöèé òî÷êà–òî÷êà (point–to–point). Ïîýòîìó æåëàòåëüíî âûÿâëÿòü âîçìîæ-

íîñòü îðãàíèçàöèè òàêèõ êîììóíèêàöèé.

Ñôîðìóëèðóåì è èññëåäóåì óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

îïðåäåëÿòü âîçìîæíîñòü îðãàíèçàöèè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ áûñòðûõ

êîììóíèêàöèé — áðîäêàñòà è òðàíñëÿöèè äàííûõ. Áðîäêàñò (îäíîâðåìåííîå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå) — ýòî ïåðåäà÷à äàííîãî ãðóïïå ïðîöåññîðîâ, â êîòîðûõ äàííîå íà

îäíîé èòåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò. Òðàíñëÿöèÿ — ýòî ïåðåäà÷à äàííîãî

îò îäíîãî ïðîöåññîðà ê äðóãîìó â ñëó÷àå, åñëè ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ â

ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ ïî î÷åðåäè. Êîììóíèêàöèÿ òî÷êà–òî÷êà — ýòî ïåðåäà÷à äàí-

íîãî îò îäíîãî ïðîöåññîðà ê äðóãîìó.

Îðãàíèçàöèÿ áðîäêàñòà. Ïóñòü èìåþòñÿ ôóíêöèè âèäà (6), çàäàþùèå èñ-

ïîëüçîâàíèå ìàññèâîâ äàííûõ âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè, è n-ìåðíîå òàéìèðî-

âàíèå ñ êîîðäèíàòàìè âèäà (3), èç êîòîðûõ r êîîðäèíàò çàäàþò ïðîñòðàíñòâåííîå

îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà â r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíûõ ïðîöåñ-

ñîðîâ, à îñòàëüíûå n r� êîîðäèíàò çàäàþò èòåðàöèè, âûïîëíÿåìûå ïðîöåññîðàìè

â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ïóñòü âåêòîð T ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè tt
( )� . Ðàñ-

ñìîòðèì ìíîæåñòâî V T J V t J Tt
t� �

�( ) | ( )( )� � �{ } èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåçäà

öèêëîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîð S � è êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ íà èòåðàöèè T , è ìíîæåñòâî V F V Tl q
t

, , ( ) ( )� �
#

èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà âõîæäåíèè ( , , )l q� êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ

îäíî è òî æå äàííîå a Fl ( ) è êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå âèðòóàëüíûõ

ïðîöåññîðîâ íà èòåðàöèè T .

Îáîçíà÷èìU
l q
t
, ,�

ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ui
t .

Ëåììà 1 [18]. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èñòèííûå çàâèñèìîñòè, ïîðîæäàåìûå

âõîæäåíèåì ( , , )l q� ; �� �, — ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòåé. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

�� � �, , ,
U

l q
t � 0 , (14)



òî ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà V F V Tl q
t

, , ( ) ( )� �
# äàííîå a Fl ( ) íå ïåðåîïðå-

äåëÿåòñÿ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü �
� �l q

t n
, ,

! . Íà èòåðàöèè T ìîæíî îðãàíèçîâàòü áðîäêàñò

äàííîãî a Fl ( ) ê ïðîöåññîðàì P d Fs
l q( ( ))( , , )� , ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèé ds

l q( , , )�

çàäàþòñÿ ñîãëàñíî (12), (9) è (13), ïîëàãàÿ " "fix t� , T Tfix � , â îäíîì èç ñëåäóþ-

ùèõ ñëó÷àåâ:

1) ýëåìåíòû ìàññèâà al âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ àë-

ãîðèòìà;

2) äëÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè, ïîðîæäåííîé âõîæäåíèåì ( , , ),l q� âûïîëíÿåò-

ñÿ óñëîâèå (14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Fl q, ,� âñòðå÷à-

åòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîðà S � , ïîýòîìó ýëåìåíòû ìàññèâà al èñïîëüçóþòñÿ

íà q-ì âõîæäåíèè â îïåðàòîð S � â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ. Òàê êàê �
� �l q

t n
, ,

! , òî

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4 íà îäíîé èòåðàöèè êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ

âõîæäåíèåì ( , , )l q� , èñïîëüçóåòñÿ âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè, êîììóíèêàöèè

ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî çàäàòü âåêòîðàìè T us i
t( )� , 1 	 	 �i n

l q
t

� �
�

, ,
; êîîðäèíàòû

òàêèõ ïðîöåññîðîâ ñîãëàñíî òåîðåìå 3 ïðè T Tfix � , " "fix t� çàäàþòñÿ ôóíêöè-

åé d Fs
l q( , , ) ( )� , ïàðàìåòðû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (12) è ñîîòíîøå-

íèé (9) è (13). Ïðîöåññîðû èñïîëüçóþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äàííîãî a Fl ( ) ,

ïîñêîëüêó ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà V F V Tl q
t

, , ( ) ( )� �
# ýòî äàííîå íå ïåðå-

îïðåäåëÿåòñÿ: â ñëó÷àå 1 ýòî äàííîå íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ âîîáùå, â ñëó÷àå 2 íå-

âîçìîæíîñòü ïåðåîïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðîâàíà óñëîâèåì (14). �

Â ñëó÷àå 1 òåîðåìû 5 áðîäêàñò ýëåìåíòà a Fl ( ) îñóùåñòâëÿåòñÿ îò ïðîöåññî-

ðà P d Fin s
l q( ( ))( , , )� , â êîòîðûé ðàñïðåäåëÿåòñÿ a Fl ( ) , åñëè íå ïðèìåíÿëàñü äðó-

ãàÿ ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ âõîäíûõ ìàññèâîâ (íàïðèìåð, ðåïëèêàöèÿ ìàññèâîâ).

Â ñëó÷àå 2 áðîäêàñò îñóùåñòâëÿåòñÿ îò ïðîöåññîðà, â êîòîðîì a Fl ( ) âû÷èñëÿëñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 5 áðîäêàñò ìîæåò áûòü âû-

ðîæäåííûì, åñëè â ñèëó îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà V� ìíîæåñòâî

V F V Tl q
t

, , ( ) ( )� �
# ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

Îðãàíèçàöèÿ òðàíñëÿöèè äàííûõ. Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìû, êî-

òîðûå ïîçâîëÿþò âûÿâëÿòü âîçìîæíîñòü îðãàíèçàöèè òðàíñëÿöèè äàííîãî. Â òåî-

ðåìå 6 áóäåò èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà äàííîå èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò íà ðàç-

íûõ èòåðàöèÿõ ðàçíûìè ïðîöåññîðàìè è ïåðåäà÷à äàííîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íå-

ñêîëüêèõ èòåðàöèÿõ. Â òåîðåìå 7 áóäåò èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà äàííîå

èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò è ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ ðàçíûìè ïðîöåññîðàìè ïî î÷åðå-

äè íà îäíîé èòåðàöèè ñî ñäâèãîì ïî âðåìåíè ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû.

Ïóñòü � � �l q n, , ! . Îáîçíà÷èì U l q, ,� ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû

èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ui , 1 	 	 �i n l q� �� , , .

Ëåììà 2 [18]. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èñòèííûå çàâèñèìîñòè, ïîðîæäàåìûå

âõîæäåíèåì ( , , );l q� �� �, — ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòåé. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

�� � �, , ,U l q � 0, (15)

òî ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà V Fl q, , ( )� äàííîå a Fl ( ) íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü � �
� �l q

t
l q, , , ,$ , � �

� �l q
s

l q, , , ,$ , �
� �l q

t n
, ,

� . Íà èòåðàöèÿõ

d Ft
l q( , , )

( )
�

ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííîãî a Fl ( ) ìåæäó ïðîöåññîðà-
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ìè P d Fs
l q( ( ))( , , )� , ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèé ds

l q( , , )� è dt
l q( , , )�

çàäàþòñÿ ñîãëàñ-

íî (8), (9) è (10) â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1) ìàññèâ al âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ àëãîðèòìà;

2) äëÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè, ïîðîæäåííîé âõîæäåíèåì ( , , )l q� , âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå (15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ Fl q, ,� âñòðå÷àåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîðà S � ,

ïîýòîìó ýëåìåíòû ìàññèâà al èñïîëüçóþòñÿ íà q-ì âõîæäåíèè â îïåðàòîð S �

â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ. Óñëîâèå � �
� �l q

t
l q, , , ,$ îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå a Fl ( ) âî âðå-

ìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû èñïîëüçóåòñÿ íà q-ì âõîæäåíèè ìàññèâà al â îïåðà-

òîð S � íà íåñêîëüêèõ èòåðàöèÿõ (ñëåäñòâèå 2), à óñëîâèå � �
� �l q

s
l q, , , ,$ îçíà÷àåò,

÷òî a Fl ( ) èñïîëüçóåòñÿ â íåñêîëüêèõ ïðîöåññîðàõ (ñëåäñòâèå 1); èç óñëîâèÿ

�
� �l q

t n
, ,

� âûòåêàåò (ñëåäñòâèå 4), ÷òî íà ôèêñèðîâàííîé èòåðàöèè ìàññèâ al èñ-

ïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíèì âèðòóàëüíûì ïðîöåññîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå a Fl ( ) èñïîëüçóåòñÿ íà íåñêîëüêèõ èòåðàöèÿõ

d Ft
l q( , , )

( )
�

, â íåñêîëüêèõ ïðîöåññîðàõ P d Fs
l q( ( ))( , , )� è íà êàæäîé èòåðàöèè

äàííîå èñïîëüçóåòñÿ îäíèì ïðîöåññîðîì. Ïàðàìåòðû ôóíêöèé ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (8) è ñîîòíîøåíèé (9) è (10). Ïðîöåññîðû èñïîëü-

çóþò îäíî è òî æå äàííîå, ïîñêîëüêó ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâàV Fl q, , ( )� äàí-

íîå a Fl ( ) íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ: â ñëó÷àå 1 ýòî äàííîå íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ âîîáùå,

â ñëó÷àå 2 íåâîçìîæíîñòü ïåðåîïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðîâàíà óñëîâèåì (15). �

Òðàíñëÿöèþ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ñîãëàñíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé óïîðÿäî÷åííîñòè

âåêòîðîâ ( ( ), , ( ))
( , , ) ( , , )

d F d F
l q l q

r1
�

�
�

� . Â ñëó÷àå 1 òåîðåìû 6 äî íà÷àëà òðàíñëÿöèè

äàííîå a Fl ( ) ñîãëàñíî íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàõîäèòñÿ â ëîêàëüíîé ïàìÿòè ïðî-

öåññîðà P d Fin s
l q( ( ))( , , )� , êîòîðûé ïåðâûì ó÷àñòâóåò â òðàíñëÿöèè. Â ñëó÷àå 2 òåîðå-

ìû 6 äî íà÷àëà òðàíñëÿöèè ñëåäóåò îñóùåñòâèòü ïåðåäà÷ó äàííîãî a Fl ( ) îò ïðîöåññî-

ðà, â êîòîðîì a Fl ( ) âû÷èñëÿëñÿ, ê ïðîöåññîðó P d Fs
l q( ( ))( , , )� , êîîðäèíàòàìè êîòîðî-

ãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé d F
i

l q

�
�( , , )

( ) , � i s�" , ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðó

( ( ), , ( ))
( , , ) ( , , )

d F d F
l q l q

r1
�

�
�

� ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü �
� �l q

t n
, ,

! , ñóùåñòâóåò èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü, ïîðîæäåí-

íàÿ âõîæäåíèåì ( , , )l p� â ëåâóþ ÷àñòü îïåðàòîðà S � è âõîæäåíèåì ( , , )l q� â ïðà-
âóþ ÷àñòü îïåðàòîðà. Òîãäà íà èòåðàöèè T ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàí-

íîãî a Fl ( ) ìåæäó ïðîöåññîðàìè P d Fs
l q( ( ))( , , )� , ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèé

ds
l q( , , )� çàäàþòñÿ ñîãëàñíî (12), (9) è (13), ïîëàãàÿ " "fix t� , T Tfix � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå �
� �l q

t n
, ,

! îçíà÷àåò, ÷òî íà èòåðàöèè T îïåðàòîð

S � âûïîëíÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ÷åì â îäíîì ïðîöåññîðå P d Fs
l q( ( ))( , , )�

(ñëåäñòâèå 4). Òàê êàê ñóùåñòâóåò èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü, ïîðîæäåííàÿ âõîæäåíèåì

p ìàññèâà al â ëåâóþ ÷àñòü îïåðàòîðà S � è âõîæäåíèåì q â ïðàâóþ ÷àñòü îïåðàòî-

ðà, òî äàííîå a Fl ( ) íà èòåðàöèè T èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò è ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ.

Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî íà èòåðàöèè T ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííîãî

a Fl ( ) ìåæäó ïðîöåññîðàìè P d Fs
l q( ( ))( , , )� . Êîîðäèíàòû òàêèõ ïðîöåññîðîâ ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 3 ïðè T Tfix � , " "fix t� çàäàþòñÿ ôóíêöèåé d Fs
l q( , , ) ( )� , ïàðàìåòðû êî-

òîðîé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (12) è ñîîòíîøåíèé (9) è (13). �
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Òðàíñëÿöèþ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ñîãëàñíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé óïîðÿäî-

÷åííîñòè âåêòîðîâ ( ( ), , ( ))
( , , ) ( , , )

d F d F
l q l q

r1
�

�
�

� . Äî íà÷àëà òðàíñëÿöèè äàííîãî

a Fl ( ) ñëåäóåò îñóùåñòâèòü åãî ïåðåäà÷ó îò ïðîöåññîðà, â êîòîðîì îí íàõîäèëñÿ,

ê ïðîöåññîðó P d Fs
l q( ( ))( , , )� , êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèé d F
i

l q

�
�( , , )

( ) , � i s�" , ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðó ( ( ), , ( ))
( , , ) ( , , )

d F d F
l q l q

r1
�

�
�

�

ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì.

Êàê è â ñëó÷àå áðîäêàñòà, òðàíñëÿöèÿ ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé, åñëè ìíî-

æåñòâî V F V Tl q
t

, , ( ) ( )� �
# ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

Ïðèìåð 5 (ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 4). Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííûìè ðàíåå

ôóíêöèÿìè èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâîâ óñòàíîâèì ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññè-

âîâ ïî ïðîöåññîðàì è èòåðàöèÿì ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà è îïðåäåëèì ñõåìó

îáìåíà äàííûìè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé "s � { }1 , " t � { }2 . Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ìíîãîìåðíîãî

òàéìèðîâàíèÿ çàäàåò îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà íà ëèíåéêó ïðîöåññîðîâ,

âòîðàÿ êîîðäèíàòà çàäàåò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïðîöåññîðàìè. Çàïèøåì

ñîîòâåòñòâóþùèé êîä (åäèíûì îáðàçîì äëÿ êàæäîãî ïðîöåññîðà), ïðåäíàçíà÷åí-

íûé äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà N ïðîöåññîðàõ. Ñèìâîë p îáîçíà÷àåò íîìåð

ïðîöåññîðà. Ïåðåìåííàÿ öèêëà t ñîîòâåòñòâóåò èòåðàöèÿì àëãîðèòìà

if

do max

( )

, ( , )

if ( ) : ( ) ( )

if (

1

1 1 1

1 1 11

	 	

� �

� � �

p N

t p

p t S x b

p � � �

� � �

2 1

2

2

3

, ) : ( ) ( )

if ( ) : ( ) ( ) ( , ) ( )

t S x p b p

p S x p x p a p t x t

enddo

endif

Èìååì: Ts
( ) ( )1 0� , Ts

( ) ( )2 1� , Ts
( ) ( , )3 1 0� ; Tt

( ) ( )1 0� , Tt
( ) ( )2 0� , Tt

( ) ( , )3 0 1� .

Ðàâåíñòâà � �
� �

a S q a S q

s
l l
, , , ,

� âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âõîæäåíèé ( , , )a S ql � , êðîìå

( , , )x S 3 3 . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ ëþáûì

âõîæäåíèåì ( , , )a S ql � , çà èñêëþ÷åíèåì ( , , )x S 3 3 , èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíèì

ïðîöåññîðîì. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìàññèâà x íà òðåòüåì åãî âõîæäåíèè â îïåðàòîð

S 3 íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü ïåðåäà÷ó äàííûõ.

Èñòèííûå çàâèñèìîñòè, ïîðîæäåííûå òðåòüèì âõîæäåíèåì ìàññèâà x â îïå-

ðàòîð S 3 , çàäàþòñÿ ôóíêöèÿìè �1 3, è �
3 3
1
,

( ) . Äëÿ îáåèõ ôóíêöèé âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (14): �1 3 33

0 0
1

0
0, , ,

( )U
x S

t �
�

�
�

�

�
� � , �

3 3
1

33

0 1

0 1

1

0
0

,
( )

, ,
U

x S

t �
�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
� � . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5 (�
x S

t

, ,3 3
1� , n3 2� , �

x S

t n
, ,3 3 3! ) íà èòåðàöèè T ìîæíî

îñóùåñòâèòü áðîäêàñò äàííîãî x t( ) ê ïðîöåññîðàì P d ts
x S

( ( ))
( , , )3 3 �

� � �P t z N y t
x S x S

x S( ( ))
( , , , ) ( , , , )

, , ,
 3 3

3

3 1 3 1
3 1 , ãäå 
 ( , , , )x S 3 3 1

, z
x S( , , , )3 3 1

è y tx S, , , ( )
3 3 1

íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (12), (9) è (13), ïîëàãàÿ " "fix t� � { }2 , T Tfix � . Ïîëó÷à-

åì 
 ( , , , )
( ) ( )

x S 3 3 1
0 1

0

1
1 0

0

1

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� , îòêóäà 
 ( , , , )x S 3 3 1

0� ; z
x S( , , , )3 3 1

0 0 0 0� �  � è
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y tx S, , , ( ) ( , )( , )
3 3 1 1 10 0 1 0 1 0� � � �	 	 , 	1 33

��
x S

t t T
, ,

( , ) . Ïîñêîëüêó V tx S, , ( )
3 3 �

{ }( , ) |p t t p N� 	 	1 äëÿ êàæäîãî t N� �1 1, ,� è V T p T Tt
3

1( ) ( , ) |� � 	{

	 	p N }, òî V t V T p T T p Nx S
t

, , ( ) ( ) ( , ) |
3 3 3

1# � � 	 	{ } äëÿ t T� , à V tx S, , ( )
3 3 #

# � %V Tt
3

( ) äëÿ t T& . Òîãäà �
x S

t T T p T p N
, ,

( , ) |
3 3

1� � 	 	{ } è �
x S

t t T
, ,

( , )
3 3

� %,

t T& . Ñîîòâåòñòâåííî y T px S, , , ( )
3 3 1 � , ãäå T p N� 	 	1 , è y tx S, , , ( )

3 3 1 0� , t T& .

Òàêèì îáðàçîì, íà èòåðàöèè T áðîäêàñò äàííîãî x T( ) îñóùåñòâëÿåòñÿ îò

ïðîöåññîðà P T( ), â êîòîðîì x T( ) âû÷èñëÿëñÿ, ê ïðîöåññîðàì P p( ), T p N� 	 	1 .

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ïñåâäîêîä àëãîðèòìà (ïðàâèëà ðàçìåùåíèÿ êîììó-

íèêàöèîííûõ îïåðàöèé â êîäå ïðîãðàììû îïèñàíû â [18]):

if

do max

( )

, ( , )

if ( ) : ( ) ( )

if (

1

1 1 1

1 1 11

	 	

� �

� � �

p N

t p

p t S x b

p � � �

�

2 1

2

2, ) : ( ) ( )

( )

: ( )

t S x p b p

p

x t

if

Broadcast Receive from

endif

enddo

if

Bro

P t

S x p x p a p t x t

p N

( )

: ( ) ( ) ( , ) ( )

( )

3

1

� �

	 �

adcast Send to

endif

endif

: ( ) ( ), , ( )x p P p P N�1 �

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé "s � { }2 , " t � { }1 (âòîðàÿ êîîðäèíàòà ìíîãîìåðíîãî

òàéìèðîâàíèÿ çàäàåò îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà íà ëèíåéêó ïðîöåññîðîâ,

ïåðâàÿ êîîðäèíàòà çàäàåò ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ïðîöåññîðàìè).

Çàïèøåì êîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà N �1ïðîöåññîðå:

do

if (

t N

p t

t p S x b

t p

�

	 	 �

� � �

� �

1

1 1

1 1 1

2 1

1

,

)

if ( ) : ( ) ( )

if ( , ) S x p b p

t S x p x p a p t x t

2

32

: ( ) ( )

if ( ) : ( ) ( ) ( , ) ( )

�

� � �

endif

enddo

Ðàâåíñòâà � �
� �

a S q a S q

s
l l
, , , ,

� âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âõîæäåíèé ( , , )a S ql � ,

êðîìå ( , , )x S 3 1 è ( , , )x S 3 2 (� �x S x S, , , ,3 31 2 1� � , � �
x S

s

x S

s

, , , ,3 31 2
2� � ). Ïðè âûïîë-

íåíèè àëãîðèòìà ïàðàëëåëüíûì êîìïüþòåðîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàñ-

ñèâà x íà ïåðâîì è âòîðîì âõîæäåíèÿõ ýòîãî ìàññèâà â îïåðàòîð S 3 íåîáõîäèìî

îñóùåñòâëÿòü ïåðåäà÷ó äàííûõ.

Òàê êàê �
x S

t n
, ,3 1 3! (�

x S

t

, ,3 1
1� , n3 2� ) è ñóùåñòâóåò èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü,

ïîðîæäåííàÿ âõîæäåíèÿìè ( , , )x S 3 1 , ( , , )x S 3 2 , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 7 íà èòåðà-
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öèè T ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííîãî x t( ) ìåæäó ïðîöåññîðàìè

P d t P t z N ys
x S x S x S

x S( ( )) (
( , , ) ( , , , ) ( , , , )

,
3 3 3

3

1 1 2 1 2� � �
 , , ( ))1 2 t , ãäå 
 ( , , , )x S 3 1 2
, z

x S( , , , )3 1 2

è y tx S, , , ( )
3 1 2 íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (12), (9) è (13), ïîëàãàÿ " "fix t� � { }1 ,

T Tfix � . Ïîëó÷àåì 
 ( , , , )
( ) ( )

x S 3 1 2
1 0

1

0
0 1

1

0

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� , îòêóäà 
 ( , , , )x S 3 1 2

0� ; z
x S( , , , )3 1 2 �

� �  �0 0 0 0 è y tx S, , , ( ) ( , )( , )
3 1 2 1 10 0 0 0 1 0 1� �  � �	 	 , 	1 13

��
x S

t t T
, ,

( , ) . Ïîñêîëüêó

V t t p p tx S, , ( ) ( , ) |
3 1 1 1� 	 	 �{ } äëÿ êàæäîãî t N�1, ,� è V Tt

3
( ) � {( , ) |T p 1 	

	 	 �p T 1}, òî V t V T T p p Tx S
t

, , ( ) ( ) ( , ) |
3 1 3

1 1# � 	 	 �{ } äëÿ t T� è V tx S, , ( )
3 1 #

# � %V Tt
3

( ) äëÿ t T& . Òîãäà �
x S

t T T p T p N
, ,

( , ) |
3 1

1� � 	 	{ } è �
x S

t t T
, ,

( , )
3 1

� %,

t T& . Ñîîòâåòñòâåííî y T px S, , , ( )
3 1 2 � , ãäå 1 1	 	 �p T è y tx S, , , ( )

3 1 2 0� , t T& .

Òàêèì îáðàçîì, íà èòåðàöèè T òðàíñëÿöèÿ äàííîãî x T( ) îñóùåñòâëÿåòñÿ

ìåæäó ïðîöåññîðàìè P T( ), 1 1	 	 �p T . Çàïèøåì ïñåâäîêîä àëãîðèòìà, âîñïîëü-

çîâàâøèñü ïðàâèëàìè óñòàíîâêè ïðèåìà è ïåðåäà÷è äàííûõ, îïèñàííûìè â [18]:

if Receive from

do

if

( ) ( ) ( )

,

( )

2 1 1

1

1 1

	 	 � �

�

	 	 �

p N x p P p

t N

p t

if

if

if

( ) : ( ) ( )

( , ) : ( ) ( )

(

t p S x b

t p S x t b t

t

� � �

� � �

�

1 1 1

2 1

2

1

2

)

( ) ( ) ( )

: ( ) ( ) ( , ) (

if Receive fromp x t P p

S x p x p a p t x

� �

� �

2 1

3 t

p N x t P p

)

( ) ( ) ( )if Send to

endif

endif

enddo

	 � �1 1

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä îðãàíèçàöèè êîììóíèêàöèé, ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿ-

ùåé ñòàòüå, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì â ïðèìåíåíèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ðàáî-

òû [18] è íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ èçáûòî÷íûõ êîììóíèêàöèé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû îòîáðàæåíèÿ àëãî-

ðèòìîâ, çàäàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîãðàììàìè, íà ïàðàëëåëüíûå êîìïüþ-

òåðû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïîñëå

ðàñïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè è óñòàíîâëåíèÿ ïîðÿäêà âûïîë-

íåíèÿ îïåðàöèé ïàðàëëåëüíûì àëãîðèòìîì.

Ñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû:

— äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìàññèâîâ äàííûõ óêàçàíû ïðîöåññîðû è èòåðàöèè,

íà êîòîðûõ îí èñïîëüçóåòñÿ;

— èññëåäîâàíû çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó ïðîöåññîðàìè íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ (âõîäíûõ ìàññèâîâ) è çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îáúåìà ìàññèâîâ, èñïîëüçóåìûõ

â êàæäîì ïðîöåññîðå;
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— ïîëó÷åíû íîâûå óäîáíûå â ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ äëÿ âîçìîæíîñòè îðãàíèçàöèè îäíîâðåìåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ

(broadcast) è òðàíñëÿöèè äàííûõ (translation).

Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ àâòîðû ðàáîòû ïðåäïîëàãàþò ïðèìåíèòü ðàç-

ðàáîòàííûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò (ôóíêöèè èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññè-

âîâ) äëÿ ôîðìàëèçàöèè êîììóíèêàöèîííûõ îïåðàöèé (â èñõîäíîì àëãîðèòìå

ôîðìàëèçîâàíû òîëüêî âû÷èñëèòåëüíûå îïåðàöèè) è îðãàíèçàöèè äèíàìè÷åñêî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ ïðè ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà.
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