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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ìîíîãðàôèÿõ è ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé äîñòàòî÷íî

ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè âûïîëíåíèÿ n çàäàíèé íà îäíîé ìàøèíå. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å çàäàíû

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ti , îãðàíè÷åíèÿ íà íà÷àëüíûå ñðîêè èõ âûïîëíå-

íèÿ ai , à òàêæå çàêëþ÷èòåëüíûå âðåìåíà gi , íåîáõîäèìûå äëÿ çàâåðøåíèÿ âû-

ïîëíåíèÿ êàæäîãî çàäàíèÿ ïîñëå îêîí÷àíèÿ åãî îáðàáîòêè íà äàííîé ìàøèíå.

Âñå çíà÷åíèÿ ti , ai , gi , i n�1, ..., , — öåëûå ÷èñëà. Íåîáõîäèìî íàéòè îïòè-

ìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L îáðàáîòêè âñåõ çàäàíèé íà ýòîé ìàøèíå, à òàê-

æå âðåìÿ íà÷àëà xi è çàâåðøåíèÿ � i âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç çàäàíèé. Îïòè-

ìàëüíîå ðàñïèñàíèå äîëæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ

âûøå îãðàíè÷åíèé è ìèíèìèçèðîâàòü ñðîêè çàâåðøåíèÿ íàèáîëåå ïîçäíåãî èç

âñåõ çàäàíèé ñ ó÷åòîì äîáàâëåíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî âðåìåíè îáðàáîòêè êàæ-

äîãî èç ýòèõ çàäàíèé íà äðóãèõ ìàøèíàõ — gi . Äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé, êàê

ïîêàçàíî â [1], NP-ñëîæíîé ïðîáëåìû ïðåäëîæåíû äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûå

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2–10]), ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü òî÷íûå

è ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçìåðíîñ-

òè. Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ Schrage-algo-

rithms, è åãî ìîäèôèêàöèè âïåðâûå áûëè ïðåäëîæåíû J. Carlier (1982) [5]

è ðàçâèòû â ðàáîòàõ [6, 7]. Ýòè àëãîðèòìû íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâî-

äñòâà, îðãàíèçàöèè îáñëóæèâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ÷ðåçâû÷àéíî àê-

òóàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ (ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè) âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà îäíîé ìàøèíå, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ îãðàíè÷å-

íèÿ íà ñðîêè çàâåðøåíèÿ êàæäîãî èç çàäàíèé di , i n�1, ..., , à òàêæå íåêîòîðûå

ôèêñèðîâàííûå ïîðÿäêè, çàäàííûå óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ îòäåëüíûõ ïîäìíî-

æåñòâ çàäàíèé ïåðåä äðóãèìè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèé:

à) íè îäíî èç çàäàíèé íå ìîæåò ïðåðûâàòüñÿ â ïðîöåññå ñâîåãî âûïîëíåíèÿ

è îäíîâðåìåííî íà ìàøèíå íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ áîëüøå îäíîãî çàäàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à, êàê è èçâåñòíàÿ â ëèòåðàòóðå «One-machine sequencing

problem» [1–10], òàêæå îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-ñëîæíûõ ïðîáëåì. Â óñëîâèÿõ ýòèõ

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ àâòîðó íå èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèå ñ òàêèì æå îáúåìîì

âû÷èñëåíèé ðåøàòü çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êàê è ìåòîäû [5–7].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé, îòëè÷íûé îò ðàññìàòðèâàåìîãî

â [5–7] ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è è ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå

îãðàíè÷åíèé â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò áûñòðî îòñå÷ü ïîäìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé,

íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñòàíîâëåííîé ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé. Îïòèìàëüíîå ðåøå-
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íèå çàäà÷è êàê ïðè íàëè÷èè ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, òàê è ïðè îòñóò-

ñòâèè èõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì ñ ýôôåêòèâíîñòüþ, ñðàâíèìîé

ñ ýôôåêòèâíîñòüþ ìåòîäîâ J. Carlier [5].

Ïðè îòñóòñòâèè äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêò íåñîâìåñòíîñòè çàäàííîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé è îïðå-

äåëÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé íåâÿçêè.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü çàäàíû óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé â âèäå íåêîòîðî-

ãî ãðàôà èëè ñîâîêóïíîñòè äåðåâüåâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû, íàïðèìåð,

ñîîòíîøåíèÿìè

i j j j
l p p P
� � � �� �{ }, , ...,

1
, � �1, ..., � . (1)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíèå i
l
� äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàíüøå è ñòîÿòü â äîïóñòèìîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âïåðåäè êàæäîãî èç çàäàíèé ïîäìíîæåñòâà { }j j jp p P
� � �, ,... ,�1

.

Êîëè÷åñòâî òàêèõ ñîîòíîøåíèé ðàâíî � .

Òîãäà ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íåîáõîäèìî íàéòè îïòèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L îáðàáîòêè âñåõ çàäàíèé

íà ìàøèíå, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ïðåäøåñòâîâàíèÿ (1), à òàêæå âðåìÿ íà-

÷àëà xi è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç çàäàíèé � i , i n�1, ..., , îáåñïå÷èâà-

þùèå âûïîëíåíèå âñåõ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ íà âðåìÿ íà÷àëà ai è çàâåðøåíèÿ

âûïîëíåíèÿ di , ò.å. íåîáõîäèìî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1) è à) íàéòè ðåøåíèå

ñëåäóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

a xi i� , d x ti i i� � , � i i ix t� � , i n�1, ..., ; (2)

x t xi i j� 	 èëè x t xj j i� 	 , i j
 , i n�1, ..., . (3)

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ðàñïèñàíèÿ, êàê è â ðàáîòàõ [1–10], ìî-

æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèîíàë âèäà

max( ) min
i

i ig� � � . (4)

Äàæå ïðè îòñóòñòâèè óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç çàäà-

íèé íàëè÷èå óñëîâèé (1) è àëüòåðíàòèâíûõ îãðàíè÷åíèé (3), êîòîðûå ìîãóò áûòü

ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàíû òîëüêî ââåäåíèåì áóëåâûõ ïåðåìåííûõ,

çàäà÷à ïîèñêà äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ íîñèò êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð è òðåáóåò

ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòå íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì (1), (2) è à). Íà îñíîâå ââåäåííûõ âîçìîæíûõ íàèáîëåå ðàííèõ � i è äî-

ïóñòèìûõ ñàìûõ ïîçäíèõ ñðîêîâ � i íà÷àëà âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç çàäàíèé óñòà-

íàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé è ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû âûäåëåíèÿ

ïîäìíîæåñòâ ðàñïèñàíèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñòàíîâëåííîé ñèñòåìå îãðàíè-

÷åíèé. Â ñëó÷àå íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (1)–(3) íà íà÷àëü-

íûõ øàãàõ ðàáîòû àëãîðèòìà óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêò íåñîâìåñòíîñòè è îïðåäåëÿ-

åòñÿ îäíî èç óñëîâèé íåâÿçêè. Íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ñòðîèòñÿ ïîëè-

íîìèàëüíûé àëãîðèòì íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî (â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ

îãðàíè÷åíèé çàäà÷è) ðàñïèñàíèÿ R , äîïóñêàþùåãî ðàçðûâû âî âðåìåíè âûïîë-

íåíèÿ çàäàíèé. Åñëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ôàêò íàðóøåíèÿ äè-

ðåêòèâíîãî ñðîêà çàâåðøåíèÿ êàêîãî-ëèáî çàäàíèÿ � i id	 , òî èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è íåñîâìåñòíà. Âåëè÷èíà ( )� i id� îïðåäåëÿåò êî-

ëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ, íà êîòîðîå íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü ñðîê çàâåðøåíèÿ âûïîë-

íåíèÿ i-ãî çàäàíèÿ, ÷òîáû ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ìîãëà ñòàòü ñîâìåñòíîé.
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Ðàññìàòðèâàåìûé âíà÷àëå àëãîðèòì (àëãîðèòì D) îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (çàäà÷è (2), (3) áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âû-

ïîëíåíèÿ çàäàíèé (1)) ñ ó÷åòîì óñëîâèé à) ïðåäóñìàòðèâàåò âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ

èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ

ðàñïèñàíèé, íå äîïóñêàþùèõ ðàçðûâîâ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Åñëè â ïðîöåññå ïî-

ñòðîåíèÿ äëÿ êàêîãî-ëèáî çàäàíèÿ óñòàíîâèòñÿ ôàêò � i id	 , òî ïîñòðîåíèå ýòîãî

ðàñïèñàíèÿ ïðåðûâàåòñÿ è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé íàèáîëåå ýô-

ôåêòèâíîé èç îñòàâøèõñÿ àëüòåðíàòèâ. Ïåðâîå ïîñòðîåííîå äî êîíöà ðàñïèñàíèå

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Ðàññìîòðåíèå è èñêëþ÷åíèå âñåõ âîçìîæíûõ àëüòåð-

íàòèâ áåç ïîñòðîåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðàñïèñàíèÿ äî êîíöà ñëóæèò äîêàçàòåëü-

ñòâîì íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé. Ïðè ýòîì, åñëè d x ti i i� � , îïðåäå-

ëÿåòñÿ òî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ, íà êîòîðîå íåîáõîäèìî óâåëè-

÷èòü ñðîê çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ i-ãî çàäàíèÿ, ÷òîáû ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé

çàäà÷è ìîãëà ñòàòü ñîâìåñòíîé.

Àëãîðèòì íà÷èíàåò ïîñòðîåíèå ñ íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ àëüòåðíàòèâ è

ïðîâîäèò îòñåâ âñåõ íåïåðñïåêòèâíûõ ïðîäîëæåíèé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, êàê ïîêà-

çàëè îáøèðíûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, â áîëüøèíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ

ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ óæå ðàçâèòèå ïåðâîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðâûõ àëüòåðíàòèâ

ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ, è ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ïîëèíî-

ìèàëüíîå âðåìÿ ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì îáúåìå âû÷èñëåíèé íà êàæäîé

èòåðàöèè.

Ïîêàçàíî, êàê íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ (1) ñêîððåêòèðîâàòü

ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ai è di äëÿ îòäåëüíûõ çàäàíèé; ñëåäîâàòåëüíî, è çàäà÷à

(1)–(3) â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ çàäàíèé (1)

òàêæå ýôôåêòèâíî ðåøåíà àëãîðèòìîì D. Ðàáîòà è ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëî-

æåííûõ àëãîðèòìîâ èëëþñòðèðóåòñÿ íà ÷èñëîâûõ ïðèìåðàõ.

2. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

2.1. Îöåíêè âîçìîæíîñòè âûïîëíåíèÿ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé íà ñðîêè âû-
ïîëíåíèÿ çàäàíèé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ

çàäàíèé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a t di i i� � , i I
 .

Óïîðÿäî÷èì âñå çàäàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü J ïî íåóáûâàíèþ çíà÷åíèé

di : d d d d di i i i il n n1 2 1
� � � � �

�
.... � . Ïóñòü �0

1
�

� �
min

i n
ia — íàèáîëåå ðàííèé ñðîê

íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Ðàññìîòðèì âñå çàäàíèÿ â ïîðÿäêå èõ ðàñïîëî-

æåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

J i i i i i d dk k n i ik k
� �� �

{ }1 2 1 1
, , ..., , , ..., : . (5)

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç çàäàíèé i Jp 
 íåñïðàâåäëèâû

óñëîâèÿ íåðàâåíñòâà

max ( min , )
1

0

1� � �

� ��
l p

i

l

p

i ia t d
l l p

� , p n�1, ..., , (6)

òî íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

Â ðàáîòå [11] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî îòñóòñòâèÿ äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé

â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íåðàâåíñòâ

�0

1

� �
�
� t di

l

p

il p
, p n�1, ..., , (7)

ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíûõ ãðàíè÷íûõ ñðîêîâ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ âñåõ çàäàíèé.
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Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (6) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (7) è äîïîëíèòåëü-

íûõ óñëîâèé

a t di i ip p p
� � , p n�1, ..., . (8)

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (7) è íåâûïîëíåíèÿ (8) äëÿ íåêîòîðîãî èíäåê-

ñà ip ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòîãî çàäàíèÿ âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (6) âîçìîæíî òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà÷àëî âûïîëíåíèÿ åãî áóäåò ðàíüøå ìîìåíòà âðåìåíè aip
,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íåêîòîðîãî èç çàäàíèé â óñëîâèÿõ çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ åãî äî

êîíöà áåç ïðåðûâàíèé. Ïóñòü ïîñòðîåí íåêîòîðûé ÷àñòè÷íûé ïëàí P s, â êîòîðîì

îïðåäåëåíû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ñðîêè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ âûïîíåíèÿ íå-

êîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà I s
1

, âêëþ÷àþùåãî bs âûïîëíåííûõ çàäàíèé. Ïóñòü � s —

ñðîê çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïëàíà P s. Âòîðîå ïîäìíîæåñòâî I s
2

âêëþ÷àåò òå çàäàíèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ åùå íå íà÷àòî ê ìîìåíòó âðåìåíè � s.

Îïðåäåëèì

� �s

l n b

i I

i
s

s

l
s

l
a�

� � �



max ( min , )
1

2

. (9)

Óïîðÿäî÷èì âñå çàäàíèÿ ïîäìíîæåñòâà I s
2

â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ âåëè÷èí

di : d d d di i i il n bs1 2
� � � �

�
... � .

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç çàäàíèé i Il
s

2

ñïðàâåäëèâû

óñëîâèÿ íåðàâåíñòâà

� s
i

l

p

it d
l p

� 	
�
�

1

, p n bs� �1, ..., , (10)

òî ÷àñòè÷íûé ïëàí P s íå ñîäåðæèò ðàñïèñàíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå

îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè

óòâåðæäåíèÿ 1 è îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ íà êàæäîì øàãå ïîñòðîå-

íèÿ äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ, ðàçðåøàþùåãî ðàçðûâû âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Ýòà

ñòðàòåãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t òàêîãî çàäàíèÿ

i I s

2

, ó êîòîðîãî äîïóñòèìîå âðåìÿ íà÷àëà a ti � è ãðàíè÷íûé ñðîê çàâåðøåíèÿ

çàäàíèÿ di ìèíèìàëüíûé ñðåäè âñåõ, ðàçðåøåííûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïî ïåðâûì

äâóì ïðèçíàêàì çàäàíèé. Åñëè òàêîé âûáîð íåîäíîçíà÷åí, òî èç íàèáîëåå ïåð-

ñïåêòèâíûõ çàäàíèé âûáèðàåòñÿ çàäàíèå ñ íàèìåíüøåé äëèòåëüíîñòüþ ti , à çà-

òåì — ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì. Ýòà ñòðàòåãèÿ ðåàëèçóåòñÿ â ïðèâåäåííîì íèæå

àëãîðèòìå D.

Ïîñòðîåíèå ðàñïèñàíèé, íå äîïóñêàþùèõ ðàçðûâîâ â âûïîëíåíèè çàäàíèé,

ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ íåêîòîðîãî ïîëíîãî ïîðÿäêà (ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè
~

, , ...., , ...,W i i i ip n� { }1 2 ) âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, äëÿ êîòîðîé ñðîêè íà÷à-

ëà è îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì:

� 0 0� , x ai i ip p p
�

�
max ( , )�

1
, � i i ip p p

x t� � , p n�1, ..., . (11)

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ äî-

ïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ñ ó÷åòîì óñëîâèé a), ò.å. íå

äîïóñêàþùèõ ðàçðûâîâ â ïðîöåññå èõ âûïîëíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé øàã àëãîðèòìà, âûïîëíÿåìûé íà �-ì âðåìåííîì èí-

òåðâàëå, ò.å. îïðåäåëåíèå k-ãî ÷ëåíà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷-
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íûé ïëàí (ðàçâèâàåìóþ àëüòåðíàòèâó) P s. Îáîçíà÷èì � �� s. Åñëè â ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íå âêëþ÷åíî íè îäíî çàäàíèå, òî � �� 0 .

Ïóñòü âñå m n bs s� � çàäàíèé ïîäìíîæåñòâà I s
2

óïîðÿäî÷åíû â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

J j j j j d d ds s s
l
s

m
s

j j js s
m
s� � � �{ }

1 2 1 2
, , ..., , ..., | .... . (12)

Ðàçäåëèì I s
2

íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

I i I as s
i21 2

� 
 �{ }: � è I i I as s
i22 2

� 
 	{ }: � . (13)

Âûáåðåì êàêîå-ëèáî çàäàíèå i I s* 

21

, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i d i Ii
s* min ( : )� 
arg
21

(14)

èëè

i t i Ii
s* min( : )� 
arg
21

. (15)

Åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (14), òî âûáè-

ðàåì ñðåäè íèõ çàäàíèå ñ íàèìåíüøåé äëèòåëüíîñòüþ (èëè â ñëó÷àå (15) — ñ íàè-

ìåíüøèì di ), à è ïðè ýòèõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ — çàäàíèå ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì.

Âûäåëèì â I i I is s
2 2

( ) /* *� ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïîäìíîæåñòâà:

I i i I i a k t d ds s
i i i i21 2

( ) ( ) : ( ) ,* *
* *� 
 � � �{ }� , (16)

I i i I i a k t d ds s
i i i i22 2

( ) ( ) : ( ) ,* *
* *� 
 � � �{ }� , (17)

I i i I i a k t d ds s
i i i i23 2

( ) ( ) : ( ) ,* *
* *� 
 � � �{ }� , (18)

I i i I i a k t d ds s
i i i i24 2

( ) ( ) : ( ) ,* *
* *� 
 � � �{ }� . (19)

Ïóñòü g s — êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîäìíîæåñòâà I s
1

, à � s— êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J i i I i i d ds s
i i3 2

( ) : ,* *
*� 
 
 �{ }. Âñå çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè J is
3

( )* ñóòü ïåðâûå � s çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12). Ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü J is ( )* ïîäìíîæåñòâà I is
2

( )* ñîäåðæèò ( )ms �1 çàäàíèé è ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ (12), â êîòîðîé îòñóòñòâóåò çàäàíèå i* .

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (8), ñïðà-

âåäëèâû ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

� � �t d
i i* * ; � � � �

� 

�t t di i

l l i

p

il p*

, *1

, i J il
s

3

( )* , p s�1, ..., � , (20)

ãäå âñå çàäàíèÿ óïîðÿäî÷åíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i J il
s

3

( )* , òî íàçíà÷åíèå

â �-é âðåìåííîé èíòåðâàë íà÷àëà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ i* è âûïîëíåíèe åãî äî

îêîí÷àíèÿ áåç ïðåðûâàíèé íå ïðèâåäåò â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè

� �� � t
i*

ê âûïîëíåíèþ õîòÿ áû îäíîãî èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (10), ò.å. áó-

äåò âûïîëíÿòüñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

� � � �
�
�t t d

i i

l

p

il p
*

*1

, i J il
s
 ( )* . (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðâûõ � s ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J is ( )* ñïðàâåä-

ëèâîñòü (21) ñëåäóåò èç (20). Äëÿ êàæäîãî èç èíäåêñîâ âòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
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íîñòè, âêëþ÷àþùåé ( )ms s� �� 1 ÷ëåíîâ, i J il
s
 ( )* , l ms s s� � � �� �1 2 1, , ..., ,

ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3 äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî ñóìì, â êîòîðûõ èçìåíåíî

ìåñòî ëèøü îäíîãî ñëàãàåìîãî.

Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (21) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîïóñ-

òèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé à) äëÿ ðàçâèâàåìîãî ÷àñ-

òè÷íîãî ïëàíà P s.

Ñëåäñòâèÿ óòâåðæäåíèÿ 3. 1. Ïðîâåðÿåìàÿ â ìîìåíò âðåìåíè � ñèñòåìà íå-

ðàâåíñòâ ìîæåò íå âêëþ÷àòü çàäàíèÿ ïîäìíîæåñòâà I i I is s
22 23

( ) ( )* *� , äëÿ êîòî-

ðûõ d di il
	 * , è ñîäåðæàòü ìåíüøåå ÷èñëî ïðîâåðîê. Åñëè I i I is s

21 24
( ) ( )* *� ��,

òî ïðè íàçíà÷åíèè çàäàíèÿ i* , âûáèðàåìîãî ñîãëàñíî óñëîâèÿì (21), ñîîòâåòñòâó-

þùåå ìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå òðåáóåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðîâåðîê.

2. Òàê êàê äëÿ ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ j I is

24

( )* ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

a ti i� �� ' è i I is

24

( )* , òî ïðîâåðêà ñèñòåìû íåðàâåíñòâ äëÿ äàííîãî ïîäìíî-

æåñòâà èíäåêñîâ â ìîìåíò âðåìåíè � òàêæå íå òðåáóåòñÿ. Îäíàêî âûïîëíåíèå íå-

ðàâåíñòâ (10) äëÿ íåêîòîðîãî èç ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà

êàêîì-òî äðóãîì ïîñëåäóþùåì øàãå q k	 �1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð i* íà

ïðåäûäóùåì k-ì èëè áîëåå ðàííèõ øàãàõ íåäîïóñòèì. Ïîýòîìó âûáîðó èíäåêñà

i* íà äàííîì øàãå k äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü íåêîòîðàÿ àëüòåðíàòèâà (âåòâëåíèå).

3. Åñëè I is
24

( )* ��, òî åñëè ÷àñòè÷íûé ïëàí P s ñîäåðæèò íåêîòîðîå ïîä-

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, íàçíà÷åíèå íà k-å ìåñòî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

çàäàíèÿ i* , âûáîð êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (21), íå

ñäåëàåò ýòî ïîäìíîæåñòâî ïóñòûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûáîðå â ìîìåíò âðåìå-

íè � íà ñîîòâåòñòâóþùåå ìåñòî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàíèÿ i* â ýòèõ óñëîâèÿõ

íèêàêèå äðóãèå àëüòåðíàòèâû ìîãóò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè â ÷àñòè÷íîì ïëàíå P s â ìîìåíò âðåìåíè � âêëþ÷åíèå

íåêîòîðîãî ip -ãî çàäàíèÿ, ñòîÿùåãî íà p-ì ìåñòå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (12), íå

îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå âñåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (21), òî âêëþ÷åíèå íà ýòî

ìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáîãî äðóãîãî çàäàíèÿ ir , ñòîÿùåãî â (12) ïðàâåå åãî

(r p	 ), äëÿ êîòîðîãî t ti ir p
	 , è âûïîëíåíèå åãî áåç ïðåðûâàíèé äî çàâåðøåíèÿ

òàêæå íå îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå âñåõ îãðàíè÷åíèé (21).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òàêèõ ñîîòíîøåíèé:

� �� � � � �
�

�

�



� �t t t ti

l

q

i i i

l
l p

q

p l r l

1

1

1

, q r� �1 2 1, , ..., ( ), òàê êàê t ti ir p
	 ,

� �� � � � � � �
�



� � �

�

� � �t t t t t ti i

l
l pl

r

l r

q

i i i

l

r

ip l l r l l

1 1 1

1

l r

q

� �
�

1

, òàê êàê q r r ms� �, ( ), ...,1 .

Ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 4. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè � âêëþ÷åíèå íà ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ìåñòî ñòðîÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàíèÿ ip íå îáåñïå÷èâàåò âûïîë-

íåíèå âñåõ îãðàíè÷åíèé ñèñòåìû (21), òî â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òå çàäàíèÿ ir (r p	 ) èç (12), äëÿ êîòîðûõ t ti ir p
� .

Îòìåòèì, ÷òî â ïîäìíîæåñòâå èíäåêñîâ I is
21

( )* ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òàêîé èí-

äåêñ � 
I is *
21

( ), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

a k t
i� �� �( ) * , d d

i� � * è �
�

�( ) *k t t d
i l

l

� � 	
�
�

1

. (22)
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Âûáîð j èç óñëîâèé (15) îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ti , ò.å. t tj i
� * .

Âûáîð çàäàíèÿ i I is

21

( )* èç óñëîâèé

I i I t t t d d ds s
i i j i i j23 2

� 
 	 � � �{ }: ,* *
(23)

ìîæåò îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèé �
�

�( )k t t dj l

l

� � �
�
�

1

.

Åñëè òàêîå çàäàíèå íå ìîæåò áûòü íàéäåíî, òî â �-é ìîìåíò âðåìåíè äëÿ

àëüòåðíàòèâû P s íå ìîæåò áûòü íà÷àòî âûïîëíåíèå íèêàêîãî çàäàíèÿ, è ñëåäóþ-

ùèé ðàññìàòðèâàåìûé âðåìåííîé èíòåðâàë äîëæåí âûáèðàòüñÿ èç óñëîâèé

� �� 	


min :

( )i I k
i i

s
a a

2

{ }. (24)

2.2. Âåòâëåíèå. Â êà÷åñòâå àíàëèçèðóåìûõ àëüòåðíàòèâ (âåòâëåíèé) ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ íàçíà÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäàíèé íà êàæäîå èç ìåñò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óäàåòñÿ

ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ àëüòåðíàòèâ.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè â s-ì ÷àñòè÷íîì ïëàíå ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (21), âêëþ÷àþùàÿ g s çàäàíèé è ñîâïàäàþùàÿ ñ ïåðâûìè g s ÷ëåíà-

ìè ýòîé æå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5), ò.å. äëÿ êîòîðûõ d d
l
s

l
s

� �
1

, l g s� 2, ..., , è

â ïðîìåæóòêå âðåìåíè t s
 �[ , ]� � �0 íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî âðåìåííîãî èíòåð-

âàëà, â êîòîðîì íå âûïîëíÿëîñü áû íè îäíî çàäàíèå, òî íèêàêèå äðóãèå àëüòåðíà-

òèâû íàçíà÷åíèÿ íà ïåðâûå g s ìåñò â äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíå-

íèÿ çàäàíèé äëÿ äàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïëàíà ìîãóò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ.

Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè íà k-ì øàãå àíàëèçà s-ãî ÷àñòè÷íîãî ïëàíà âûáîð çàäà-

íèÿ i* äîïóñòèìûé, à ïîäìíîæåñòâî I is
24

( )* ��, òî â ýòîì ÷àñòè÷íîì ïëàíå íà

äàííîì ìåñòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ íèêàêàÿ äðóãàÿ àëü-

òåðíàòèâà. Åñëè I is
24

( )* 
�, òî â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ íà ýòî ìåñòî â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëþáîå äðóãîå çàäàíèå � 
I s
2

, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 3, òàê è âîçìîæíîñòü íåâûïîëíåíèÿ âî âðåìåí-

íîì èíòåðâàëå � íèêàêîãî äðóãîãî çàäàíèÿ, à òàêæå âûáîð ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ

� �

 �

min
( ) ( )* *i I i I i

i
s s

a
23 24

è ðàñøèðåíèå ïîäìíîæåñòâà I s
2

.

Åñëè íà êàêîì-òî k-ì øàãå ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ

s-ãî ÷àñòè÷íîãî ïëàíà óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 3 íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ çàäàíèÿ i* ,

âûáðàííîãî êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (14), òàê è ñîãëàñíî óñëîâèÿì (15),

òî âûáîð çàäàíèÿ íà êàêîì-òî ïðåäûäóùåì øàãå (q -ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè, q k� �1 1, ..., ) áûë íåäîïóñòèìûì, è íà ýòî ìåñòî äîëæíî áûòü ïîñòàâëåíî êà-

êîå-òî äðóãîå çàäàíèå. Åñëè â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè q k� �1 1, ..., íåò äðóãèõ äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ, òî ñèñòåìà îãðà-

íè÷åíèé çàäà÷è íåñîâìåñòíà. Ïðè íàëè÷èè àëüòåðíàòèâ àíàëèç èõ öåëåñîîáðàçíî

íà÷èíàòü ñ íàèáîëåå äàëüíåãî ÷ëåíà ñòðîÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2.3. Äîïóñòèìûå âðåìåíà íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

Ïóñòü h ai i
1 � è h d a ti i i i

2 1� � � �( ) — ñîîòâåòñòâåííî äîïóñòèìûå íàèáîëåå

ðàííåå è íàèáîëåå ïîçäíåå âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ i.
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Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çàäàíèÿ i n�1, ..., ñïðàâåäëèâî íå-

ðàâåíñòâî h hi i
2 1	 , òî íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå

âñåõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì äâà çàäàíèÿ: i è j, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ äîïóñòèìûõ

ñðîêîâ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ, à òàêæå çàäàíî âðåìÿ çàâåðøåíèÿ êàæäîãî èç íèõ.

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû i è j çàäàíèé ñïðàâåäëè-

âû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) åñëè h t hi i j
1 2� 	 èëè h t hj j i

1 2� 	 , òî íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèé, îáåñïå÷è-

âàþùèõ âûïîëíåíèå âñåõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è;

2) åñëè h h t hj i i j
1 1 2� � � , òî â äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè çíà÷åíèÿ h j

2 è d j

äîëæíû áûòü ñêîððåêòèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h h h tj j i i
2 2 1� �min ;{ }, d h h t tj j i i j� � � �min ;{ }2 1 1; (25)

3) åñëè h h t hj i i j
1 1 2� � � , à h t hj j i

1 2� 	 , òî â äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè çàäàíèå

i äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàíüøå, ÷åì çàäàíèå j, è ñðîêè íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ äîëæ-

íû áûòü ñêîððåêòèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h h h tj j i i
1 1 1� �max , ( ){ }, h h h ti i j j

2 2 2� �min , ( ){ }, d h ti i i� � �2 1. (26)

Äëÿ ñêîððåêòèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ïîëàãàåì

a hi i� 1.

Ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ïðîâåðêè äëÿ êàæäîé ïàðû çàäà-

íèé âûïîëíåíèÿ âñåõ óñëîâèé óòâåðæäåíèé 8, 9, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî áóäóò ñêîð-

ðåêòèðîâàíû ñðîêè íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âñåõ çàäàíèé, ëèáî åùå äî íà÷àëà ïîñòðî-

åíèÿ ðàñïèñàíèé óñòàíîâëåí ôàêò íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

2.4. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàñïèñàíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷àñòè÷íûå ïî-
ðÿäêè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Ïóñòü îãðàíè÷åíèÿ íà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âûïîë-

íåíèÿ çàäàíèé çàäàíû íåêîòîðûì ãðàôîì ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè B, ýëåìåíòû êî-

òîðîé �( , )i j �1, åñëè çàäàíèå i â äîïóñòèìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîëæíî ïðåä-

øåñòâîâàòü çàäàíèþ j è �( , )i j � 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì
~

( )� j è
~

( )Q j

ñîîòâåòñòâåííî ïîäìíîæåñòâî âñåõ çàäàíèé, êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷å-

íèÿìè íà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ çàäàíèé äîëæíû ïðåäøåñòâîâàòü çàäà-

íèþ j è ñëåäîâàòü çà çàäàíèåì j (íåïîñðåäñòâåííî èëè êîñâåííî). Îáîçíà÷èì

H j1 ( ) è H j2 ( ) ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî âñåõ ïðåäøåñòâåííèêîâ è ïîñëåäîâàòå-

ëåé çàäàíèÿ j (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâàõ
~

( )� j è
~

( )Q j ).

Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè i j� , ò.å. çàäàíèå i äîëæíî ïðåäøåñòâîâàòü çàäàíèþ j,

òî â äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

x x tj i i� � �1, � �j i it� � .

Ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 9. Ïðè ïîñòðîåíèè äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè íà óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàäàíèé çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ñðîêîâ íà-

÷àëà a j è çàâåðøåíèÿ d j j-ãî çàäàíèÿ äîëæíû áûòü ñêîððåêòèðîâàíû:

a a a tj j
i j

i i� � �



max , max [ ]
~

( )

{ }
�

1 , d d d tj j
i Q j

i j� �



min , min [ ]
~

( )

{ }. (27)

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ñðîêè âûïîëíåíèÿ âñåõ ñâÿçàííûõ ãðà-

ôàìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàäàíèé äîëæíû áûòü ñêîððåêòèðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè

ñ âûðàæåíèåì (27).
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2.5. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Ãðóáàÿ íèæ-

íÿÿ ãðàíèöà äëèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

	 0

1 1 1 1
( ) min min min ; min (F a t g a

i n
i i

i

n

i n
i

i n
i� � �

� � � � � � �
�

i

n

i it g

�
� � �

�
�
�

�
�
�1

) . (28)

Äëÿ êàæäîãî èç çàäàíèé ðàñïèñàíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî çíà÷åíèå Di íàè-

áîëåå ïîçäíåãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ åãî âûïîëíåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåå çàâåðøå-

íèå âûïîëíåíèÿ âñåãî ðàñïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò çà âðåìÿ, íå ïðåâûøàþùåå

	 0 ( )F è îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå âñåõ îãðàíè÷åíèé íà ñðîêè âûïîëíåíèÿ è

÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ñëåäîâàíèÿ çàäàíèé:

D d F gi i i
0 0� �min ; ( ){ }	 , i n�1, ..., . (29)

Óòâåðæäåíèå 10. Åñëè ñðåäè ìíîæåñòâà çàäàíèé i n�1, ..., íàéäåòñÿ õîòÿ áû

îäíî çàäàíèå j, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

D d F g F g dj j j j j
0 0 0� � � � 	min ; ( ) ( ){ }	 	 , (30)

òî íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ çàâåðøåíèå âñåõ

ðàáîò çà âðåìÿ, ìåíüøåå èëè ðàâíîå 	 0 ( )F , è îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå

âñåõ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèíû ðàñïèñàíèÿ íå ìîæåò áûòü
ìåíüøå âåëè÷èíû

� j j jF d F g0 0 0� � � �	 	( ) [ ( ( ) )]. (31)

Ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 10. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèíû ðàñïèñàíèÿ çàäà÷è, îáåñ-

ïå÷èâàþùåãî âûïîëíåíèå âñåõ îãðàíè÷åíèé, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

	 	 	 	1 0 1 0

1

00( ) ( ) ( ) max min [ ; ( ( ) )]F F F d F g
i n

i i� � � � � �
� �

� { }. (32)

Äëÿ çíà÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû 	1 ( )F , àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (29), ìîãóò

áûòü âû÷èñëåíû ñêîððåêòèðîâàííûå çíà÷åíèÿ Di
1. Ïðèíèìàÿ èõ â êà÷åñòâå çíà÷å-

íèé, ïîñòðîèì ðàñïèñàíèå, äîïóñêàþùåå ðàçðûâû â âûïîëíåíèè çàäàíèé. Ïîñêîëü-

êó â ýòîì ðàñïèñàíèè ìîãóò áûòü âðåìåííûå èíòåðâàëû, â òå÷åíèå êîòîðûõ íå âû-

ïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç çàäàíèé, òî âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ýòîãî ðàñïèñàíèÿ T F� 	 2 ( ) ìî-

æåò áûòü áîëüøå âåëè÷èíû 	1 ( )F . Çíà÷åíèå 	 2 ( )F ìîæåò áûòü ïðèíÿòî çà áîëåå

òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ, íå äîïóñêàþùåãî ðàçðûâû âî

âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ

âðåìåí çàâåðøåíèÿ îòäåëüíûõ çàäàíèé Di
2 àíàëîãè÷íî (29).

ßñíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé è ÷àñ-

òè÷íûå ïîðÿäêè èõ âûïîëíåíèÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèíû ðàñïèñàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå (28), â êîòîðîé âìåñòî çíà÷åíèé ai ïîäñòàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ai , è çà-

òåì ìîæåò áûòü òàêæå óòî÷íåíà ïîñòðîåíèåì ðàñïèñàíèÿ, äîïóñêàþùåãî ðàçðû-

âû â âûïîëíåíèè çàäàíèé.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Óñòàíîâëåííûå âûøå ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è ïðàâèëà îòñåâà íå-

ïåðñïåêòèâíûõ ïðîäîëæåíèé èñïîëüçóþòñÿ íèæå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè àëãî-

ðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â îïèñàííûõ íèæå àëãîðèòìàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé (5), (12), îãðàíè÷åíèÿ (10), (16)–(20),

â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ di ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà çíà÷åíèÿ Di

, 
 � 0 1 2, , , ...

3.1. Àëãîðèòì Â — ïîñòðîåíèå äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ, äîïóñêàþùåãî
ðàçðûâû âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Ïóñòü t — òåêóùèé íîìåð àíàëèçèðóåìîãî âðå-
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ìåííîãî èíòåðâàëà, z t( ) — èíäåêñ çàäàíèÿ, âûïîëíÿåìîãî âî âðåìåííîì èíòåðâà-

ëå t . Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî çàäàíèå, òî z t( ) � �1;

l ti ( ) — êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàâåðøåíèÿ âûïîë-

íåíèÿ çàäàíèÿ i â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ; I t1 ( ) — ïîäìíîæåñòâî âûïîëíåííûõ

â ìîìåíò âðåìåíè t çàäàíèé; I t2 ( ) — ïîäìíîæåñòâî çàäàíèé, âûïîëíåíèå êîòî-

ðûõ íà÷àòî, íî íå çàêîí÷åíî â ìîìåíò âðåìåíè t ; I t3 ( ) — ïîäìíîæåñòâî çàäà-

íèé, âûïîëíåíèå êîòîðûõ åùå íå íà÷àòî â ìîìåíò âðåìåíè t ; � is è � is — s-å íà-

çíà÷åííûå âðåìåíà íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ i, êîòîðîå â ïðî-

öåññå âûïîëíåíèÿ ìîæåò ïðåðûâàòüñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ðàçðûâîâ âî

âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé êàæäîå èç íèõ ìîæåò íà÷èíàòüñÿ è ïðåðûâàòüñÿ íå-

ñêîëüêî ðàç; T — ìàêñèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ; B t( ), t T�1, ..., , —

âåêòîð íîìåðîâ çàäàíèé, âûïîëíåíèå êîòîðûõ óæå íà÷àòî, íî íå çàêîí÷åíî â ñî-

îòâåòñòâóþùèé âðåìåííîé èíòåðâàë. Åñëè â íåêîòîðîì âðåìåííîì èíòåðâàëå t1
òàêèõ çàäàíèé íå ñóùåñòâóåò, òî B t( )1 1� � .

Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì Â ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ.

Øàã 0 (ïðåäâàðèòåëüíûé). Ïîëàãàåì t � 0; z t( ) ��; l t ti i( ) � , i n�1, ..., ;

I t I t1 2( ) ( )� ��, I t n3 1( ) , ...,� { }, èíäåêñû s íîìåðîâ âðåìåí íà÷àë è îêîí÷àíèé

âûïîëíåíèÿ âñåõ çàäàíèé ðàâíûìè 1, à òàêæå B t( ) � �1, t T�1, ..., . Ïåðåõîäèì

ê øàãó 1.

Øàã 1. Åñëè I t n1 1( ) , ...,� { }, I t2 ( ) �� è I t3 ( ) �� , òî àëãîðèòì çàâåðøàåò

ñâîþ ðàáîòó. Åñëè I t n1 1( ) ,... ,
 { }, I t2 ( ) 
 � è (èëè) I t3 ( ) 
 � , â ìîìåíò âðåìåíè

t âûïîëíÿåòñÿ çàäàíèå j è t a i I ti� 
min : ( ){ }3 , òî íàõîäèì íîâîå çíà÷åíèå t1 èç

óñëîâèé

t a i I t d d a ti i j i1 3: min | ( ), ,� 
 � 	min { }. (33)

Åñëè t ai1 � è ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî èíäåêñîâ i, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

âûðàæåíèå (33), òî âûáèðàåì íîìåð òîãî çàäàíèÿ, ó êîòîðîãî çíà÷åíèå di ìèíè-

ìàëüíî. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ çàäàíèé ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì di âûáèðàåì çà-

äàíèå ñ íàèìåíüøåé äëèòåëüíîñòüþ. Ïðè ðàâíûõ è ýòèõ óñëîâèÿõ âûáèðàåì çàäà-

íèå ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì. Ïóñòü âûáðàíî íåêîòîðîå çàäàíèå �.

Åñëè t a a i I ti1 3� � 
� min : ( ){ } è � � � �t l tj ( ) , òî ïîëàãàåì

� �,1 1� t , z t( )1 � �. (34)

Åñëè I t3 ( ) �� èëè z t j( ) � è ïðè ýòîì l t a t i I t a tj i i( ) min : ( ),� � 
 	{ }3 ,

òî ïîëàãàåì

t t l tj1: ( )� � , � j t� 1. (35)

Îïðåäåëÿåì B t j( ) � äëÿ çíà÷åíèé t t t j� � �, , ...,1 1� .

Åñëè z t j( ) � , òî l t l t t tj j( ) ( ) ( )1 1� � � , � js t� 1.

Óâåëè÷èâàåì èíäåêñû s íîìåðîâ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ � è îêîí÷àíèÿ

âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ j íà 1. Ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Åñëè I t2 ( ) 
� è t ai1 � , òî íàõîäèì � � 
arg min { | ( )}d i I ti 2 .

Åñëè I t3 ( ) 
�, òî îïðåäåëÿåì l� � 0 . Åñëè I t3 ( ) 
� è t t l t aj i1 � � �( ) ,

à I t2 ( ) 
�, òî ïîëàãàåì l l a ti� �� � �min ( , )0 1 , z t( ) � �, t t t t l� � � �, , ,1 1� � .

Åñëè l� � 0 , òî îïðåäåëÿåì t t l2 � � � , I t I t2 2 2( ) ( ) /� � è ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Øàã 2. Åñëè l tj ( )1 0� , òî ïîëàãàåì

I t I t j1 1 1( ) ( )� � , I t I t j2 1 2( ) ( ) /� . (36)

Åñëè z t( )1 � � è l t� �� , òî ïîëàãàåì

I t I t3 1 3( ) ( ) /� � , I t I t2 1 2( ) ( )� �� . (37)
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Ïîëàãàåì t t: � 1 èëè t t:� 2 è ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

×åðåç êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé áóäåò ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ðàñïèñàíèå

âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, äîïóñêàþùåå ðàçðûâû âî âðåìåíè èõ âûïîëíåíèÿ. Â êàæ-

äûé ìîìåíò âðåìåíè k èç ðàçðåøåííûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ, íî åùå íå çàâåðøåííûõ

çàäàíèé, âûïîëíÿåòñÿ çàäàíèå, èìåþùåå íàèìåíüøèé äèðåêòèâíûé ñðîê çàâåð-

øåíèÿ. Îïèñàííîå âûøå ïîñòðîåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèÿìè 1–3 îáåñ-

ïå÷èâàåò îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê è ñðîêè íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ

çàäàíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ âñåé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé.

3.2. Àëãîðèòì D — ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé, íå äîïóñêàþ-
ùèõ ðàçðûâîâ âî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Àëãîðèòì îñóùåñòâëÿåò ïî-

ñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé
~

W.

Ïóñòü ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé J â ñîîòâåòñòâèè
ñ âûðàæåíèåì (5), à òàêæå ñôîðìèðîâàí íåêîòîðûé âåêòîð Y , â êîòîðîì äëÿ êàæ-

äîãî çàäàíèÿ îïðåäåëåí yi
1 íîìåð ïåðâîãî ñòîÿùåãî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J ïå-

ðåä çàäàíèåì i çàäàíèÿ è íå âêëþ÷åííîãî â ñòðîÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
~

W.

Îáîçíà÷èì: � — òåêóùèé íîìåð àíàëèçèðóåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà, B ( )� ,

� �1, ..., ,T — âåêòîð ïðèçíàêîâ âûïîëíåííûõ â ìîìåíò âðåìåíè � çàäàíèé, ãäå

bi ( )� �1, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè � çàäàíèå i âûïîëíåíî, è bi ( )� � 0 â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå; i ( )� — íàèìåíüøèé íîìåð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J çàäàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî

bi ( )� � 0; M — òðåõìåðíûé ìàññèâ, â êîòîðîì óêàçàíû m
1 — íîìåð âðåìåííîãî

èíòåðâàëà, ãäå ïðîèçîøëî èçìåíåíèå ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ çàäàíèé; m
2 — ïåð-

âûé íîìåð çàäàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J, äëÿ êîòîðîãî bi ( )� � 0; m
3 — íîìåð

çàäàíèÿ, ñòîÿùåãî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J ïîñëå çàäàíèÿ m
2 è âûïîëíÿåìîãî

â ìîìåíò âðåìåíè � â ðàñïèñàíèè
~

W.
Ïóñòü 
 — êîëè÷åñòâî ñòðîê ìàññèâà M .

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ïîëàãàåì � � 0 , � �1, ..., ,T i n�1 2, , ..., . Ìàñ-

ñèâ M íå ñîäåðæèò íè îäíîé ñòðîêè è 
 � 0 .

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåäóñìàòðèâàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ øàãîâ.

Øàã 1. Åñëè bi ( )� �1, i n�1 2, , ..., , òî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå ïîñòðîåíî è

àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ âðåìåííîãî èíòåðâàëà �

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J íàõîäèì ïåðâîå ñðåäè ñòîÿùèõ ñëåâà çàäàíèé — j , óäîâ-

ëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

a j � �, b j ( )� � 0. (38)

Åñëè òàêîãî çàäàíèÿ íå ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2. Åñëè j i� ( )� — çàäà-

íèå, ñòîÿùåå ïåðâûì ñëåâà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J ñðåäè çàäàíèé, äëÿ êîòîðûõ

b j ( )� � 0, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 3. Åñëè j — íå ïåðâîå çàäàíèå â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè J, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ b j ( )� � 0, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 4.

Øàã 2. Íàõîäèì íîâîå çíà÷åíèå �1 èç óñëîâèé

� � �1 0� 
 � �min : ; ( ) ,{ }a l J b al i l li i i
. (39)

Åñëè çíà÷åíèé �1 íå ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 6. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïîëàãàåì � �� 1 è ïåðåõîäèì ê øàãó 1.

Øàã 3. Âêëþ÷àåì çàäàíèå j i� ( )� â ñòðîÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
~

W, âû-

ïîëíÿåì åãî t j âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. Ïîëàãàåì b j ( )� �1, � �� � t j , è ïåðåõîäèì

ê øàãó 1.

Øàã 4. Äëÿ äàííîãî çàäàíèÿ j i� ( )� îïðåäåëÿåì åãî íîìåð p â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè J. Îïðåäåëÿåì òàêæå íîìåð ïåðâîãî çàäàíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J,

äëÿ êîòîðîãî b j ( )� � 0 . Ïóñòü íîìåðîì ýòîãî çàäàíèÿ â J áóäåò r.
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Äëÿ âñåõ çàäàíèé, ñòîÿùèõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J, íà÷èíàÿ ñ çàäàíèÿ jp ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì b js
( )� � 0, s r r p� � �, , ...,1 1, ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâ

� � �t dj j , � � � �
�
�

�

�t t dj j

s r
b

p

js

js

s

0

1

, s r r p� � �, , ...,1 1. (40)

Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (40), òî ýòà ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü íå èìååò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ïåðåõîäèì ê øàãó 5. Â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå âûïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

à) ôîðìèðóåì ( )
�1 -þ ñòðîêó ìàññèâà M , ïîëîæèâ m
 �1 � , m r
2 � ,

m p
3 � , óâåëè÷èâàåì 
 íà 1, 
 
� �( )1 ;

á) ïîëàãàåì b jp
( )� �1, � �� � t jp

.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ çàäàíèÿ j jp� â ñòðîÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäèì

ê øàãó 3.

Øàã 5. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J íàõîäèì ïåðâîå çàäàíèå j� , ñòîÿùåå â J

ïðàâåå çàäàíèÿ jp ñ íîìåðîì p , è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì � 	 p, a j�
�� ,

b j�
�( ) � 0, t tj jp�

� . Åñëè òàêèõ çàäàíèé íå ñóùåñòâóåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì p � � è ïåðåõîäèì ê øàãó 4.

Øàã 6. Íàõîäèì ïîñëåäíþþ 
-þ çàïèñü (ñòðîêó) â ìàññèâå M . Åñëè 
 � 0 ,

ò.å. òàêèõ çàïèñåé íå ñóùåñòâóåò, òî çàäà÷à íå ñîäåðæèò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

è àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:

à) îïðåäåëÿåì âðåìåííîé èíòåðâàë � 
� m 1;

á) íîìåðà çàäàíèé i m( )� 
� 2 , j mp � 
3 ;

â) äëÿ âñåõ çàäàíèé, êîòîðûå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
~

W ñòîÿò ïîñëå çàäà-

íèÿ jp , ïîëàãàåì bi ( )� � 0;

ã) ôîðìèðóåì íîâóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî çàäà-

íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
~

W, âûïîëíåííûå äî ìîìåíòà

âðåìåíè �;

ä) íàõîäèì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J ïåðâîå çàäàíèå j
 , ñòîÿùåå â J ïðàâåå

çàäàíèÿ jp è óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç ïàðû óñëîâèé:

a j

�� , t tj jp


� ; (41)

a j

�	 , t a tj j jp
 


�� � �( ) . (42)

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (42), òî âî âíîâü ñòðîÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-

ëàãàåì a j

�� . Åñëè òàêèõ çàäàíèé íå ñóùåñòâóåò, òî èñêëþ÷èì ñòðîêó 
 èç

ìàññèâà M (
 
� �1). Ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê âûïîëíåíèþ øàãà 6. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïîëàãàåì j jp � 
 , m
 �1 � , m i
 �2 � ( ), m j
 
3 � è ïåðåõîäèì ê øàãó 4.

×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ëèáî áóäåò ïîñòðîåíî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå

âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, íå äîïóñêàþùåå ðàçðûâîâ âî âðåìåíè èõ âûïîëíåíèÿ, ëèáî

óñòàíîâëåí ôàêò íåñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è.

Êîíå÷íîñòü àëãîðèòìà D ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Íà êàæäîé

èòåðàöèè àëãîðèòìà ëèáî íà êàêîå-òî ìåñòî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óñòàíàâëèâà-

åòñÿ íåêîòîðîå ðàíåå íå óñòàíîâëåííîå íà ýòî ìåñòî çàäàíèå è ìåíÿåòñÿ âèä ïî-

ñòðîåííîé ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó ñ

ñîîáùåíèåì, ÷òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå èëè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò.

Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíå÷íî, òî äàæå â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå àëãîðèòì çàâåðøèò ðàáîòó çà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé.
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Àíàëîãè÷íûì àëãîðèòìîì ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ðàñïèñàíèå, ñîäåðæà-

ùåå ðàçðûâû â âûïîëíåíèè çàäàíèé, â ðàñïèñàíèå, íå äîïóñêàþùåå ðàçðûâîâ.

Â êà÷åñòâå ðàññìàòðèâàåìîãî ìîìåíòà âðåìåíè � â äàííîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ

âðåìÿ ïåðâîãî âûïîëíÿåìîãî â ñòðîÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàíèÿ, äîïóñ-

êàþùåãî åãî ïðåðûâàíèå. Â êà÷åñòâå îäíîé èç àëüòåðíàòèâ ïðè ýòîì, òðåáóþùåé

ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (40), ÿâëÿåòñÿ çàâåðøåíèå âûïîëíåíèÿ ýòîãî

çàäàíèÿ äî êîíöà áåç ïðåðûâàíèé.

3.3. Àëãîðèòì R — ïîñòðîåíèå ïîäìíîæåñòâ
~

( )� i è
~
( )Q i (ïðåäøåñòâåííè-

êè è ïîñëåäîâàòåëè çàäàíèÿ i ) è êîððåêöèÿ ãðàíè÷íûõ ñðîêîâ íà÷àëà è çà-

âåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà çàäàíèé-ïðåäøåñò-

âåííèêîâ Y k1 ( ), âûäåëåííûõ íà êàæäîì k-ì øàãå àëãîðèòìà, à òàêæå ïîäìíîæå-

ñòâà Y k I Y k2 1( ) / ( )� çàäàíèé, íå ñâÿçàííûõ íà k-ì øàãå îòíîøåíèÿìè

ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïóñòü Z k n1 1� � �{ }	 	 	, ...., � è Z k n2 1� � �{ }� � �, ...., �

îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîððåêòèðîâêè äîïóñòèìûõ âðå-

ìåí íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèÿìè ïðåä-

øåñòâîâàíèÿ. Ïîëîæèì â íà÷àëå èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà äëÿ (k � 0)

Y k Z Z1 1 2( ) � � ��, Y k I2 ( ) � , à òàêæå
~

( )� i ��,
~

( )Q i ��, i n�1, ..., .

Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà (êîððåêòèðîâêà îãðàíè÷åíèé íà íà÷àëî
âûïîëíåíèÿ çàäàíèé). Íà êàæäîì k-ì øàãå àëãîðèòìà, k �1 2, , ... , âûïîëíÿåì

ñëåäóþùåå:

1) íàõîäèì òàêîå çàäàíèå q Y k
 2 ( ), äëÿ êîòîðîãî �( , )j q � 0, j Y k
 2 ( ) . Åñëè

òàêèõ çàäàíèé íåñêîëüêî, òî â êà÷åñòâå q íà äàííîì øàãå âûáèðàåì çàäàíèå

ñ íàèìåíüøèì èíäåêñîì;

2) âêëþ÷àåì èíäåêñ âûáðàííîãî çàäàíèÿ q íà k-å ìåñòî â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Z1;

3) äëÿ âñåõ i n�1, ..., , åñëè �( , )i q �1 è i Y k
 1 ( ) , äîïîëíÿåì ïîäìíîæåñòâà

ïðåäøåñòâåííèêîâ ýòèõ çàäàíèé:
~

( )
~

( )
~

( )� � �q q i i� � � ;

4) ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ( )k �1 -ìó øàãó êîððåêòèðóåì ïîäìíîæåñòâà

Y k Y k q1 11( ) ( )� � � , Y k Y k q2 21( ) ( ) /� � è ïîëàãàåì k k� �1. Åñëè Y k2 ( ) 
� , òî

âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 1.

(Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà R áóäóò ñôîðìèðîâàíû ïîäìíîæåñòâà çàäà-

íèé
~

( )� i , i n�1, ..., (H i1 ( ) — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîäìíîæåñòâå
~

( )� i ), è ïî-

ñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíèé Z1.)

5) äëÿ âñåõ çàäàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z1 êîððåêòèðóåì çíà÷åíèÿ ai â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (27).

Âòîðàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà (êîððåêòèðîâêà ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé çà-
âåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé). Ïîëàãàåì â íà÷àëå èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà äëÿ

(k � 0) Y k Z1 2( ) � ��, Y k I2 ( ) � . Íà êàæäîì k -ì øàãå àëãîðèòìà, k n�1 2, , ..., ,

âûïîëíÿåì ñëåäóþùåå:

1) íàõîäèì òàêîå çàäàíèå r Y k
 2 ( ) , äëÿ êîòîðîãî �( , )r j � 0 , j Y k
 2 ( ) , åñëè

òàêèõ çàäàíèé íåñêîëüêî, òî â êà÷åñòâå r íà äàííîì øàãå âûáèðàåì çàäàíèå ñ íà-

èìåíüøèì èíäåêñîì;

2) âêëþ÷àåì èíäåêñ âûáðàííîãî çàäàíèÿ íà k-å ìåñòî â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Z2 ;

3) äëÿ âñåõ i n�1, ..., , åñëè �( , )r i �1 è i Y k
 1 ( ) , òî äîïîëíÿåì ïîäìíîæåñ-

òâà ïîñëåäîâàòåëåé ýòèõ çàäàíèé:
~

( )
~

( )
~

( )Q r Q r i Q i� � � ;

4) ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ( )k �1 -ìó øàãó êîððåêòèðóåì ïîäìíîæåñòâà

Y k Y k r1 11( ) ( )� � � , Y k Y k r2 21( ) ( ) /� � è ïîëàãàåì k k� �1, åñëè Y k2 ( ) 
� , òî

âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 1;
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(Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà R áóäóò ñôîðìèðîâàíû ïîäìíîæåñòâà çàäà-

íèé
~

( )Q i , i n�1, ..., , è ïîñòðîåíà îòëè÷íàÿ îò ïîëó÷åííîé â ïåðâîé èòåðàöèè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíèé Z2 .)

5) çàòåì äëÿ âñåõ çàäàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z2 êîððåêòèðóåì çíà÷åíèÿ

di â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (27).

Çàìåòèì, ÷òî íåâîçìîæíîñòü âûáîðà èíäåêñà q (ïåðâàÿ èòåðàöèÿ ) èëè èí-

äåêñà r (âòîðàÿ èòåðàöèÿ ) íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà R ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè-

÷èè öèêëîâ, ò.å. íåêîððåêòíîñòè çàäàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âûïîë-

íåíèÿ çàäàíèé.

Åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî òàêîå çàäàíèå, äëÿ êîòîðîãî a t di i i� � , òî ñèñòå-

ìà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è íåñîâìåñòíà, ò.å. ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà î÷åðåäíîñ-

òè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå

äèðåêòèâíûõ âñåé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé íà íà÷àëî è ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ èòåðàöèÿ, à òàêæå ïï. 1–4 âòîðîé èòåðàöèè àë-

ãîðèòìà R âûïîëÿþòñÿ òîëüêî îäèí ðàç â ïðîöåññå ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷. Â ïðî-

öåññå ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûå

ïîðÿäêè ñëåäîâàíèÿ çàäàíèé íà îñíîâå îäèí ðàç ïîñòðîåííûõ â ïï. 1–4 âòîðîé

èòåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z2 è ïîäìíîæåñòâ
~

( )Q i , i n�1, ..., , ï. 5 âòîðîé èòå-

ðàöèè ìîãóò ìíîãîêðàòíî êîððåêòèðîâàòüñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå ñðîêè çàâåðøåíèÿ

âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï àëãîðèòìà R âêëþ÷àåò èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ïðîâåðêè

è êîððåêòèðîâêè äëÿ êàæäîé ïàðû çàäàíèé çíà÷åíèé ai è di â ñîîòâåòñòâèè ñ

âûðàæåíèÿìè (25), (26), êîòîðûé îñóùåñòâëÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ðåçóëüòàòå

ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé íå ìîæåò áûòü ñêîððåêòèðîâàíî íè îäíî èç äîïóñòè-

ìûõ âðåìåí íà÷àëà èëè çàâåðøåíèÿ êàêîãî-ëèáî èç çàäàíèé.

3.4. Àëãîðèòì Ñ — ïîñòðîåíèå äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé â óñëîâèÿõ îãðà-
íè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè è ñðîêè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Àëãîðèòì Ñ

ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìîì R ñòðîÿòñÿ ïîäìíîæåñòâà

ïðåäøåñòâåííèêîâ
~

( )� i è ïîñëåäîâàòåëåé
~

( )Q i äëÿ êàæäîãî èç çàäàíèé, à òàêæå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ Z1 è Z2 , íà îñíîâå êîòîðûõ ïåðåñ÷è-

òûâàþòñÿ â ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ai è di , i n�1, ..., . Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìîì D

îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì îãðàíè÷åíèÿì

ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è.

Åñëè àëãîðèòì D çàâåðøàåò ðàáîòó ñîîáùåíèåì î íåñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷å-

íèé çàäà÷è, òî ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (30), (31) âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû íåâÿçîê

äëÿ êàæäîãî èç çàäàíèé, à òàêæå ïî ôîðìóëàì (32) — ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, íà êîòîðîå äîëæíà áûòü óâåëè÷åíà íèæíÿÿ ãðàíèöà äëè-

íû ðàñïèñàíèÿ. Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ îäèí èç ñëåäóþùèõ

ôàêòîâ:

à) ëèáî ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñðîêè íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ çàäàíèé

óñòàíîâëåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê èõ âûïîëíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìûì;

á) ëèáî ïðè äàííîé î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé äèðåêòèâíûé ñðîê çà-

âåðøåíèÿ íåêîòîðîãî çàäàíèÿ äîëæåí áûòü óâåëè÷åí íà ðàññ÷èòàííîå êîëè÷åñò-

âî âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ.

4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

4.1. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ìîãóò áûòü ñêîíñòðóèðîâàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèò-

ìû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (1)–(4). Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàíû êà÷åñò-

âåííî íîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ õîðîøî èçó÷åííîé â ëèòåðàòóðå è ðàññìàòðèâàå-
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ìîé â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýòîé ïðîáëåìû çàäà÷è (2)–(4), â êîòîðîé íå

ó÷èòûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà äèðåêòèâíûå ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé è íà ÷àñ-

òè÷íûå ïîðÿäêè ðàñïîëîæåíèÿ çàäàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ âûïîëíåíèÿ.

Âû÷èñëèì ãðóáîå çíà÷åíèå íèæíåé ãðàíèöû äëèíû ðàñïèñàíèÿ 	 0 ( )F ïî

ôîðìóëå (28) è çàòåì çíà÷åíèÿ Di
0 , i n�1, ..., , ïî ôîðìóëàì (29). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

áîëåå òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöû 	1 ( )F ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòì Â. Êàê è

Schrage-algorithms [3, 4], äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé di è ðàçðå-

øåíèåì ïðåðûâàíèé âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåò äèíàìè÷åñ-

êèå ðåøàþùèå ïðàâèë âèäà: ãîòîâûå ê âûïîëíåíèþ çàäàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ïî-

ðÿäêå óïîðÿäî÷åíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ ãðàíè÷íûõ ñðîêîâ çàâåðøåíèÿ (íàçîâåì åãî

àëãîðèòì S ). Àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ â [3] çà O n n( )log âû-

÷èñëåíèé, è â [4] — çà [O n( )2 ].

4.2. Ïóñòü ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ñðîêè íà÷àëà è

çàâåðøåíèÿ çàäàíèé àëãîðèòìîì Ñ ïîñòðîåíî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå çàäà-

÷è (1)–(3).

Ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñíèçó. Íà îñíîâå ðàññ÷èòàííîé ïî ôîðìóëå (28) äëÿ âû-

÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ai è di , i n�1, ..., , íèæíåé ãðàíèöû 	 0 ( )F êîððåêòèðóþòñÿ

çíà÷åíèÿ äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ çàäàíèé Di
0 ,

i n�1, ..., , â ñòîðîíó èõ óìåíüøåíèÿ. Âòîðîé èòåðàöèåé àëãîðèòìà R êîððåêòèðó-

þòñÿ ãðàíè÷íûå ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé di . Â ýòèõ íîâûõ óñëîâèÿõ ðåøàåòñÿ

çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ àëãîðèòìîì D. Åñëè òàêîå ðåøåíèå áó-

äåò ïîëó÷åíî, òî îíî áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è (1)–(4).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëå (32) âû÷èñëÿåòñÿ òà ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà, íà

êîòîðóþ äîëæíî áûòü óâåëè÷åíî çíà÷åíèå 	 w F( ) ïî îòíîøåíèþ ê 	 w F�1 ( ) ,

w W�1 2, , .., , ÷òîáû óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ìîãëè ñòàòü ñîâìåñòíûìè,

è âíîâü âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ

D d F gi
w

i
w

i� �min [ , ( ) ]	 , i n�1, ..., . (43)

Ýòè çíà÷åíèÿ âíîâü êîððåêòèðóþòñÿ, âûïîëíÿÿ ï. 5 âòîðîé èòåðàöèè àëãîðèò-

ìà R, çàòåì ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì D. Ïåðâîå ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì

D äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(3) ñ äàííûìè çíà÷åíèÿìè Di
w è ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è. Åñëè ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1)–(3) àëãî-

ðèòìîì D íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, òî íå ñóùåñòâóåò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è

çàäà÷è (1)–(4). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåìûìè àëãîðèòìàìè ãàðàíòèðîâà-

íî ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(4).

4.3. Åñëè îãðàíè÷åíèÿ di íà ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé îòñóòñòâóþò è íåîá-

õîäèìî ó÷èòûâàòü òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ íà ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè è âðåìåíà íà÷àëà

âûïîëíåíèÿ çàäàíèé, òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøàåòñÿ â òàêîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè:

1) âûïîëíèâ ïåðâóþ èòåðàöèþ àëãîðèòìà R, âû÷èñëÿåì ñêîððåêòèðîâàííûå

äîïóñòèìûå ñðîêè íà÷àëà çàäàíèé ai , i n�1, ..., ;

2) àëãîðèòìîì S âû÷èñëÿåì íèæíþþ ãðàíèöó çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ â îïòè-

ìàëüíîì ðåøåíèè 	 w F( ) , ãäå w � 0 , âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ D F gi
w w

i� �	 ( ) ,

i n�1, ..., ;

3) âûïîëíèâ âòîðóþ èòåðàöèþ àëãîðèòìà R, âû÷èñëÿåì ñêîððåêòèðîâàííûå

äîïóñòèìûå ñðîêè çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé di , i n�1, ..., , ïðèíèìàÿ â êà-

÷åñòâå di çíà÷åíèÿ Di
w;
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4) äëÿ âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ai è Di
w ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå ñèñòåìû íåðà-

âåíñòâ (6), åñëè îíà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî âû÷èñëÿåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íåâÿçêè

�w

p n
i i i

l

p

id a t t
p p l p

� � �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�

� � �

�

�max ; max ,
1

0

1

1

0 �

�

�
�

�

�

�
�

 

!
"
"

#

$
%
%

�
�
&

�&

�
�
&

�&
. (44)

(Êîððåêòèðóåì çíà÷åíèÿ 	 	w w wF F� � �1 ( ) ( ) � , óâåëè÷èâàåì w íà åäèíèöó

è âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 3, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ï. 5 âòîðîé èòåðàöèè àëãî-

ðèòìà R, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãîðèòìîì D ðåøàåòñÿ çàäà÷à â íîâûõ óñëîâèÿõ.)

5) åñëè ïîëó÷åíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è, òî ïîñòðîåííîå ðàñïèñàíèå

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, è àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ íåâÿçêà ñðåäè âñåõ ðàññìîòðåííûõ àëüòåðíàòèâ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ (30), (31). Êîððåêòèðóåòñÿ çíà÷åíèå ñîãëàñíî (32), óâåëè÷èâàåì w íà åäè-

íèöó è âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 3, ïðîèçâîäÿ â íåì âî âòîðîé èòåðàöèè àëãîðèòìà R

òîëüêî âû÷èñëåíèÿ ï. 5.

5. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ

Ïðèìåð 1. Óñëîâèÿ ïðèìåðà 1 ñâåäåíû â òàáë. 1.

Îãðàíè÷åíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ çàäàíèé ïðåäñòàâëåíû ãðà-

ôîì íà ðèñ. 1.

Íà ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà R ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ôîðìóë (27) äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ai — Z { }1 2 3 7 1 4 5 6 8 9 10� , , , , , , , , , , à òàêæå

îïðåäåëåíû ïîäìíîæåñòâà çàäàíèé
~

( )
~

( )
~

( )� � �2 3 7� � ��,
~

( )� 1 2� { },
~

( )� 4 3� { },
~

( )� 5 2� { },
~

( )� 6 3� { },
~

( ) ,� 8 1 2� { },
~

( ) , , ,� 9 1 2 3 6� { },
~

( ) ,� 10 2 5� { }. Â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè Z1 ïî ôîðìóëàì (27) âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ai , êîòîðûå ñâåäåíû â òàáë. 2.

Íà âòîðîé èòåðàöèè àëãîðèòìà R ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ

ôîðìóë (27) äëÿ âû÷èñëåíèÿ di — Z { }2 4 7 8 9 10 1 5 6 3 2� , , , , , , , , , , ïîäìíîæåñòâà

çàäàíèé
~

( )
~

( )
~

( )
~

( )
~

( )Q Q Q Q Q4 7 8 9 10� � � � ��,
~

( ) ,Q 1 8 9� { },
~

( )Q 5 10� { },
~

( )Q 6 9� { },
~

( ) , ,Q 3 4 6 9� { },
~

( ) , , ,Q 2 1 5 8 9� { }. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z 2 ïî ôîð-

ìóëàì (27) âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ di , êîòîðûå òàêæå ñâåäåíû â òàáë. 2.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 1 77

Ò à á ë è ö à 1

Çíà÷åíèÿ
Èñõîäíûå äàííûå äëÿ çàäàíèé i � 1 10, ,�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ai 0 0 2 3 5 7 7 10 12 17

ti 4 2 3 4 2 5 3 2 4 3

di 21 17 14 25 36 16 35 18 22 30

gi 1 9 15 4 3 6 20 5 2 12

1

2

0

3

4 6

9

5

108 9

Ðèñ. 1. Ãðàô ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ



Äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïðèìåðà 1 àëãîðèòìîì D (ðàñïèñàíèå 1) ïîëó÷åíî â ðå-

çóëüòàòå ðàçâèòèÿ ïåðâîé àëüòåðíàòèâû è ïðèâåäåíî âî âòîðîì è ïÿòîì ñòîëáöàõ

òàáë. 3. Â òðåòüåì è øåñòîì ñòîëáöàõ òàáë. 3 ïðèâåäåíî ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ

Schrage-algorithms îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà di è

äîïóñêàþùåå ðàçðûâû â âûïîëíåíèè çàäàíèé (ðàñïèñàíèå 2), íà îñíîâå êîòîðîãî

îïðåäåëåíà íèæíÿÿ ãðàíèöà ðåøåíèÿ 	 0 33( )F � .

Íà îñíîâå âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ 	 0 ( )F ïåðåñ÷èòàíû çíà÷åíèÿ Di
0 è âòî-

ðîé èòåðàöèåé àëãîðèòìà R âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ di
0 . Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ àë-

ãîðèòìà D óæå â ïðîöåññå ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (6) áûëà

óñòàíàâëåíà íåñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, âû÷èñëåíà ìàêñèìàëüíàÿ íå-

âÿçêà �w, íà âåëè÷èíó êîòîðîé ñêîððåêòèðîâàíû çíà÷åíèÿ 	 w F( ) è di
w. Ðåçóëüòà-

òû ýòèõ âû÷èñëåíèé ñâåäåíû â òàáë. 4.

Äëÿ çíà÷åíèé d Fi [ ( ) ]	 7 52� , ïðèâåäåííûõ â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáë. 4, àëãî-

ðèòìîì ïîëó÷åíî äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå (ðàñïèñàíèå 1), êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîâ-

ïàäàåò ñ ðàñïèñàíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 è ïðèâåäåííîì âî âòîðîì è ïÿòîì ñòîëá-

öàõ òàáë. 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ðàñïèñàíèå, ïðåäóñìàòðèâàþùåå ñëåäóþùèé ïî-

ðÿäîê âûïîëíåíèÿ çàäàíèé —
~

{ , , , , , , , , , }W � 2 3 1 6 8 9 4 5 10 7 — ñî ñðîêàìè íà÷àëà è

çàâåðøåíèÿ èõ âûïîëíåíèÿ, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 3, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Ò à á ë è ö à 2

Çíà÷åíèÿ
Âû÷èñëåííûå àëãîðèòìîì R çíà÷åíèÿ ai è di äëÿ çàäàíèé i � 1 10, ,�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ai 2 0 2 5 5 7 7 10 12 17

di 14 12 14 25 28 16 35 18 21 30

Ò à á ë è ö à 3

Íîìåð
âðåìåííîãî
èíòåðâàëà

Íîìåð çàäàíèÿ Íîìåð
âðåìåííîãî
èíòåðâàëà

Íîìåð çàäàíèÿ

(ðàñïèñàíèå 1) (ðàñïèñàíèå 2) (ðàñïèñàíèå 1) (ðàñïèñàíèå 2)

0 2 2 16 9 8

1 2 2 17 9 10

2 3 3 18 9 10

3 3 3 19 9 10

4 3 3 20 4 4

5 1 4 21 4 4

6 1 4 22 4 5

7 1 7 23 4 5

8 1 7 24 5 9

9 6 7 25 5 9

10 6 6 26 10 9

11 6 6 27 10 9

12 6 6 28 10 1

13 6 6 29 7 1

14 8 6 30 7 1

15 8 8 31 7 1



Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷:

ðàñïèñàíèå 3, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé

è ïîðÿäêè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé (	 w F( ) � 33); ðàñïèñàíèå 4, â êîòîðîì ó÷òåíû òîëü-

êî îãðàíè÷åíèÿ íà ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé è ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ëþáîé ïîðÿ-

äîê èõ âûïîëíåíèÿ (	 w F( ) � 46); ðàñïèñàíèå 5, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ

íà di , íî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ çàäàíèé îïðåäåëåí ãðàôîì, ïðåäñòàâëåí-

íîì íà ðèñ. 1 (	 w F( ) � 34).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è 3 àëãîðèòìà D ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå

ðàçâèòèÿ ïåðâîé àëüòåðíàòèâû. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ 4, 5 ïîñëå ïåðåñ÷åòà âî

âòîðîé èòåðàöèè àëãîðèòìà R çíà÷åíèé d Fi
w[ ( )]	 âåëè÷èíû íåâÿçîê îïðåäåëÿ-

ëèñü â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (6), è â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ýòîé

ñèñòåìû íåðàâåíñòâ òàêæå â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ òîëüêî ïåðâîé àëüòåðíàòèâû

ñðàçó íàõîäèëèñü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ.
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Ò à á ë è ö à 4

Çíà÷åíèÿ
d Fi

w[ ( )]	

Ïåðåñ÷èòàííûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ çàâåðøåíèÿ çàäàíèé
i � 1 10, ,� äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé d Fi

w[ ( )]	 Âåëè÷èíà
íåâÿçêè �w

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d Fi[ ( ) ]	0 33� 14 12 14 25 28 16 13 18 21 21 5

d Fi[ ( ) ]	1 37� 14 12 14 25 28 16 17 18 21 25 5

d Fi[ ( ) ]	2 42� 14 12 14 25 28 16 22 18 21 30 2

d Fi[ ( ) ]	3 44� 14 12 14 25 28 16 24 18 21 30 2

d Fi[ ( ) ]	4 46� 14 12 14 25 28 16 26 18 21 30 2

d Fi[ ( ) ]	5 48� 14 12 14 25 28 16 28 18 21 30 2

d Fi[ ( ) ]	6 50� 14 12 14 25 28 16 30 18 21 30 2

d Fi[ ( ) ]	7 52� 14 12 14 25 28 16 32 18 21 30 —

Ò à á ë è ö à 5

Íîìåð
âðåìåííîãî
èíòåðâàëà

Íîìåð çàäàíèÿ
Íîìåð

âðåìåííîãî
èíòåðâàëà

Íîìåð çàäàíèÿ

(ðàñïèñà-

íèå 3)

(ðàñïèñà-

íèå 4)
ðàñïèñà-

íèå 5)
(ðàñïèñà-

íèå 3)
(ðàñïèñà-

íèå 4)
ðàñïèñà-

íèå 5)

0 2 2 2 16 6 9 6

1 2 2 2 17 10 9 6

2 3 3 3 18 10 9 6

3 3 3 3 19 10 9 10

4 3 3 3 20 8 4 10

5 4 1 5 21 8 4 10

6 4 1 5 22 5 4 8

7 4 1 7 23 5 4 8

8 4 1 7 24 9 7 4

9 7 6 7 25 9 7 4

10 7 6 1 26 9 7 4

11 7 6 1 27 9 10 4

12 6 6 1 28 1 10 9

13 6 6 1 29 1 10 9

14 6 8 6 30 1 5 9

15 6 8 6 31 1 5 9



Ïðèìåð 2. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ çàäàíèé.

Îãðàíè÷åíèÿ íà î÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2, à çíà÷åíèÿ ai , ti , gi

ïðèâåäåíû â òàáë. 6. Îãðàíè÷åíèÿ íà ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé di îòñóòñòâóþò.

Ðàññ÷èòàííûå ïåðâîé èòåðàöèåé àëãîðèòìà R çíà÷åíèÿ ai ñâåäåíû â ïåðâîé

ñòðîêå òàáë. 7. Ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ Schrage-algorithms ðàñïèñàíèå ñ ðàçðûâà-

ìè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé (ðàñïèñàíèå 6), îïðåäåëÿþùåå íèæíþþ ãðàíèöó îïòè-

ìàëüíîãî ðåøåíèÿ 	 0 47( )F � , ïðèâåäåíî âî âòîðîì, ïÿòîì è âîñüìîì ñòîëáöàõ

òàáë. 8. Íà îñíîâå ðàññ÷èòàííîé íèæíåé ãðàíèöû âòîðîé èòåðàöèåé àëãîðèòìà R

âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ d Fi [ ( ) ]	 0 47� , êîòîðûå ïðèâåäåíû â òðåòüåé ñòðîêå

òàáë. 7. Íà îñíîâå âû÷èñëåííîé â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (6)

íåâÿçêè, ðàâíîé 2, ñêîððåêòèðîâàíû çíà÷åíèÿ 	1 49( )F � è d Fi [ ( ) ]	1 49� , ïðè-

âåäåííûå â ÷åòâåðòîé ñòðîêå òàáë. 7. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå äëÿ íîâîé ñèñòåìû

îãðàíè÷åíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ïðèìåðà 2 (ðàñïèñà-

íèå 7), ïîëó÷åíî àëãîðèòìîì D â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïåðâîé àëüòåðíàòèâû è ïðè-

âåäåíî â òðåòüåì, øåñòîì è äåâÿòîì ñòîëáöàõ òàáë. 8.
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Ò à á ë è ö à 7

Çíà÷åíèÿ
Âû÷èñëåííûå àëãîðèòìîì R çíà÷åíèÿ �ai,

�di äëÿ çàäàíèé i � 1 15, ,�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

�ai 0 10 4 8 8 14 8 10 10 12 14 16 18 20 20

�di 40 46 37 45 32 43 44 39 35 33 44 42 41 27 37

d Fi[ ( ) ]	0 47� 36 26 37 41 32 43 25 39 35 33 44 42 41 27 37

� [ ( ) ]d Fi 	1 49� 38 28 39 43 34 45 27 41 37 35 46 44 43 29 39

Ò à á ë è ö à 6

Çíà÷åíèÿ
Èñõîäíûå äàííûå äëÿ çàäàíèé i � 1 15, ,�

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

ai 0 2 4 4 6 6 8 9 9 12 14 16 18 20 20

ti 3 2 4 2 5 1 2 3 4 2 3 2 4 5 3

gi 7 1 10 2 15 4 3 8 12 14 3 5 6 20 10

0

7 1

2 3

55

12

2

11 14

89

6 11

Ðèñ. 2. Ãðàô ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ ïðèìåðà 2



Â ðàñïèñàíèÿõ 1–7 æèðíûìè øðèôòîì âûäåëåíû íîìåðà çàäàíèé, îïðåäåëÿ-

þùèõ çíà÷åíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè çàäà÷è.

Íà îñíîâå îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ àâòîðîì ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå

îáåñïå÷åíèå, îðèåíòèðîâàííîå íà ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñà-

íèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Êàê ïðàâèëî, â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû îãðàíè-

÷åíèé ñóùåñòâóåò íå îäíî, à öåëîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ è îïòèìàëüíûõ ðåøå-

íèé. Êàê ïîêàçàëè ïðîâåäåííûå íàìè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, îäíî èç

ýòèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå

âíåøíèõ èòåðàöèé è â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé

âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íà îäíîé ìàøèíå â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé íà ÷àñòè÷íûå

ïîðÿäêè è ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé. Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ ïîñòðîåíû àëãî-

ðèòìû îòñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé, íå ñîäåðæàùèõ äîïóñòèìûõ ïëàíîâ

è óòî÷íåíû îöåíêè íèæíåé ãðàíèöû äëèíû ðàñïèñàíèÿ. Ïðåäëîæåííûå àëãî-

ðèòìû ïîçâîëÿþò â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ óæå íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ

óñòàíîâèòü ôàêò íåñîâìåñòíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé è ïåðå÷åíü

çàäàíèé, âðåìåííîé äèàïàçîí âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ äîëæåí áûòü ðàñøèðåí.

Ðàçðàáîòàíû íîâûå, íå ðàññìàòðèâàåìûå â ëèòåðàòóðå òî÷íûå è ïðèáëèæåí-

íûå ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è, êîòîðûå îñóùå-

ñòâëÿþò ïðèáëèæåíèå ê îïòèìàëüíîìó ðàñïèñàíèþ ñíèçó.

Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íà îäíîé ìàøèíå áåç îãðàíè÷åíèé

íà ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè è ñðîêè çàâåðøåíèÿ çàäàíèé. Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû âû-

÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷, áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå âû-

÷èñëåíèé íà êàæäîé èòåðàöèè è íåáîëüøîìó êîëè÷åñòâó òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà
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Ò à á ë è ö à 8

Íîìåð
âðåìåííîãî
èíòåðâàëà

Íîìåð çàäàíèÿ
Íîìåð

âðåìåííîãî
èíòåðâàëà

Íîìåð çàäàíèÿ
Íîìåð

âðåìåííîãî
èíòåðâàë

Íîìåð çàäàíèÿ

(ðàñïè-
ñàíèå 6)

(ðàñïè-
ñàíèå 7)

(ðàñïè-
ñàíèå 6)

(ðàñïè-
ñàíèå 7)

(ðàñïè-
ñàíèå 6)

ðàñïè-
ñàíèå 7)

0 1 1 16 9 2 32 13 9

1 1 1 17 9 10 33 13 9

2 1 1 18 9 10 34 12 4

3 — — 19 8 8 35 12 4

4 3 3 20 14 8 36 7 13

5 3 3 21 14 8 37 7 13

6 3 3 22 14 14 38 6 13

7 3 3 23 14 14 39 11 13

8 5 5 24 14 14 40 11 12

9 5 5 25 15 14 41 11 12

10 5 5 26 15 14 42 4 6

11 5 5 27 15 15 43 4 11

12 5 5 28 8 15 44 2 11

13 10 7 29 8 15 45 2 11

14 10 7 30 13 9

15 9 2 31 13 9



èòåðàöèé, îáúåì âû÷èñëåíèé â ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìàõ òàêîãî æå ïîðÿäêà, êàê

è â àëãîðèòìàõ J. Carlier [5]. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ðåêîìåíäîâà-

íû êàê äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðåäóñìàòðèâàþùèõ âûøå îïèñàííóþ

ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó ïðîáëåìû, òàê è â àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ îáùåé

job-shop-problem [12, 13].
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