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Î ÄÂÓÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒßÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÄÅÄÅÊÈÍÄÎÂÎ ÊÎËÜÖÎ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåäåêèíäîâû êîëüöà, îòîáðàæåíèÿ â ïîëíûå ñèñòåìû âû÷åòîâ,

îáðàòèìûå ìàòðèöû íàä êîíå÷íûìè êîëüöàìè, êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàìåòèëàñü óñòîé÷èâàÿ òåíäåíöèÿ ïðèìåíåíèÿ àëãåáðàè-

÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êðèïòîãðàôèè [1], íàïðèìåð èñ-

ïîëüçîâàíèå âû÷èñëåíèé, îñóùåñòâëÿåìûõ â êîíå÷íûõ êîëüöàõ, ïðè ïîñòðîåíèè

ñîâðåìåííûõ ñòàíäàðòîâ øèôðîâàíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíà ðàçðàáîòêà êîìáèíà-

òîðíûõ ñõåì [2], ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà îáúåêòîâ, ïîñòðîåííûõ ñ

ïîìîùüþ òåîðèè êîëåö. ßñíî, ÷òî ëþáóþ òàêóþ ñõåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèé àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî. Òà-

êîå ïðåäñòàâëåíèå äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü âíóòðåííèå ñâÿçè ìåæäó òåîðè-

åé êîëåö [3–5], êîìáèíàòîðíûì àíàëèçîì [2] è ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ èíôîðìàöèè, â ÷àñòíîñòè êðèïòîãðàôèè. Â êà÷åñòâå êîëüöà åñòåñòâåííî

âûáðàòü êîëüöî íàèáîëåå îáùåãî âèäà, â ðàìêè êîòîðîãî óêëàäûâàþòñÿ îñíîâ-

íûå òåîðåòèêî-÷èñëîâûå êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåìûå â ñîâðåìåííîé êðèïòîãðà-

ôèè. Ê òàêîìó òèïó êîëåö îòíîñèòñÿ äåäåêèíäîâî êîëüöî [3].

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû — èññëåäîâàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó äâóìÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòÿìè ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé àáñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà â äåäåêèíäîâî

êîëüöî, îïðåäåëåííûõ â òåðìèíàõ ïîëíîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ïîïàðíî âçàèìíî

ïðîñòûì ìîäóëÿì. Â ðàçä. 1 ââåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïîñòðîåíû èññëåäóåìûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé. Â ðàçä. 2 äîêàçàíî ðàâåíñòâî ìîùíîñòåé

ñòðóêòóð, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé.

Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ýòèõ ñòðóêòóð ñ òåîðåìîé Ëåíãà îá èçîìîðôèçìå ôàêòîð-êî-

ëåö [5] è êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ äëÿ äåäåêèíäîâûõ êîëåö. Ïîêàçàíà

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñòðóêòóð äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä

êîíå÷íûì ÷èñëîâûì êîëüöîì. Â ðàçä. 3 ïîñòðîåíà ëåíòî÷íàÿ ìîäåëü, ÿâëÿþùàÿ-

ñÿ èíòåðïðåòàöèåé èññëåäóåìûõ ñòðóêòóð â ñëó÷àå, êîãäà àáñòðàêòíîå ìíîæåñ-

òâî îäíîýëåìåíòíîå, à äåäåêèíäîâî êîëüöî — êîëüöî öåëûõ ÷èñåë. Ïîêàçàíî,

÷òî â òåðìèíàõ ýòîé ìîäåëè ìîæíî èññëåäîâàòü òåîðåòèêî-÷èñëîâûå

êîíñòðóêöèè, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Ýéëåðà è êèòàéñêîé òåîðåìû

îá îñòàòêàõ äëÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë. Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ðÿä âûâîäîâ.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Ïîä êîëüöîì áóäåì ïîíèìàòü äåäåêèíäîâî êîëüöî [3], ò.å. êîììóòàòèâíî-àññîöè-

àòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ñ åäèíèöåé � � � �( , , )K , â êîòîðîì êàæäûé

ñîáñòâåííûé èäåàë J (ò.å. J K�{ }, � , ãäå � — íóëü-èäåàë, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî

íóëÿ) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ èäåàëîâ. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè J K�{ }, � — èäåàë êîëüöà � , òî J p pn� ( ) ( )1 � ( )n�N , ãäå

p pn1, ,� — ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà � (ýëåìåíò p K� , íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëè-

òåëåì åäèíèöû, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ab ( , )a b K� äåëèòñÿ íà p òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà a èëè b äåëèòñÿ íà p). Ýëåìåíòû a b K, � , îòëè÷íûå îò íóëÿ

è íå ÿâëÿþùèåñÿ äåëèòåëÿìè åäèíèöû, íàçîâåì âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè

(( ), ( ))a b K� (ãäå ( )J ,J1 2 — íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü èäåàëîâ J1 è J2 , ò.å.

èäåàë, ïîðîæäåííûé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì îáúåäèíåíèåì èäåàëîâ J1 è J2

[4]). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî åñëè a b K, � — âçàèìíî ïðîñòûå ýëå-

ìåíòû è ax ( )x K� äåëèòñÿ íà b, òî x äåëèòñÿ íà b. Îáîçíà÷èì �( , )K J (J —

èäåàë êîëüöà �) ôàêòîð-ìíîæåñòâî K J/ , ðàññìàòðèâàåìîå êàê ðàçáèåíèå ìíî-

æåñòâà K. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà. Åñëè a è b — âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � ,

òî èñòèííî ðàâåíñòâî

� � �( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))K ab K a K b� � . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a b K, � — âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà � .

Ïîêàæåì, ÷òî èñòèííî íåðàâåíñòâî

� � �( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))K ab K a K b� � . (2)

Ïóñòü x y K ab	 ( ( , ( )))� . Òîãäà x y ab
 �( ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé

ýëåìåíò z K� , ÷òî x y abz
 � .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî x y K a	 ( ( , ( )))� è x y K b	 ( ( , ( )))� , ò.å. x y K a	 �( ( , ( ))�

��( , ( )))K b , ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Óñòàíîâèì, ÷òî èñòèííî íåðàâåíñòâî

� � �( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))K ab K a K b� � . (3)

Ïóñòü x y K a	 ( ( , ( )))� è x y K b	 ( ( , ( )))� . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû

u v K, � , ÷òî x y au
 � è x y bv
 � . Òàê êàê au äåëèòñÿ íà b, à a è b — âçàèìíî

ïðîñòûå ýëåìåíòû êîëüöà � , òî u äåëèòñÿ íà b. Ñëåäîâàòåëüíî, u bw� , ò.å.

x y abw
 � , îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî x y K ab	 ( ( , ( )))� .

Èç (2) è (3) âûòåêàåò (1).

Ëåììà äîêàçàíà.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé, èíäóêöèåé ïî ÷èñëó m�N íåñëîæíî äîêàçàòü

èñòèííîñòü ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè a am1, ,� ( )m�N — ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû

äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � , òî èñòèííî ðàâåíñòâî

� �K a K ai

i

m

i

i

m

, ( , ( ))
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�
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�

�
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1 1

. (4)

Çàôèêñèðîâàâ â êàæäîì áëîêå ðàçáèåíèÿ �( , ( ))K a ( )a K� ïî îäíîìó ýëå-

ìåíòó, ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ MOD( )a ïî ìîäóëþ a. Îáîçíà÷èì

b a� �mod ( , )a b K� òàêîé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò c a�MOD( ), ÷òî ýëåìåíòû b è

c ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå áëîêó ðàçáèåíèÿ �( , ( ))K a .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àáñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà S è ïðîèçâîëüíûõ ïîïàðíî âçà-

èìíî ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ a am1, ,� ( )m�N êîëüöà � îïðåäåëèì ñëåäóþùèå

ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé:

F S f f S aa ii
( ) | : ( )}� �{ MOD ( , , )i m�1 � ,

F S f f S ai

i

m

( ) | :� �
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MOD

1

.

Çàôèêñèðîâàâ ïîäìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé � ( ) ( )F S F Sa ai i
� ( , , )i m�1 � ,

ïîëîæèì
~

( ) ( )| � ( )F S f F S f F Sa a ai i i
� � �{ }mod ( , , )i m�1 � ,

ãäå îòîáðàæåíèå f aimod ( , , )i m�1 � îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f s f s aaimod mod( ) ( )� � � ( )s S� .

2. ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÌÅÆÄÓ � ( )F Sa
i

( , , )i m� 1 � È
~

( )F Sa
i

( , , )i m� 1 �

Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé

� ( )F Sai
( , , )i m�1 � è

~
( )F Sai

( , , )i m�1 � õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S è ïðîèçâîëüíûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-

ñòûõ ýëåìåíòîâ a am1, ,� ( )m�N äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � èñòèííî ðàâåíñòâî

� �

� �i

m

a
i

m

aF S F S
i i

1 1

� ( )
~

( )� . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (5) äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
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i
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ai1
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f F S� ( ), ÷òî f s( ) ( )s S� — ýëåìåíò � s i
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1

, ÿâëÿþùåìñÿ ïåðåñå÷åíèåì òàêèõ áëîêîâ

B Bm1, ,� , ñîîòâåòñòâåííî ðàçáèåíèé � �( , ( )), , ( , ( ))K a K am1 � , ÷òî ýëåìåíò

f s a
i i( ) ( )�MOD ( , , )i m�1 � ïðèíàäëåæèò áëîêó Bi . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 òàêîå

îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Ïîñêîëüêó f fa iimod � ( , , )i m�1 � , òî f F sai
�

~
( ) ( , , )i m�1 � . Çíà÷èò,

f F S
i

m
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1

~
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aF S F S
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� . À òàê êàê

( , , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f f f f f fm m m1

1 1

1

2 2

1

1 1
� � ��  �� �( , , )

( ) ( )
f f m1

2 2
�

äëÿ ëþáûõ ( , , ), ( , , ) � ( )
( ) ( ) ( ) ( )

f f f f F Sm m
i

m

ai1

1 1

1

2 2

1

� � � �
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, òî � — èíúåêöèÿ.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå � :
~

( ) � ( )�

i

m
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i

m

aF S F S
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� �
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1 1
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�( ) ( , , )f f fa am
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� f F S
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Òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó

f F S i m f F S i m f
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a ai i
� ! " � � ! " �
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1 1
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F S� !
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( ))f g F S
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1

. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò s S� , ÷òî

f s g s( ) ( )� . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû f s( ) è g s( ) ïðèíàäëåæàò ðàçíûì áëîêàì
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ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè

áëîêîâ ðàçáèåíèé � �( , ( )), , ( , ( ))K a K am1 � . Ïîýòîìó # � #

�

B B
i

m

i�

1

è ## � ##

�

B B
i

m

i�

1

,

ãäå # ##B Bi i, ( , , )i m�1 � — áëîêè ðàçáèåíèÿ �( , ( ))K ai .
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Ïîñêîëüêó # � ##B B , òî ñóùåñòâóåò òàêîå j m�{ }1, ,� , ÷òî # � ##B B
j j

. Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî f sajmod ( ) è g sajmod ( ) — ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

MOD( )a j , ò.å. f g
a a

j
jmod mod� .

Ñëåäîâàòåëüíî, � �( ) ( )f g� , ò.å. � — èíúåêöèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè � ( )F Sai
( , , )i m�1 � — êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, òî ðàâåíñòâî (5) åñòåñòâåí-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå

| � ( )|
~

( )F S F Sa

i

m

i

m

ai i

�

�


�

1
1

� .

(6)
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ðàâåíñòâ (5) è (6).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü a am1, ,� ( )m�N — ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû

äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � . Â [5, ñ. 83] óñòàíîâëåí èçîìîðôèçì ôàêòîð-êîëåö, ñïå-

öèàëüíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçì � �/ ( ) / ( )a ai

i

m

i

i

m

� �

 
$

1 1

.

Ïóñòü | |S �1. Òîãäà ìíîæåñòâî F Sai
( ) ( , , )i m�1 � ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ìíîæåñòâî MOD( )ai . Ïîëîæèâ � ( ) ( )F S F Sa ai i
� ( , , )i m�1 � , çàêëþ÷àåì, ÷òî

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî (5) óñòàíàâëèâàåò ðàâíîìîùíîñòü ôàê-

òîð-êîëåö � / ( )ai

i

m

�



1

è � / ( )ai

i

m

�



1

, à îòîáðàæåíèÿ � è � ��

1

, ïîñòðîåííûå

â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, — èçîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàêòîð-êîëåö.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü a am1, ,� ( )m�N — ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû

äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � , à | |S �1 . Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû

b bm1, ,� êîëüöà � , ïîëîæèì � ( )F S fa ii
� { } ( , , )i m�1 � , ãäå f s b ai i i( ) � � �mod .

Òîãäà ðàâåíñòâî (6) ïðèìåò âèä

�

i

m

aF S
i

�

�

1

1
~

( ) ,

ãäå f F S
i

m

ai
�

�

�

1

~
( ) — òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî f s( ) — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò

c ai

i

m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


MOD

1

, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ c b ai i� � �mod äëÿ âñåõ

i m�1, ,� .

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ñðàâíåíèé x b ai i	 ( ( ))mod

( , , )i m�1 � èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó

MOD ai

i

m

�



�

�

�

�

�

�

�

�

1

, ò.å. äîêàçàí âàðèàíò êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ äëÿ

äåäåêèíäîâûõ êîëåö.

Ïðèìåð 3. Â [6, 7] óñòàíîâëåíî, ÷òî îñíîâíûå íåòðèâèàëüíûå ïîäìíîæåñòâà

ëèíåéíûõ àâòîìàòîâ íàä êîëüöîì �n n� %( , , )Z � ( )n�N (ãäå a b% �

� �a b n( )mod , a b ab n� � ( )mod ) õàðàêòåðèçóþòñÿ â òåðìèíàõ îáðàòèìûõ ìàòðèö

íàä êîëüöîì �n . Ïî ýòîé ïðè÷èíå îöåíêè ìîùíîñòåé ýòèõ ïîäìíîæåñòâ àâòîìà-

òîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ â ÿâíîì âèäå ÷èñëî îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä êîëüöîì �n .

Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìó ïîäñ÷åòà ÷èñëà îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä êîëüöîì

�n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïóñòü M
l

p k
inv

( , ) (ãäå p — ïðîñòîå ÷èñëî, à k �N) — ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòè-

ìûõ l l� -ìàòðèö íàä êîëüöîì �
p

k . Íåïîñðåäñòâåííûé àíàëèç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñ-

òè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A p
l

�M
inv

( , )1 ïîêàçûâàåò, ÷òî | ( , )| ( )M
l

l i

i

l

p p p
inv

1 1
2

1

� 





�


.

Äàëåå, ëþáàÿ ìàòðèöà A p k
l

�M
inv

( , ) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðåä-
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ñòàâëåíà â âèäå A B C� % , ãäå B p
l

�M
inv

( , )1 , à C — l l� -ìàòðèöà, êàæäûé ýëå-

ìåíò êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà �
p

k . Ñëåäîâàòåëüíî,

| ( , )| | ( , )| ( )M M
l l

i

i

l

p k p k p
inv

� 





�


1

1

, ãäå M l p k( , ) — ìíîæåñòâî âñåõ l l� -ìàòðèö

íàä êîëüöîì �
p

k .

Òåïåðü ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M
l

n
inv

( ) âñåõ îáðàòèìûõ l l� -ìàòðèö íàä êîëü-

öîì Zn , ãäå n p p
k

m

km
�

1

1
� ( )m�N , à p pm1,� — ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå

÷èñëà, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü äåäåêèíäîâî êîëüöî � ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, à ìíîæåñ-

òâî S ñîäåðæèò l
2

ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé F S
p

i

ki
( ) ( , , )i m�1 �

ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ ìíîæåñòâîì ìàòðèö M l i ip k( , ). Âûáðàâ â êà÷åñòâå

ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé � ( )F S
p

i

ki
( , , )i m�1 � ìíîæåñòâî ìàòðèö M

l i ip k
inv

( , ), çà-

êëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
~

( )F S
p

i

ki
( , , )i m�1 � ñîñòîèò èç âñåõ

l l� -ìàòðèö íàä êîëüöîì �n , îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ íå ñðàâíèì ñ íóëåì ïî

mod pi . Ñëåäîâàòåëüíî, M
l

i

m

p
n F S

i

ki

inv
( )

~
( )�

�

�

1

. Ïðèìåíèâ ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷èì

M M
l l i i

i

m

j
i

i

l

j

m

n p k p
inv

( ) | ( , )| ( )�

�

�

�

�

�

�

�

�




�




��

 

1 11

1


.

3. ËÅÍÒÎ×ÍÀß ÌÎÄÅËÜ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äåäåêèíäîâî êîëüöî � ñîâïàäàåò ñ êîëüöîì öåëûõ

÷èñåë, S — îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, à a am1 1, , \� �N { } ( )m�N — ïîïàð-

íî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåì, ÷òî

MOD { }( ) , , ,a ai i� 
01 1� .

Âûáðàâ ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà b bm1, ,� òàêèå, ÷òî

b ai i� ( , , )i m�1 � è ïîëîæèâ | � ( )|F S ba ii
� ( , , )i m�1 � , ïîëó÷èì, ÷òî ðàâåí-

ñòâî (6) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

�

i

m

a i

i

m

F S b
i

�

�

�


1
1

~
( ) . (7)

Ðàâåíñòâî (7) èìååò ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ñëåäóþùåé

ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, èññëåäîâàííîé â [9], êîòîðóþ íàçîâåì ëåíòî÷íîé ìîäåëüþ.

Ïîä ëåíòîé áóäåì ïîíèìàòü îäíîñòîðîííþþ áåñêîíå÷íóþ âïðàâî ëåíòó,

ðàçáèòóþ íà êëåòêè, çàíóìåðîâàííûå íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëàìè. Ðàñ-

ïîëîæèâ m�1 ëåíò îäíó íàä äðóãîé, çàíóìåðóåì èõ ñâåðõó âíèç öåëûìè íåîòðè-

öàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ëåíòû ñ íîìåðàìè 1, ,� m, íàçîâåì ðàáî÷èìè ëåíòàìè,

à ëåíòó ñ íîìåðîì 0 — ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòîé. Ðàçìåòèì ëåíòû ìàðêåðîì â ñî-

îòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè.

Ïðàâèëî 1. Ñðåäè ïåðâûõ ai ( , , )i m�1 � êëåòîê ðàáî÷åé ëåíòû ñ íîìåðîì i

îòìåòèì ìàðêåðîì òå è òîëüêî òå bi êëåòîê, íîìåðà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ-

ìè îòîáðàæåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó � ( )F Sai
.

Ïðàâèëî 2. Íà ðàáî÷åé ëåíòå ñ íîìåðîì i ( , , )i m�1 � êëåòêà ñ íîìåðîì h

( )h ai� îòìå÷åíà ìàðêåðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàðêåðîì îòìå÷åíà êëåò-

êà ýòîé ëåíòû, íîìåð êîòîðîé ðàâåí h ai� �mod .

Ïðàâèëî 3. Íà ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòå êëåòêà ñ íîìåðîì j ( )j�
�

Z îòìå÷åíà

ìàðêåðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà êàæäîé ðàáî÷åé ëåíòå êëåòêà ñ íîìåðîì

j îòìå÷åíà ìàðêåðîì.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ïðàâèë 1–3 âûòåêàåò, ÷òî âñå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåòîê ëåíò

îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ïðàâèëîì 1, ò.å. âûáîðîì ìíîæåñòâ � ( )F Sai
( , , )i m�1 � .
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Ïóñòü Li ( , , , )i m� 0 1 � — íà÷àëüíûé îòðåçîê ëåíòû ñ íîìåðîì i, ñîñòîÿùèé

èç ïåðâûõ ar

r

m

�



1

êëåòîê. Íàçîâåì ëåíòî÷íîé ìîäåëüþ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ëåíò

( ; , , )L L Lm0 1 � . (8)

Â òåðìèíàõ ëåíòî÷íîé ìîäåëè ôîðìóëèðîâêà ðàâåíñòâà (7) èìååò ñëåäóþ-

ùèé âèä.

Òåîðåìà 2 (ëåíòî÷íàÿ òåîðåìà). Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë

a am1 1, , \� �N { } ( )m�N ïðè ëþáûõ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ

b bm1, ,� , ÷òî b ai i� ( , , )i m�1 � , ìàðêåðîì îòìå÷åíî â òî÷íîñòè br

r

m

�



1

êëåòîê

ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 .

Çàìå÷àíèå 2. Ëåíòî÷íàÿ ìîäåëü èññëåäîâàíà â [9] íåïîñðåäñòâåííî, áåç èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ââåäåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ôîð-

ìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïðèâåäåííîå â [9] äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-

ìû 2 â «ëîá» äîñòàòî÷íî äëèííîå, ãðîìîçäêîå è îñíîâàíî íà êîìáèíàöèè ìåòîäà

ðåøåòà è èíäóêöèè ïî ÷èñëó ðàáî÷èõ ëåíò.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ëåíòî÷íîé ìîäåëè.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü � — ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ò.å. �( )n ( )n�N — êîëè÷åñòâî ÷è-

ñåë, âçàèìíî-ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì n è ìåíüøèõ, ÷åì ÷èñëî n. Äîêàæåì ìóëüòèïëè-

êàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà: äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë k k1 2 1, \�N { }

èñòèííî ðàâåíñòâî

� � �( ) ( ) ( )k k k k1 2 1 2� .

Ïîëîæèâ m � 2 â (8), ïîñòðîèì ëåíòî÷íóþ ìîäåëü ( ; , )L L L0 1 2 , äëÿ êîòîðîé

a ki i� ( , )i �1 2 , à ìíîæåñòâî � ( )F Sai
ñîñòîèò èç âñåõ îòîáðàæåíèé f F Sai

� ( ), çíà-

÷åíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ÷èñëîì ai .

Äëÿ ýòîé ìîäåëè b ai i� �( ) ( , )i �1 2 , à ñðåäè ïåðâûõ ai ( , )i �1 2 êëåòîê ðàáî-

÷åé ëåíòû Li ìàðêåðîì îòìå÷åíû òå è òîëüêî òå bi êëåòîê, íîìåðà êîòîðûõ —

÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ ÷èñëîì ai .

×èñëà a1 è a2 âçàèìíî ïðîñòûå. Ïîýòîìó ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ ÷èñëîì a a1 2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a âçàèìíî ïðîñòîå ñ êàæäûì èç ÷èñåë a1 è a2 . Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî êëåòêà ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 îòìå÷åíà ìàðêåðîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà åå íîìåð — ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ÷èñëîì a a1 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñ-

ëî êëåòîê ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 , îòìå÷åííûõ ìàðêåðîì, ðàâíî �( )a a1 2 .

Ïðèìåíèâ ëåíòî÷íóþ òåîðåìó, ïîëó÷èì � �( ) ( )k k a a b b1 2 1 2 1 2� � �

� � �( ) ( )k k1 2 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü � — ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Äîêàæåì ôîðìóëó Ýéëåðà: åñëè

n p p
k

m

km
�

1

1
� ( \ )n�N { }1 — êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n, òî

�( ) ( )n n pi

i

m

� 





�


1

1

1

. (9)

×èñëà p p
k

m

km

1

1 , ,� ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå. Ïîñòðîèì ëåíòî÷íóþ ìîäåëü (8),

äëÿ êîòîðîé a pi i

ki
� ( , , )i m�1 � , à ìíîæåñòâî � ( )F Sai

( , , )i m�1 � ñîñòîèò èç âñåõ

îòîáðàæåíèé f F Sai
� ( ), çíà÷åíèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå

ñ ÷èñëîì ai .

Äëÿ ýòîé ìîäåëè b ai i� �( ) ( , , )i m�1 � , à ñðåäè ïåðâûõ ai ( , , )i m�1 � êëå-

òîê ðàáî÷åé ëåíòû Li ìàðêåðîì îòìå÷åíû òå è òîëüêî òå bi êëåòîê, íîìåðà êîòî-

ðûõ — ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ ÷èñëîì ai .

×èñëà a am1, ,� ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå. Ïîýòîìó ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòîå

ñ ÷èñëîì ai

i

m

�



1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âçàèìíî ïðîñòîå ñ êàæäûì èç ÷èñåë

a am1, ,� . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êëåòêà ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 îòìå÷åíà ìàð-
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êåðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå íîìåð âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëîì ai

i

m

�



1

. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ÷èñëî êëåòîê ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 , îòìå÷åííûõ ìàðêåðîì, ðàâíî � ai

i

m

�



�

�

�

�

�

�

�

�

1

.

Ïðèìåíèâ ëåíòî÷íóþ òåîðåìó, ïîëó÷èì

� � �( ) ( )n a b pi

i

m

i

i

n

i

k

i

n

i
�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

� � �

  

1 1 1

. (10)

Âîñïîëüçîâàâøèñü â (10) ðàâåíñòâàìè �( )p p p
i

k

i

k

i

ki i i
� 



1
( , , )i m�1 � , ïî-

ëó÷èì (9).

Ïðèìåð 6. Äîêàæåì ñëåäóþùèé âàðèàíò êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ:

åñëè k km1 1, , \� �N { } — ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë

c cm1, ,� �Z ñèñòåìà ñðàâíåíèé

x c ki i	 ( )mod ( , , )i m�1 � (11)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïî ìîäóëþ k i

i

m

�



1

.

Îáîçíà÷èì ri ( , , )i m�1 � îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà ci íà ÷èñëî k i . Çàìåíèì

ñèñòåìó ñðàâíåíèé (11) ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé ñðàâíåíèé

x r ki i	 ( )mod ( , , )i m�1 � . (12)

Ïîñòðîèì ëåíòî÷íóþ ìîäåëü (8), äëÿ êîòîðîé a ki i� ( , , )i m�1 � , à ìíîæåñ-

òâî � ( )F Sai
( , , )i m�1 � ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ f F Sai

� ( ), çíà÷å-

íèåì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî ri .

Äëÿ ýòîé ìîäåëè bi �1 ( , , )i m�1 � , à ñðåäè ïåðâûõ ai ( , , )i m�1 � êëåòîê ðà-

áî÷åé ëåíòû Li ìàðêåðîì îòìå÷åíà åäèíñòâåííàÿ êëåòêà, íîìåð êîòîðîé ðàâåí ri .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êëåòêà ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 , èìåþùàÿ íîìåð j

( , , , )j ai

i

m

� 


�


0 1 1

1

� , îòìå÷åíà ìàðêåðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî j ñðàâíèìî

ñ êàæäûì èç ÷èñåë ri ( , , )i m�1 � ïî ìîäóëþ ai . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî j —

ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé (12), ò.å. ÷èñëî j — ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé (11).

Ïðèìåíèâ ëåíòî÷íóþ òåîðåìó, ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû ñðàâ-

íåíèé (11) ïî ìîäóëþ k i

i

m

�



1

ðàâíî bi

i

m

i

m

� �

 
� �

1 1

1 1 .

Ïðèìåð 7. Â òåîðåìå 1 èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-

ñòûõ ýëåìåíòîâ a am1, ,� ( )m�N äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � . Ïîêàæåì, ÷òî òåîðå-

ìó 1 íåëüçÿ îáîáùèòü íà áåñêîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ýëåìåí-

òîâ ai ( )i�N , ò.å., ÷òî ëîæíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S è

ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ai ( )i�N ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ýëåìåí-

òîâ äåäåêèíäîâîãî êîëüöà � èñòèííî ðàâåíñòâî

� ( )
~

( )F S F Sa

i
i

ai i

�

&

�

&


�

1
1

� .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáîáùåíèÿ ëåíòî÷íîé ìîäåëè íà

áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëåíò, ò.å. äëÿ ìîäåëè

( ; , , , )L L Lm0 1 � � (13)

íå èìååò ìåñòà ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ëåíòî÷íîé òåîðåìû: äëÿ ëþáûõ ïîïàð-

íî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë ai ( )i�N ïðè ëþáûõ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ

÷èñëàõ bi ( )i�N , ÷òî b ai i� ( )i�N , ìàðêåðîì îòìå÷åíî â òî÷íîñòè br

r�

&



1

êëå-

òîê ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 .
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Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ îáîáùåííóþ ëåíòî÷íóþ ìîäåëü (13).

Çàôèêñèðóåì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ

÷èñåë ai ( )i�N , à ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé � ( )F Sai
( )i�N âûáåðåì òàê, ÷òî:

1) � ( )F Sa1
ñîñòîèò èç ëþáîãî îäíîãî îòîáðàæåíèÿ f F Sa�

1
( );

2) � ( )F Sai
( )i � 2 ñîñòîèò èç ëþáîãî îäíîãî òàêîãî îòîáðàæåíèÿ f F Sai

� ( ),

÷òî a f s ai i


� �1 ( ) .

Òîãäà bi �1 äëÿ âñåõ i�N è, ñëåäîâàòåëüíî, br

r�

&


�

1

1 .

Ïîêàæåì, ÷òî íè îäíà êëåòêà ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 íå îòìå÷åíà

ìàðêåðîì.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî ñóùåñòâóåò êëåòêà ðåçóëüòèðóþùåé ëåí-

òû L0 , îòìå÷åííàÿ ìàðêåðîì. Ïóñòü j ( )j�
�

Z — íîìåð ýòîé êëåòêè.

Òàê êàê ai ( )i�N — âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî i
0

, ÷òî a ji0
� . Êëåòêà ñ íîìåðîì j ðàáî÷åé ëåíòû Li0 1�

íå îòìå÷åíà ìàðêåðîì. Ïîýòîìó êëåòêà ñ íîìåðîì j ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0

òàêæå íå îòìå÷åíà ìàðêåðîì. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëîæíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò êëåòêà ðåçóëü-

òèðóþùåé ëåíòû L0 , îòìå÷åííàÿ ìàðêåðîì, ò.å. íè îäíà êëåòêà ðåçóëüòèðóþùåé

ëåíòû L0 íå îòìå÷åíà ìàðêåðîì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâà (5) è (6) äàþò âîçìîæíîñòü

ñ åäèíûõ ïîçèöèé èññëåäîâàòü çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé � ( )F Sai
,

~
( )F Sai

( , , )i m�1 � . Âîçìîæ-

íîñòü ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ ïðîèëëþñ-

òðèðîâàíà â ïðèìåðàõ 2, 3 è 6. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé � ( )F Sai
,

~
( )F Sai

( , , )i m�1 � , ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðèìåíÿå-

ìûå â êðèïòîãðàôèè êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû, îïðåäåëåííûå â òåðìèíàõ êî-

íå÷íûõ êîëåö, ïðåäñòàâëÿåò îäíî èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé.

Ëåíòî÷íàÿ ìîäåëü (9) äàåò âîçìîæíîñòü ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðåøåíèé ñèñòåìû

ñðàâíåíèé (ïðèìåð 6). Îäíàêî îíà íå äàåò âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòü ýòè ðåøåíèÿ. Òà-

êàÿ ñèòóàöèÿ îáóñëîâëåíà ïðàâèëîì ðàçìåòêè ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû L0 , êîòîðîå,

â ñâîþ î÷åðåäü, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� ( )F Sai

( , , )i m�1 � . Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïðàâèë ðàçìåòêè ðåçóëüòèðóþùåé ëåíòû

L0 íà ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ èñõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé

àáñòðàêòíîãî ìíîæåñòâà â äåäåêèíäîâû êîëüöà è àíàëèç ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýòèìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îòîáðàæåíèé — äðóãîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé.
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