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Î ÄÂÓÕ ÊÐÈÒÅÐÈßÕ ÏÐÈ ÌÍÎÃÎÊÐÀÒÍÎÌ ÂÛÁÎÐÅ ÐÅØÅÍÈÉ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ïðîáëåìà íåîïðåäåëåííîñòè,

multi-prior ìîäåëü.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (êîðîòêî çàäà÷è ðåøåíèé (ÇÐ))

â ñèñòåìå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåé ïàðó — òîãî, êòî ïðèíèìàåò

ðåøåíèå (ÒÏÐ), è ñèòóàöèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (ÑÏÐ) (ñì. [1]), âîçíèêàåò âîï-

ðîñ î êðèòåðèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó ÒÏÐ ðåàëèçóåò ïðîöåäóðó âûáîðà ýòîãî

ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ. Ýòîò âîïðîñ ïîðîæäàåò ïðîáëåìó íåîïðå-

äåëåííîñòè ïðîöåäóðû âûáîðà ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ïîäõîä ê ïðîáëåìå íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðàòíîãî

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â ôîðìå, ðàñøèðÿþùåé ìíîæåñòâî ñëó÷àé-

íûõ ïîñëåäñòâèé (òàê íàçûâàåìîé íåîáàéåñîâñêîé ôîðìå [2]), äî ñëó÷àéíûõ â

øèðîêîì ñìûñëå ïîñëåäñòâèé.

Çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîãäà ïîñëåäñòâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äåéñòâèåì (ðå-

øåíèåì) è ñîñòîÿíèåì ïðèðîäû (íåíàáëþäàåìûì ïàðàìåòðîì), áóäåì íàçûâàòü

ïàðàìåòðè÷åñêîé ÇÐ. Ôîðìàëèçóåì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñõåìîé ñèòóàöèè çàäà÷è ðåøåíèÿ (ÑÑÇÐ) íàçûâàåòñÿ óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ÷åòâåðêà âèäà ( , , , )X U g� , ãäå g äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíî-

æåñòâ X U, ,� ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ��U íà X .

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîñëåäñòâèé ñ àëãåáðîé

ïîäìíîæåñòâ � , �— ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íåíàáëþäàåìîãî ïàðàìåòðà ñ àëãåá-

ðîé ïîäìíîæåñòâ � , U — ìíîæåñòâîì ðåøåíèé, g — îòîáðàæåíèåì ïîñëåä-

ñòâèé ÑÑÇÐ ( , , , )X U g� . Êëàññ âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ÑÑÇÐ âèäà ( , , , )X U G�

áóäåì îáîçíà÷àòü �, � �( ) : {( , , , ) }X X� � � � � , � �( , ) : {( , , , ) }X X� �� � � � .

Ðàññìîòðèì êëàññ ÑÑÇÐ ñ çàäàííûìè îòíîøåíèÿìè ïðåäïî÷òåíèé íà

ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ ïîñëåäñòâèé. Òîãäà êàæäîé ïàðàìåòðè÷åñêîé
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ÑÑÇÐ ýòîãî êëàññà ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åííàÿ ÷åòâåðêà âèäà

� : (( , ), , , )� X U g� � , ãäå ( )� — ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà

ìíîæåñòâå ïîñëåäñòâèé ýòîé ÑÑÇÐ. Îáîçíà÷èì Z êëàññ âñåõ ÑÑÇÐ âèäà � ,

Z( )X : {(( , ), , , ) }� � � � � �X Z è Z Z(( , ), ): {(( , ), , , ) }X X� �� �� � � � .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîåêöèåé ÑÑÇÐ êëàññà Z íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå Ïð:

Z	� , ÷òî äëÿ ëþáîé ÑÑÇÐ (( , ) , , , )X U g� � � Z Ïp X U g((( , ), , , ))� � �

� ( , , , )X U g� .

Ïðîäîëæàÿ èçó÷åíèå íåîïðåäåëåííîñòè ïóòåì «ïåðåõîäà ÿâíûì îáðàçîì ê

ðàññìîòðåíèþ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà «èñïûòàíèé»... èíûìè ñëîâàìè çàäà÷è ïðèíÿ-

òèÿ «ìàññîâûõ» ðåøåíèé» [1, ñ. 42], ðàññìîòðèì ìíîãîêðàòíûé âûáîð ðåøåíèé

( ),u u n N
n1
 
 �� , â ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè ÇÐ, çàäàííîé ñâîåé ÑÑÇÐ

Z X U g X� �( , , , ) ( , )� �� . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ïîñëåäñòâèé

( )x x
n1
 
� â çàâèñèìîñòè îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé íåíàáëþäàåìîãî ïàðà-

ìåòðà ( )� �1
 
�

n
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì x g u

i i i
� ( , )� , i n�1, .

Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A ÷åðåç A
�

äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-

æåñòâî A
n

n�

�

1

�

.

Ïîä îñíîâíîé ÇÐ ïðè ìíîãîêðàòíîì âûáîðå, íàçûâàåìîé îñíîâíîé çàäà÷åé ìíî-

ãîêðàòíûõ ðåøåíèé (ÇÌÐ) â ñèòóàöèè çàäàííîé ÑÑÇÐ Z X U g X� �( , , , ) ( , )� �� , â

êëàññå ÑÑÇÐ � ( , )X � áóäåì ïîíèìàòü óñòàíîâêó ýòèì ÒÏÐ ïðåäïî÷òåíèé íà

ìíîæåñòâå X
�

(ïåðâàÿ îñíîâíàÿ ÇÌÐ) è íà ìíîæåñòâå U
�

(âòîðàÿ îñíîâíàÿ

ÇÌÐ) â ñèòóàöèè, çàäàííîé ÑÑÇÐ Z X U g� ( , , , )� .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïðàâèëîì âûáîðà ïðåäïî÷òåíèé (ÏÂÏ) äëÿ ÇÌÐ â � �� 

áóäåì íàçûâàòü ëþáîå îòîáðàæåíèå � � �� ( , )1 2 , îïðåäåëåííîå íà �� è ñîïî-

ñòàâëÿþùåå êàæäîé Z X U g� � �( , , , )� � íåêîòîðóþ ïàðó áèíàðíûõ îòíîøåíèé

�1Z
Z

X�
�

( , )� è � 2Z Z
X�
�

( , )
*

� , ò.å. �1 2
2

Z

X X
�

�
�

[ ]
( ) ( , )� �

, � 2Z
�

�
�

�
[ ]

( ) ( , )
2

2
U X� �

, à � � �
Z Z Z
� ( , )1 2 . Êëàññ âñåõ ÏÂÏ äëÿ ÇÌÐ â �� áóäåì

îáîçíà÷àòü �
�
�( )� .

Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñòàòèñòè÷åñêèì ïðåäïî÷òåíèåì íà ìíîæåñòâå A (ñì. [1])

áóäåì íàçûâàòü òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ( )� íà A
�

, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè.

Ñ1. Åñëè a b c� � äëÿ ëþáûõ a b c A, , �
�

, òî a c� .

Ñ2. Äëÿ ëþáûõ a b A, �
�

ëèáî a b� , ëèáî b a� .

Ñ3 . Åñëè a a a b b b
n n

� �( , , ), ( , , )1 1� � äëÿ ëþáûõ a b A, �
�

è

b a k n
k i

k

� � �( )1 , k n N, � , ãäå

1 2

1 2

...

...

n

i i i
n

�

�

�
�

�

�

åñòü íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà, òî a b~ (ãäå ( ~ ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ÷à-

ñòüþ ( )� , ò.å. (~) ( ) ( )� �
�

� �
1
).

Ñ4. Åñëè a b~ , a a a
k

� ( , , )1 � , b b b
l

� ( , , )1 � , c c c
m

� ( , , )1 � ,

d d d
r

� ( , , )1 � , k l m r N, , , � , äëÿ ëþáûõ a b c d A, , , ,�
�

òî ( , ..., , , ..., )ñ ñ a a
m k1 1 �

� ( , ..., , , ..., )d d b b
r l1 1 ðàâíîñèëüíî c d� .

Ñ5. Åñëè a b� (ãäå ( )� — àñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ( )� , ò.å. ( ) ( ) \ (~)� � � ),

a a a b b b
k l

� �( , , ), ( , , )1 1� � , c c c d d d
m r

� �( , , ), ( , , )1 1� � , k l m r N, , , � , äëÿ

ëþáûõ a b c d A, , , �
�

, òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n , äëÿ êîòîðîãî
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( , , , , , , , , , , , , )a a a a a a c c
k k k m1 1 1 1� � � � � �

���������������

n ðàç

�

( , , , , , , , , , , , , ).b b b b b b d d
l l l r1 1 1 1� � � � �

��������������

n ðàç

Ââåäåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a a a b b b
k l

� �( , , ), ( , , )1 1� � (ãäå k l N, � ), ïðè-

íàäëåæàùèõ A
�

, áèíàðíóþ îïåðàöèþ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì �:

a b a a b b A
k l

� � �
�def

( , , , , , )1 1� � .

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè � ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå a a a
n

� ( , , )1 � â âèäå

a a a n N
n

� � � �1 � , , èëè êîðî÷å

a a

i

n

i
� �
�1

.

Òîãäà åñòåñòâåííî òàêæå ââåñòè îïåðàöèþ � � 	
� �

: N A A òàê, ÷òî äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ n N� è a A�
�

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

n a� � a a

n

� �� .
�����

ðàç

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå íåîáàéåñîâñêèå ÇÐ [2], ðàñøèðèâ ìíîæåñòâî

ïîñëåäñòâèé X äî ìíîæåñòâà Y ñëó÷àéíûõ ïîñëåäñòâèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà Õ ñëåäóþùåãî âèäà:

Y y X x y x x X y x

x X y x

� 	 � � � �

� �

{( : [ , ]) : { : ( ) , } , ( )

: ( )

0 1 0

0

card � �1} . (1)

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ A, � è íåñòðîãîãî

ïîðÿäêà ( , )A � îòîáðàæåíèå f A�
�

íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî

( , )A � , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå a b A, � , ÷òî a f b� �( )� äëÿ âñåõ ��� .

Îïðåäåëåíèå 6. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ ( , )A � íåñòðîãîãî

ïîðÿäêà ( , )A � è àëãåáðû �
�

 2 îòîáðàæåíèå f A�
�

íàçûâàåòñÿ �-èçìåðèìûì

îòíîñèòåëüíî ( , )A � , åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a A� ìíîæåñòâà { : ( ) }� �f a� è

{ : ( ) }� �f a� ïðèíàäëåæàò � .

Îáîçíà÷èì L A0 ( , )� ìíîæåñòâî âñåõ � -èçìåðèìûõ êîíå÷íîçíà÷íûõ îòîáðà-

æåíèé íà ìíîæåñòâå � ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå A, ò.å. f L A� 0 ( , )� , åñëè card

{ ( )}f � � � è f a a A
�

� � �
1

( ) � .

Îïðåäåëåíèå 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ X , � è íåñòðîãîãî

ïîðÿäêà ( , )X � îòîáðàæåíèå f Y�
�

, ãäå Y îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (1), áóäåì íà-

çûâàòü îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî ( , )X � , åñëè îòîáðàæåíèÿ f f X, �
�

, çàäàí-

íûå íà � êàê

f x X f x( ) min{ :[ ( )]( ) }� � �� � � � �
def

0 � ,

f x X f x( ) max{ :[ ( )]( ) }� � �� � � � �
def

0 � ,

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îòíîñèòåëüíî ( , )X � .

Îïðåäåëåíèå 8. ÑÑÇÐ Z Y U g Y� �( , , , ) ( , )� �� , ãäå Y îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñ-

íî (1), áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëÿþùåé, åñëè

L Y g U g U Y0 ( , ) ( , ) [ ( , )]�
�

 � � � co . (2)

Îáîçíà÷èì L Y�( , )� ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åíûõ è �-èçìåðèìûõ îòíîñè-

òåëüíî íåñòðîãîãî ïîðÿäêà ( , )X � îòîáðàæåíèé íà ìíîæåñòâå � ñî çíà÷åíèÿìè

â ìíîæåñòâå Y .
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Îïðåäåëèì êëàññ ÏÂÏ â ÇÌÐ äëÿ � �� ( , ) ( , )Y Y� � , êîòîðûé áóäåì îáîçíà-

÷àòü � �0

�
�( ( , ))� Y , êàê ïîäêëàññ âñåõ òàêèõ ÏÂÏ �� �

�
� �( ( , ))� Y , ÷òî äëÿ ëþáîé

îïðåäåëÿþùåé ÑÑÇÐ Z Y U g Y� � �( , , , ) ( , )� �� âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Y1. Åñëè Z Y U g Y
i i i
� � �( , , , ) ( , )� �� , i �1 2, , òî:

a) ( , ) ( , ) :( , )Y Y Y
Z Z

� � �
1 2
� � íåâûðîæäåííîå, ò.å. íå äëÿ âñåõ y y Y1 2, �

âûïîëíÿåòñÿ y y1 2� ,

b) èç ( ) ( )
*

y y
Z1 21

� �� ñëåäóåò y y1 2� � �y y Y1 2, ,

c) èç u v U1 1 1, � , u v U2 2 2, � , g u g u1 1 2 2( , ) ( , )� �� , g v g v1 1 2 2( , ) ( , )� ��

� �� � , u v
Z1 11

�
*

ñëåäóåò u v
Z2 22

�
*

.

Y2. ( , )
*

U
Z

�
� — íåñòðîãèé ïîðÿäîê.

Y3. Åñëè u U
i
� , i �1 2, , y Y u u

Z
� �, , ( , )

*

1 2 0 1� � , òî

� � � �u y u y
Z1 21 1� � � �( ) ( )
*

� �� .

Y4. Åñëè u U
i
� , i �1 3, , u u u

Z Z1 2 3� �

* *
, òî íàéäóòñÿ òàêèå � �, ( , )� 0 1 , ÷òî

� � � �u u u u u
Z Z1 3 2 1 31 1� � � �( ) ( )
* *

� � .

Y5. Åñëè u v U, ,�
�

u u v v

i

k

i

j

l

j
� � � �
� �1 1

, è

� �
� �i

k

i
Z

j

l

j
g u g v

1 1

( , ) ( , )� �� äëÿ ëþáûõ k l N, ,� �� � , òî u v
Z

�
*

.

Y6. Åñëè u U y Y
i i
� �, , i �1 2, , òî

u u u u y y y y
Z Z1 2 2 1 1 2 2 1� � � �~ , ~
*

.

Y7. Åñëè u U y Y i
i i
� � �

� �
, , ,1 4 , òî èç u u

Z1 2~
*

ñëåäóåò, ÷òî

u u u u
Z3 1 4 2� ��
*

ðàâíîñèëüíî u u
Z3 4�
*

, à èç y y
Z1 2~
*

ñëåäóåò, ÷òî

y y y y
Z3 1 4 2� ��
*

ðàâíîñèëüíî y y
Z3 4�
*

.

Y8. Åñëè u U y Y i
i i
� � �

� �
, , ,1 4 , òî èç u u

Z1 2�
*

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òà-

êîå íàòóðàëüíîå n , äëÿ êîòîðîãî

( ) ( )
*

n u u n u u
Z

� � � �1 3 2 4� ,

à èç y y
Z1 2�
*

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n , äëÿ êîòîðîãî

( ) ( )
*

n y y n y y
Z

� � � �1 3 2 4� .

Y9. Åñëè u U i
i
� �, ,1 3 , òî èç

g u g u g u
Z

( , ) ( , ) ~ ( , )� � � �1 2 32� � � �� (3)

ñëåäóåò, ÷òî

2 3 1 2� �u u u
Z

�
*

. (4)

Âñå óñëîâèÿ Y1–Y8 äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííû è íå òðåáóþò ïîÿñíåíèé. ×òî

êàñàåòñÿ óñëîâèÿ Y9, òî îíî äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðåäïî÷òå-

íèå (4) îçíà÷àåò, ÷òî â ÇÌÐ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) ëó÷øå âûáèðàòü äâà

ðàçà äåéñòâèå u3 , ÷åì îäèí ðàç u1, à äðóãîé ðàç u2 (èëè íàîáîðîò). Ýòî îáóñëîâ-

ëåíî ñëåäóþùèì. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3) è óñëîâèé Y1, Y5, Y6, Y7 äëÿ

Z Y U g Y� � �( , , , ) ( , )� �� , u U
i
� , i �1 3, , èìååì äëÿ ëþáûõ � �1 2, ��
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[ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )] ~g u g u g u g u
Z

� � � �1 1 2 2 2 1 1 2� � �

~ [ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )] ~
Z Z

g u g u g u g u� � � �1 1 1 2 2 1 2 2� � �

~ ( , ) ( , ) ~ [ ( , ) ( , )] [ (
Z Z

g u g u g u g u g2 21 3 2 3 1 3 2 3 2� � � � �� � � � � , ) ( , )].u g u3 1 3� �

Îòñþäà ñîãëàñíî óñëîâèþ Y5 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ � �1 2, ��

[ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] ~
*

g u g u g u g u
Z

� � � �1 1 2 2 2 1 1 2� � � �� � �

~ [ ( , )] [ [( , )] [ ( , )] [ ( , )]
*

Z
g u g u g u g u� � � �1 3 2 3 2 3 1 3� � �� � � � . (5)

Îäíàêî ñîãëàñíî Y6

[ ( , )] [ ( , )] ~ [ ( , )] [ ( , )]
*

g u g u g u g u
Z

� � � �1 3 2 3 2 3 1 3� � � �� � ,

ò.å. äëÿ ëþáîé ïàðû çíà÷åíèé �1 è �2 ðåçóëüòàò îò ïðèìåíåíèÿ 2 3� u íå çà-

âèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ýòè çíà÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ, à åñëè ïðèìåíèòü u1 è

u2 , òî ïðè îäíîì ïîðÿäêå ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàò áóäåò õóæå, ÷åì ïðè ïðèìå-

íåíèè 2 3� u , åñëè ïðè îáðàòíîì ïîðÿäêå ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàò îêàçàëñÿ ëó÷øå,

÷åì ïðè ïðèìåíåíèè 2 3� u . À èìåííî áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëî-

æèâ, ÷òî g u g u g u g u
Z

( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �2 1 1 2 1 1 2 2� �� , ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

g u g u g u g u
Z

( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �1 3 2 3 1 1 2 2� �� . (6)

Ðåøèì ýòî ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî (6) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

g u g u g u g u
Z

( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � �1 1 2 2 1 3 2 3� �� .

Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷èì

g u g u g u g u g u g
Z

Z
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (� � � � � �2 1 1 2 1 1 2 2 1 3� � �� � 2 3, )u . (7)

Îäíàêî èç óñëîâèé Y6 è Y7 âûòåêàþò íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà,

êîòîðûå ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùèõ ëåìì.

Ëåììà 1. Åñëè Z Y U g Y� � �( , , , ) ( , )� �� , u U
i
�

�
, i �1 4, , è u u

Z1 2~
*

,

u u
Z3 4�
*

, òî u u u u
Z1 3 2 4� ��

*
.

Äîêàçàòåëüòâî ïðîâîäèì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü u u u u
Z2 4 1 3� ��
*

. Òîãäà

ñîãëàñíî óñëîâèÿì Y6, Y7 u u4 3� . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

Ëåììà 2. Åñëè Z Y U g Y� � �( , , , ) ( , )� �� , u U
i
�

�
, i �1 4, , è u u

Z1 2�

*
,

u u
Z3 4�
*

, òî u u u u
Z1 3 2 4� ��

*
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 è óñëîâèé Y6, Y7 ïîëó÷èì, ÷òî

u u u u u u
Z Z1 3 2 3 2 4� � ��

* *
� .

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåïåðü èç (7) ñîãëàñíî óñëîâèþ Y5 ïîëó÷èì

[ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )]
*

g u g u g u g u
Z

� � � �2 1 1 2 1 1 2 2� � � �� �� �
Z

*

�
Z

g u g u
*

[ ( , )] [ ( , )]� �1 3 2 3� �� .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2, áóäåì èìåòü

[ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )]
*

g u g u g u g u
Z

� � � �1 1 2 2 2 1 1 2� � � �� � � �

�

Z
g u g u g u g u

*
[ ( , )] [ ( , )] [ ( , )] [ ( , )]� � � �1 3 2 3 2 3 1 3� � � �� � � .
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Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (5), ÷òî äîêàçûâàåò

ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (6).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Y9 äëÿ ÇÌÐ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íóþ çàïèñü ïðà-

âèëà âûáîðà ðåøåíèÿ íà îñíîâå ìåíåå ïåðåñòðàõîâî÷íîé è áîëåå ñëàáîé ôîðìû

ïðèíöèïà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ïðèìåíèòåëüíî ê ÇÌÐ, ÷åì êðàéíå ïåññè-

ìèñòè÷åñêàÿ ôîðìà ýòîãî ïðèíöèïà, êîòîðóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè ìîæ-

íî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ëþáîå ïîñëåäñòâèå îäíîãî ðåøåíèÿ íå

õóæå êàêîãî-òî ïîñëåäñòâèÿ äðóãîãî ðåøåíèÿ, òî ïåðâîå ðåøåíèå íå õóæå âòîðî-

ãî. Ýòà íàèáîëåå ïåðåñòðàõîâî÷íàÿ ôîðìà ïðèíöèïà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòà-

òà ïîëîæåíà â îñíîâó èçâåñòíûõ ìàêñèìèííûõ êðèòåðèåâ âûáîðà ðåøåíèÿ (íà-

ïðèìåð, Âàëüäà è Ñýâèäæà — â èãðàõ ñ ïðèðîäîé, ôîí Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåð-

íà — â ìàòðè÷íûõ èãðàõ). Â òî æå âðåìÿ ìåíåå ïåññèìèñòè÷åñêóþ ôîðìó

ïðèíöèïà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ïàðàìåò-

ðè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ìîæíî îïèñàòü òàêèì îáðàçîì: åñëè èíôîðìàöèÿ îòíîñè-

òåëüíî âîçìîæíîñòè ïðèíÿòèÿ êàæäîãî èç äâóõ çíà÷åíèé íåíàáëþäàåìîãî ïàðà-

ìåòðà ñèììåòðè÷íà, à ïàðà ðåøåíèé èìååò îäèíàêîâûå ïîñëåäñòâèÿ äëÿ âñåõ çíà-

÷åíèé íåíàáëþäàåìîãî ïàðàìåòðà, çà èñêëþ÷åíèåì ýòèõ äâóõ, è ïðè îäíîì

ðåøåíèè èç ýòîé ïàðû ïîñëåäñòâèÿ äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé íåíàáëþäàåìîãî ïà-

ðàìåòðà ñîâïàäàþò è â ñîâîêóïíîñòè îáëàäàþò òàêèìè æå äîñòîèíñòâàìè, ÷òî è

ïàðà ïîñëåäñòâèé äðóãîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé íåíàáëþ-

äàåìîãî ïàðàìåòðà, òî ïåðâîå ðåøåíèå íå õóæå âòîðîãî. Ýòó ìåíåå ïåðåñòðàõîâî÷-

íóþ ôîðìó ïðèíöèïà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê

óñëîâèå íåïðèÿòèÿ ó÷àñòèÿ â àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãðàõ (antagonistic game aversion).

Ðàñøèðèì íåîáàéåñîâñêóþ ôîðìó ïàðàìåòðè÷åñêèõ ÇÐ, äîïîëíèâ ìíîæåñò-

âî ñëó÷àéíûõ ïîñëåäñòâèé Y äî ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ â øèðîêîì ñìûñëå ïî-

ñëåäñòâèé P X0 ( ) , ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ìíîæåñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåð-

íîñòåé, íàçûâàåìûõ ïðîñòûìè, íà ìíîæåñòâå ïîñëåäñòâèé X âèäà

P X P P X P Y0 ( ) : { ( ): , }� � � � Card P , (8)

ãäå Y — ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ ïîñëåäñòâèé, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (1).

Î÷åâèäíî, ÷òî Y P X 0 ( ) , à ÑÑÇÐ äëÿ ÇÐ â òàêîé ôîðìå èìåþò âèä

� ( ( )) ( ( ( )))P X P X0 0Z .

Ðàññìîòðèì ÇÌÐ â êëàññå ÑÑÇÐ � ( ( ), )P X0 � . Ïðè ýòîì ââåäåì íåêîòîðûå

ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ïîíÿòèÿìè è îáîçíà-

÷åíèÿìè, èñïîëüçóåìûìè â íåîáàéåñîâñêîé ôîðìå ÇÐ.

Îïðåäåëåíèå 9. ÑÑÇÐ Z P X U g P X� �( ( ), , , ) ( ( ), )0 0� �� , ãäå P X0 ( ) — ñå-

ìåéñòâî âñåõ ïðîñòûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé íà ìíîæåñòâå X , áóäåì

íàçûâàòü îïðåäåëÿþùåé, åñëè

L P X g U g U P X0 0 0( ( ), ) ( , ) [ ( , )] [ ( )]�
�

 � � � co . (9)

Îïðåäåëåíèå 10. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ X , � è íåñòðîãîãî

ïîðÿäêà ( , )X � îòîáðàæåíèå f P X�[ ( )]0

�
, ãäå P X0 ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (8),

áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî ( , )X � , åñëè îòîáðàæåíèÿ

f f X, �
�

, çàäàííûå íà � êàê

f x X p x

p f

( ): min{ : min ( ) }
( )

� �
�

� � � � �
�

0 � ,

f x X p x

p f

( ): max{ : max ( ) }
( )

� �
�

� � � � �
�

0 � ,

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îòíîñèòåëüíî ( , )X � .

Îáîçíà÷èì L P X�( ( ), )0 � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ è �-èçìåðèìûõ îò-

íîñèòåëüíî íåñòðîãîãî ïîðÿäêà ( , )X � îòîáðàæåíèé íà ìíîæåñòâå � ñî çíà÷åíè-

ÿìè â ìíîæåñòâå P X0 ( ) .
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Îïðåäåëèì êëàññ ÏÂÏ â ÇÌÐ äëÿ � �� ( ( ), ) ( ( ), )P X P X0 0� � , êîòîðûé áóäåì

îáîçíà÷àòü � �0 0

�
�( ( ( ), )� P X ), êàê ïîäêëàññå âñåõ òàêèõ ÏÂÏ �� �

�
� �( ( ( ), )� P X0 ,

÷òî äëÿ ëþáîé îïðåäåëÿþùåé ÑÑÇÐ Z P X� ( ( ),0 � �, , ) ( ( ), )U g P X� �� 0 âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ Y1–Y5, à òàêæå óñëîâèÿ P6–P9, ãäå êàæäîå èç ïåðå÷èñëåííûõ

óñëîâèé ïîñëåäíåé ãðóïïû ïîëó÷åíî çàìåíîé ìíîæåñòâà Y íà ìíîæåñòâî P X0 ( )

â ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñëîâèÿõ Y6–Y9.

Îáîçíà÷èì �1 0
� ( ( ), )P X � ëþáîé ïîäêëàññ ÑÑÇÐ êëàññà � ( ( ), )P X0 � , â êî-

òîðîì äëÿ ëþáîé ÑÑÇÐ Z P X U g P X� � � � � �( ( ), , , ) ( ( ), )0 1 0� �� è ëþáûõ � � �u U
i

,

i �1 2, , íàéäåòñÿ òàêàÿ îïðåäåëÿþùàÿ ÑÑÇÐ Z P X U g P X� � �( ( ), , , ) ( ( ), )0 1 0� ��

è u U
i
� , i �1 2, , ÷òî

g u g u
i i

� � � � �( , ) ( , )� � � � , i �1 2, . (10)

Îáîçíà÷èì � 0 0
� ( ( ), )P X � ëþáîé òàêîé êëàññ �1 0

� ( ( ), )P X � , ÷òî åñëè

Z P X U g P X� � �( ( ), , , ) ( ( ), )0 1 0� �� — îïðåäåëÿþùàÿ ÑÑÇÐ, ôèãóðèðóþùàÿ

â îïðåäåëåíèè �1 0
� ( ( ), )P X � , òî äëÿ íåå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

g U L P X( , ) ( ( ), )� � 0 0 � .

Îáîçíà÷èì �Z
1 0( ( ), )P X � ëþáîé ïîäêëàññ ÑÑÇÐ êëàññà Z( ( ), )P X0 � , ýëåìåíòû

êîòîðîãî çàäàþò ïåðâóþ êîìïîíåíòó íåêîòîðîãî ÏÂÏ äëÿ ��
1 0
( ( ), )P X � . Ïðè ýòîì

åñëè (( ( ), ), , , ) ( ( ), )P X U g P X0 1 0� � �� �Z , à ( ( ), , , ) ( ( ), )P X U g P X
0 1 0� �� �� ÿâ-

ëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåé ÑÑÇÐ, ôèãóðèðóþùåé â îïðåäåëåíèè ��
1 0( ( ), )P X � , òî äëÿ

íåå íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèåì (2) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè è

�-èçìåðèìîñòè îòíîñèòåëüíî ñóæåíèÿ ( ( ), )P X
0

� íà X äëÿ îòîáðàæåíèÿ g u( , )�

ïðè âñåõ u U� , ò.å. g U L P X( , ) ( ( ), )�  � 0 � .

Äëÿ ëþáîãî êëàññà Z�1 0( ( ), )P X � îïðåäåëèì êëàññ ��0 0( ( ), )P X � , îáîçíà-

÷èâ åãî ��01 0( ( ), )P X � , ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � � � ��01 0 0 0( ( ), ): {( ( ), , , ) : ( ( ), , , )P X P X U g P X U g Ïp� � � Z1 0( ( ), )}P X � ,

U u u U g u L P X g u g u� � � � � � � � � �{ : , ( , ) ( ( ), )}, ( , ) ( , ) ,0 0 � �� � � u U� �} .

Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A îïðåäåëèì â ôóíêöèîíàëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå�
A

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ( )�
m

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ

ëþáûõ f g
A

, �� èìååì f g f mg m�  � �
m

, �, m! 0 .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ( )�
co

íà 2
V

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáûõ X Y V, 

X Y X Y�  �
co

co co .

Äàëåå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâèå �
� �

�

0 0( ( ), )P X �
èç

�
X

P/ ( ) /�� �
m co

� â � �
�
�( ( ( ), ))� P X0 , ãäå P ( )� — ñåìåéñòâî âñåõ ñòàòèñòè÷åñ-

êèõ çàêîíîìåðíîñòåé íà � . Ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè � �� � �~ /�
X

m
, P P P� � �

~
( ) /�

co

, Z Y U g P X� � � ( , , , ) ( ( ), )� �� 0

 �( ( ), )P X0 � , òî � �
� �

�
�

( ( ), )
( , )

P X

P

0 �
( ( , ), ( , ))

( ( ), ) ( ( ), )
� � � �

1 20 0� ��

�

�

�

P X P X

P P
� �

,

à [ ( , )]( ) : ( ( ) , )
( ( ), )

� �
1 0

0�
�

�

� �
�

P X
Z

P Z P X
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Äîêàçàòåëüñòâî èäåéíî áëèçêî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 èç [4].
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ñòâèåì óñëîâèÿ Ð6 äëÿ A, ðàâíîãî P X0 ( ) è U ñîîòâåòñòâåííî (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

âûòåêàåò èç ïîâòîðåíèÿ õîäà ñîîòâåòñòâóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà â òåîðåìå 1 èç [4]).
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âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (11), (12) è åäèíñòâåííîñòè ôóíêöèè � ñ òî÷íîñòüþ äî

ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ â ñèëó êðèòåðèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïðåäïî÷òåíèÿ.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî êëàññà �Z1 0( ( ), )P X � óñëîâèÿ Y1–Y5, P6–P9 íà

ÏÂÏ äëÿ ÇÌÐ â êëàññå Ïp P X�Z1 0( ( ), )� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

�
X

P/ ( ) /�� �
m co

� -ÌÏÂÏ äëÿ ÇÌÐ â êëàññå Ïp P X�Z
1 0( ( ), )� , ò.å. [Y1–Y5, P6–P9]

äëÿ ÇÌÐ â ��01 0( ( ), )P X � ñ ïàðàìåòðàìè ~ /�� ��
X

m
è P P� �( ) /�

co

, ïðè ýòîì

ðàçíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ~� è P ñîîòâåòñòâóþò íåñîâïàäàþùèå ÏÂÏ.

Ñëåäñòâèå 2. ÌÑÇÐ M P X U g P� ( ( ), , , , )0 � , ãäå Z P X U g� �( ( ), , , )0 �

� �Z1 0( ( ), )P X � , à çàêîíîìåðíîñòü P P� �( ) /�
co

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìàòåìàòè÷åñ-

êèì îïèñàíèåì ñèòóàöèè ñ [Y1–Y5, P6–P9] äëÿ ÇÌÐ â �Z
01 0( ( ), )P X � ñ ïàðàìåò-

ðàìè ~ /�� ��
X

m
è P P� �( ) /�

co

.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ÒÏÐ ñ ÏÂÏ èç êëàññà �0

�
( ��01 0( ( ), )P X � ) ïðèíèìàþò

â ñèòóàöèè ñ çàäàííîé ìîäåëüþ îäèíàêîâûå ðåøåíèÿ âòîðîé îñíîâíîé ÇÌÐ ïðè

óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ èõ ïðåäïî÷òåíèé íà ïîñëåäñòâèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

� � �Z Z1 0 0( ( ), ) (( ( ), ), )P X P X� � èìååì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3. ÌÑÇÐ M P X U g P� ( ( ), , , , )0 � , ãäå Z P X U g� �( ( ), , , )0 �

�Ïp P XZ(( ( ), •), )0 � , à çàêîíîìåðíîñòü P P� �( ) /�
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ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìàòåìàòè-

÷åñêèì îïèñàíèåì ñèòóàöèè c [Y1–Y5, P6–P9] äëÿ ÇÌÐ â ��01 0( ( ), )P X � ñ ïàðà-

ìåòðàìè ~ /�� ��
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ÒÏÐ ñ ÏÂÏ èç êëàññà �0

�
( ��01 0( ( ), ))P X � ïðèíèìàþò

â ñèòóàöèè ñ çàäàííîé ìîäåëüþ îäèíàêîâûå ðåøåíèÿ âòîðîé îñíîâíîé ÇÌÐ.

Eñëè â ñîîòíîøåíèè (4), çàäàþùèì óñëîâèå P9, çíàê ( )
*

�
Z

çàìåíèòü íà çíàê

îáðàòíîãî ñîîòâåòñòâèÿ, òî ïîëó÷åííîå óñëîâèå îáîçíà÷èì P9'. Óñëîâèå P9', â îò-

ëè÷èå îò óñëîâèÿ P9, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ïðèíöèï ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëü-

òàòà â ìåíåå ïåðåñòðàõîâî÷íîé ôîðìå (óñëîâèå íåïðèÿòèÿ ó÷àñòèÿ â àíòàãîíè-

ñòè÷åñêèõ èãðàõ (antagonistic game aversion)), ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé çàïèñüþ ìåíåå

àâàíòþðèñòè÷åñêîé ôîðìû ïðèíöèïà íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà — óñëîâèÿ ñêëîí-

íîñòè ê àíòàãîíèñòè÷åñêèì èãðàì (antagonistic game attraction). Òîãäà ÷åðåç

Ï0

�
�( ( , ))� Y � îáîçíà÷èì ïîäêëàññ âñåõ òàêèõ ÏÂÏ êëàññà Ï0

�
�( ( , ))� Y � , ÷òî

äëÿ ëþáîé îïðåäåëÿþùåé ÑÑÇÐ Z Y U g Y Y� � � ( , , , ) ( , ) ( , )� � �� � âûïîëíÿþò-

ñÿ óñëîâèÿ Y1–Y5, P6–P8, P9'.
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( , )Y � ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (12) îïåðàöèÿ min çà-

ìåíÿåòñÿ íà îïåðàöèþ max.
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåò-

ñÿ ëèøü â òîì, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëîâ � è �
�

, ââåäåííûõ òàê æå, êàê â äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 1, âûïîëíÿþòñÿ òå æå óñëîâèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì óñëîâèÿ V3� ,

êîòîðîå çàìåíÿåòñÿ óñëîâèåì V 3 . È òîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåì 1 è 2 èç [5]

âìåñòî ñîîòâåòñòâåííî òåîðåì 3 è 4 èç [5] â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû multi-prior ìîäåëè ñèñòåìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â

óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, îðèåíòèðîâàííûå íà ìíîãîêðàòíûé âûáîð ðåøåíèé,

îñíîâàííûé ñîîòâåòñòâåííî íà ïðèíöèïå ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà, íî áåç

èçëèøíåé ïåðåñòðàõîâêè, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â íåïðèÿòèè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ

èãð (òåîðåìà 1), è íà ïðèíöèïå íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ áåç èçëèøíåãî àâàíòþðèç-

ìà, ïðîÿâëÿþùåãîñÿ â ñêëîííîñòè ê àíòàãîíèñòè÷åñêèì èãðàì (òåîðåìà 2).
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