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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ ïîäõîäû ê îáîñíîâàíèþ è

îöåíèâàíèþ ìåòîäîâ ýìïèðè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìè-

÷åñêîé ñëîæíîñòè. Ïðåæäå âñåãî, èìååòñÿ â âèäó êîëìîãîðîâñêèé ïîõîä è

ïðåäëîæåííûé íà åãî îñíîâå êàê ýâðèñòèêà ìåòîä MDL — Minimum Description

Length. Äîãàäêà î òîì, ÷òî áîëåå «ïðîñòûå» ðåøàþùèå ïðàâèëà ÷àùå äàþò ïðà-

âèëüíûå ðåøåíèÿ, ÷åì «ñëîæíûå», îïðàâäàëàñü íà ïðàêòèêå è ìíîãèå ãîäû âîñ-

ïðèíèìàëàñü êàê «ãèïîòåçà ïðîñòîé ñòðóêòóðíîé çàêîíîìåðíîñòè». Öåëü èññëå-

äîâàíèé â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè — ïîíÿòü ïðèðîäó ñëîæíîñòè è íà îñíîâå åå

èçó÷åíèÿ ïîëó÷èòü ìåòîäû íàõîæäåíèÿ îöåíîê êà÷åñòâà àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ

(ýìïèðè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ). Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðîå ïðîäâèæåíèå â òåîðèè, òà-

êèå îöåíêè äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åíû äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ àëãîðèòìîâ. Ýòî ñâÿçà-

íî, ïðåæäå âñåãî, ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè âûâîäà ëîãèêî-êîìáèíàòîð-

íûõ îöåíîê è îòñóòñòâèåì îáùåãî ñïîñîáà èõ ïîëó÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí èìåííî îáùèé ñïîñîá îöåíèâàíèÿ — òàê

íàçûâàåìûé ìåòîä pVCD, êîòîðûé óäàëîñü ðàçðàáîòàòü, îãðàíè÷èâ âñå ðàññìàò-

ðèâàåìûå ñåìåéñòâà ìîäåëåé ýìïèðè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ äî êëàññîâ, ðåàëèçóå-

ìûõ íà êîìïüþòåðàõ, è øèðå — ðàññìàòðèâàÿ èõ ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ. Â ðàìêàõ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïîäõîäà ââåäåíî ïîíÿòèå êîëìîãîðîâ-

ñêîé ñëîæíîñòè êëàññîâ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ èëè èçâëå÷åíèÿ

çàêîíîìåðíîñòåé. Íà îñíîâå ýòîãî ïîíÿòèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíèâàíèÿ

íåñëó÷àéíîñòè èçâëå÷åíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé.

1. ÇÀÄÀ×À ÎÁÓ×ÅÍÈß ÊÀÊ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ Ñ ÖÅËÜÞ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß

ÐÅØÀÞÙÅÃÎ ÏÐÀÂÈËÀ (ÈÇÂËÅ×ÅÍÈß ÇÀÊÎÍÎÌÅÐÍÎÑÒÈ)

Îáîçíà÷èì S ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî îáùåðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (àëãîðèò-

ìîâ), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ âèäà A X
n

: , ;� { }0 1 X X x x
n

n
� �{ ( , , ):1 �
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M
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÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ x
i

ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ðîâíî M áèòàìè ïàìÿòè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáû÷íîãî êîìïüþòåðà

86 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 2

© Â.È. Äîíñêîé, 2012



÷èñëî M — ýòî åãî ðàçðÿäíîñòü. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ñåìåéñòâî S ÿâëÿ-

åòñÿ êîíå÷íûì, ïîñêîëüêó íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå 2
2

Mn

àëãîðèòìîâ. Êîíå÷-

íîñòü êëàññà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè. Åñëè

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x
i

íå îãðàíè÷èâàòü, òî è ñåìåéñòâî S

ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì. Â òàêîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ

íå ñìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ ðåàëèçîâàíî íà îáû÷íîì êîíå÷íîì êîìïüþòåðå.

Âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç l ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X
n

, îáîçíà÷àåòñÿ
~

, ,X X X
l l

� 1 � è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð n l� îãðàíè÷åííûõ ÷è-

ñåë èç ðàñøèðåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà; ÷èñëî l íàçûâàåòñÿ äëèíîé âûáîðêè. Ñ òåî-

ðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äîïóñòèìî ñ÷èòàòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëà è âûáîðêè

ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå áèíàðíûõ ñòðîê. Ìíîæåñòâî âñåõ âûáîðîê îáîçíà÷àåòñÿ

�
l
; â îáùåì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî íåîãðàíè÷åííî; åãî ìîùíîñòü â êîíå÷íîì ñëó÷àå
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l Mnl
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îáû÷íûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëà 0, 1, 2,… Äëèíà ñëîâà p �{ }0 1,
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îáîçíà÷àåò-

ñÿ len( )p . Êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ P
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F X� ( ), j l�1, ; F X
n

: ,� { }0 1 — íåêîòîðàÿ çàðàíåå íåèçâåñòíàÿ, íî ïðåäïî-

ëàãàåìàÿ ñóùåñòâóþùåé êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ âèäà F X
n

: ,� { }0 1 . Ìíî-

æåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê îáîçíà÷àåòñÿ � �
l l

{ }0 1, è ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü, èç êîòîðîé ìîãóò èçâëåêàòüñÿ îáó÷à-

þùèå âûáîðêè. Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïî äàííîé âûáîðêå

(
~

,
~

)X
l l

� ôóíêöèè F èëè êàê ìîæíî áîëåå «áëèçêîé» ê íåé ðåøàþùåé ôóíêöèè

(àëãîðèòìà èëè ïðàâèëà) A S
*
� . Îòûñêèâàåìàÿ ôóíêöèÿ F êàê è åå àïïðîêñèìà-

öèÿ A
*

, ÿâëÿþòñÿ ïðåäèêàòàìè, îïðåäåëÿþùèìè íåêîòîðîå ñâîéñòâî èëè çàêîíî-

ìåðíîñòü. Èìåííî îáîáùåíèå ñâîéñòâ âûáîðêè (÷àñòíûõ íàáëþäåíèé) ñ öåëüþ

âûáîðà ðåøàþùåãî ïðàâèëà èëè íàõîæäåíèÿ çàêîíîìåðíîñòè îïðåäåëÿåò ïðèìå-

íÿåìûé ìåòîä — ýìïèðè÷åñêóþ èíäóêöèþ. Èçíà÷àëüíàÿ íåêîððåêòíîñòü ìåòîäà

ýìïèðè÷åñêîé èíäóêöèè, îáóñëîâëåííàÿ íååäèíñòâåííîñòüþ ìíîæåñòâà ðåøåíèé

çàäà÷è îáó÷åíèÿ, ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîé ïðîáëåìå îáîñíîâàíèÿ âûáðàííîãî

ðåøàþùåãî ïðàâèëà.

Ñåìåéñòâî S , âíóòðè êîòîðîãî îòûñêèâàåòñÿ ðåøåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-

ÿìè, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ A
*

, è âûáîðîì ìîäåëè

îáó÷åíèÿ (è ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ), íàïðèìåð âû-

÷èñëåíèÿ îöåíîê, íåéðîííûõ ñåòåé, äåðåâüåâ ðåøåíèé èëè àëãåáðàè÷åñêèõ êîð-

ðåêòèðóþùèõ ìîäåëåé íàä ïåðå÷èñëåííûìè è/èëè äðóãèìè ýâðèñòè÷åñêèìè àë-

ãîðèòìàìè. Â ÷àñòíîñòè, îòûñêèâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ A S
*
� , äëÿ êîòîðîé ýìïè-

ðè÷åñêèé ðèñê � �
l

j j

j

l

A l A X( ) / | ( ) |� �
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	1

1

ìèíèìàëåí. Îò ñëîæíîñòè ñåìåéñòâà

S àëãîðèòìîâ, ïðèìåíÿåìûõ â óêàçàííûõ çàäà÷àõ, çàâèñèò îáîñíîâàíèå âûáîðà

ðåøåíèé. Âïåðâûå ðåøàþùåå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ñåìåéñòâ ðåøàþùèõ ïðàâèë

â çàäà÷àõ ýìïèðè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ ïîêàçàëè Â. Í. Âàïíèê è À.ß. ×åðâîíåíêèñ

[1–3]. Ïðåäëîæåííàÿ èìè ìåðà ñëîæíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûõ âå-

ùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé — òàê íàçûâàåìàÿ åìêîñòü èëè VC-ðàçìåðíîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ, âîçìîæíî, îäíèì èç íàèáîëåå ÿðêèõ è ïîëåçíûõ ïîíÿòèé äëÿ ðàçâèòèÿ òå-

îðèè èíäóêòèâíîé ìàòåìàòèêè (è íå òîëüêî). Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ àëãî-

ðèòìè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè ñåìåéñòâ S , îñíîâàííîå íà èäåÿõ

À.Í. Êîëìîãîðîâà [5], è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ââåäåííîé ìåðû àëãîðèò-

ìè÷åñêîé ñëîæíîñòè è äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, è äëÿ îöåíèâàíèÿ

VC-ðàçìåðíîñòè. Ñòàòüÿ ðàçâèâàåò íîâîå íàïðàâëåíèå â àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè

îáó÷åíèÿ, ýëåìåíòû êîòîðîãî âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ àâòîðà [4, 6].
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2. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÏÎÍßÒÈß ÒÅÎÐÈÈ ÂÀÏÍÈÊÀ–×ÅÐÂÎÍÅÍÊÈÑÀ [1–3]

Êàæäîå ðåøàþùåå ïðàâèëî A S� äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáó÷àþùåé ïîñëåäîâà-
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l
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S

l
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l
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S

( ) ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíà 2
l
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé C

l
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( ) � 2 . Êëàññ S èìååò êîíå÷íóþ åì-

êîñòü h, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî m l

l

h

l h
S

h

( ) ,
!

, �15 . Â ñëó÷àå m l
S l

( ) � 2

ãîâîðÿò, ÷òî åìêîñòü êëàññà áåñêîíå÷íà, è èñïîëüçóþò ñèìâîëüíîå îáîçíà÷å-

íèå h � �. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå âåëè÷èíó h íàçûâàþò VC-ðàçìåðíîñòüþ

èëè VCD (Vapnik–Chervonenkis Dimension):

VCD S
h m l
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m l

S

h

S l
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, ( ) ,

!
,

, ( ) ,
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15

2

VCD S h( ) � îïðåäåëÿåò íàèáîëüøåå ÷èñëî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X
n

, êîòîðîå

ìîæíî ðàçáèòü ëþáûì (èç 2
h

) âîçìîæíûì ñïîñîáîì íà äâà ïîäìíîæåñòâà, èñ-

ïîëüçóÿ ñåìåéñòâî S , èíà÷å ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåò íàèáîëüøóþ äëèíó ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òî÷åê, â êîòîðîé ñèñòåìà ñîáûòèé S ìîæåò èíäóöèðîâàòü ëþáóþ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè ÷èñëî ñîáûòèé â ñèñòåìå S êîíå÷íî, | |S N� , òî

î÷åâèäíî, ÷òî 2
h

N h VCD S N� � �; ( ) log (çäåñü è âñþäó äàëåå èñïîëüçóåòñÿ

ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 2).

Öåíòðàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè Âàïíèêà–×åðâîíåíêèñà ÿâëÿþòñÿ äîñ-

òàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (ïî âñåìó êëàññó S àëãîðèòìîâ) ýì-

ïèðè÷åñêèõ ÷àñòîò îøèáîê ê âåðîÿòíîñòÿì, ñîñòîÿùåå â îãðàíè÷åííîñòè

VCD S h( ) �  �, è áëèçêîå ê íåìó ïî ñìûñëó íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî [1–3]
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l S l
sup

�

� �
� �

�

�

�

�

�

� �| ( ) ( ) | ( )
( )/

� �
�

6 2
2

1 4
.

Ñîãëàñíî ýòîìó íåðàâåíñòâó äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè çàäàííîì � � 0 ýìïèðè÷åñ-

êèå ðèñêè �
l

A( ), A S� , ðàññìàòðèâàåìûå êàê ÷àñòîòû ñîáûòèé êëàññà S , ñõîäè-

ëèñü (ïî âåðîÿòíîñòè) ê ñîîòâåòñòâóþùèì èì âåðîÿòíîñòÿì ðàâíîìåðíî ïî êëàñ-

ñó S , äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé êîíå÷íîé âåëè÷èíû h (åìêîñòè êëàññà èëè

VCD S( )), ÷òî m l

l

h

S

h

( ) ,
!

� 15 ïðè l � �.
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Ïóñòü H l M O X X
S S

l
( ) . . ( , , )� log
 1 � — ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëîãà-

ðèôìà èíäåêñà S îòíîñèòåëüíî âûáîðêè X X
l1, ,� . Î÷åâèäíî, ÷òî

1 21� �

S

l

l
X X( , , )� è 0 1� �log


S

l
X X l( , , )� . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà 0 � �H l l
S

( ) . Ôóíêöèÿ H l
S

( ) íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ñèñòåìû ñîáûòèé S îòíî-

ñèòåëüíî âûáîðîê äëèíû l. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñ-

òîò îøèáîê îáó÷åíèÿ ê èõ âåðîÿòíîñòÿì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îòíîøåíèå
H l

l

S
( )

(ýíòðîïèÿ íà ñèìâîë) ñòðåìèëîñü ê íóëþ ñ ðîñòîì äëèíû âû-

áîðêè l. Èíà÷å ãîâîðÿ, êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èìååò âèä

lim
l

S
H l

l��

�
( )

0. Î÷åâèäíî, ÷òî log m l H l
S S

( ) ( )� , è óñëîâèå lim
log

l

S
m l

l��

�
( )

0 ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

3. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÑÅÌÅÉÑÒÂ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÎÁÎÁÙÅÍÈß ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü U — òàêàÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî äëÿ

êàæäîãî àëãîðèòìà A èç ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà S è äëÿ ëþáîé âûáîðêè
~
X

l
íàéäåòñÿ äâîè÷íîå ñëîâî p, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

U p X y
l

( ,
~

)
~

� , ãäå
~

( ), , ( )y A X A X
l

� 1 � — äâîè÷íîå ñëîâî (ñòðîêà) äëèíû l.

Ïðè ýòîì êàæäûé àëãîðèòì A S� ïîëàãàåòñÿ îïðåäåëåííûì íà êàæäîé âûáîð-

êå
~
X

l
èç �

l
. Ôóíêöèÿ U ñ óêàçàííûìè íèæå ñâîéñòâàìè èìååò ìåñòî â ñèëó

ñóùåñòâîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ äëÿ ëþáîãî ñåìåé-

ñòâà ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé îäíîãî àðãóìåíòà.

1. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà A îòíîñèòåëüíî âûáîðêè
~
X

l
ïî ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâ-

íîé ôóíêöèè U åñòü K A X p U p X y
U l l

(
~

) min ( ): ( ,
~

)
~| � �len .

2. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà A íà ìíîæåñòâå âñåõ âûáîðîê �
l

ïî ÷àñòè÷íî ðå-

êóðñèâíîé ôóíêöèè U åñòü K A K A X
U

X

U ll

l

l, ~
( ) max ( |

~
)

�
��

� .

3. Ñëîæíîñòü ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ S íà ìíîæåñòâå �
l

ïî ÷àñòè÷íî ðåêóð-

ñèâíîé ôóíêöèè U åñòü K S K A
U

A S
U

l l

, ,
( ) max ( )

�
�

�
� .

4. Ñëîæíîñòü ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ S íà ìíîæåñòâå �
l

åñòü

K S K S
l

U P
U

p r

l( ) min ( )

. .

,
�

�
�

.

Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ëåãêî ïîÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëîæ-

íîñòü ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ S íà ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ âûáîðîê �
l

äëèíû

l — ýòî íàèìåíüøàÿ äëèíà äâîè÷íîãî ñëîâà p, îáåñïå÷èâàþùàÿ îïðåäåëåíèå

íàèáîëåå ñëîæíîãî (è ïîýòîìó — ëþáîãî) àëãîðèòìà A S� . Âàæíî, ÷òî ñëîâî p

îáðàáàòûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé (ïðîãðàììîé) U
*

, ïðè÷åì ñîãëàñíî

ñâîéñòâó 4 — íàèëó÷øåé â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïðîãðàììà U
*

îáåñïå÷èâàåò

íàèáîëüøåå ñæàòèå èíôîðìàöèè î ñåìåéñòâå S â ñëîâî p äëèíû K S
l
( ). Íèêàêèõ

äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé íà ïðîãðàììó U
*

íå íàêëàäûâàåòñÿ. Ïîýòîìó ìàæî-

ðàíòó ñëîæíîñòè K S
l
( ) ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè òî÷íî óêàçàòü ñòðóêòóðó ñëîâà p,

ïîäëåæàùåãî ðàñøèôðîâêå, è åãî äëèíó â áèòàõ, à òàêæå ïðåäîñòàâèòü àëãîðèòì

îáðàáîòêè ýòîãî ñëîâà, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âìåñòî ïðîãðàììû U
*

äëÿ

îöåíèâàíèÿ ñëîæíîñòè ñâåðõó.
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Çàìå÷àíèå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñëè ñíÿòü îãðàíè÷åíèå

x
i

M
� �{ }0 1 2 1, , ,� è ïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x

i
ìîãóò áûòü ëþáûìè

èç ðàñøèðåííîãî íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ò.å. x
i

�{ }0 1 2, , , ... , òî ðàññìàòðèâàåìûå ñå-

ìåéñòâà S áóäóò áåñêîíå÷íûìè. Áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé òåì íå ìåíåå

ìîãóò èìåòü êîíå÷íóþ åìêîñòü h
s

(÷òî è òðåáóåòñÿ äëÿ ãàðàíòèðîâàííîé âîçìîæ-

íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ ñîãëàñíî òåîðèè Âàïíèêà–×åðâîíåíêèñà). À êîë-

ìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü K S
l
( ) áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà S ìîæåò ðàñòè ñ ðîñòîì

äëèíû l îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íàÿ ñèñòåìà îáùåðåêóðñèâíûõ ôóíê-

öèé S âèäà A X
n

: ,� { }0 1 èìååò îãðàíè÷åííóþ åìêîñòü h
s

è êîëìîãîðîâñêóþ

ñëîæíîñòü K S
l
( ). Òîãäà ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ h

s
� 2 è l h

s
� èìååò ìåñòî

äâîéíîå íåðàâåíñòâî: h K S h l
s l s

� ( ) log .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé S ñëîæíîñòü K S
l
( ) îïðåäåëåíà

âûøå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ U p X y
l

( ,
~

)
~

� , â êîòîðîì áóëåâ âåêòîð
~
y

äëèíû l ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì âàðèàíòàì ðàçáèåíèÿ

âûáîðêè
~
X

l
íà äâà ïîäìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì

~
(

~
)y A X

l
� ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ

àëãîðèòìà A ê âûáîðêå
~
X

l
ðîâíî l ðàç. Âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàçáèåíèé âû-

áîðêè
~
X

l
îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñåìåéñòâà S:

~
(

~
)y A X

l
� , A S� , ïðè÷åì îäè-

íàêîâûå ðàçáèåíèÿ ïîðîæäàþò ïîäêëàññû ýêâèâàëåíòíûõ â ýòîì ñìûñëå íà âû-

áîðêå
~
X

l
ýëåìåíòîâ A èç ñåìåéñòâà S . Âûáåðåì èç êàæäîãî òàêîãî êëàññà ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ïî îäíîé ôóíêöèè (àëãîðèòìó) è îáîçíà÷èì èõ A A A
i

m l
S0 1

, , , ,
( )

� �

�
.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàâåíñòâî U p X A X
l l

( ,
~

) (
~

)� ïðè çàôèêñèðîâàííîé ÷àñòè÷íî ðå-

êóðñèâíîé ôóíêöèè U âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ A S� íà êàæäîé âûáîðêå
~
X

l
, àðãó-

ìåíò p, îïðåäåëÿþùèé íîìåðà ôóíêöèé A A A
i

m l
S0 1

, , , ,
( )

� �

�
, äîëæåí ïðèíè-

ìàòü ïðè êàæäîì çàôèêñèðîâàííîì l íå ìåíåå m l
S

( ) çíà÷åíèé, ãäå m l
S
( ) —

ôóíêöèÿ ðîñòà ñèñòåìû S , îïðåäåëÿþùàÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàçáèåíèé (íàèáîëü-

øåå âîçìîæíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ
~
y) ïî âñåì âûáîðêàì èç �

l
. Ïîýòîìó

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

l p m l
S

( ) ] ( )[� log .

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî min ( ) ] ( )[

. .

,
U P

U

S

p r

lK S m l

�
�

� log . Äëÿ ýòîãî ñ ó÷åòîì ïî-

ñëåäíåãî íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà, äîñòàòî÷íî óêàçàòü òàêóþ ôóíêöèþ U P
p r

*

. .� ,

÷òî K S m l
U

S

l*
,

( ) ] ( )[
�

� log . Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè U
*

ìîæíî ïîÿñíèòü òàáë. 1,

èìåþùåé â îáùåì ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîå âïðàâî ÷èñëî ñòîëáöîâ.

Êàæäàÿ ñòðîêà òàáë. 1 ñ íîìåðîì

i, 0 1� � �i m l
S

( ) , ñîîòâåòñòâóåò àëãî-

ðèòìó A
i

èç âûáðàííîãî âûøå ìíî-

æåñòâà { }A A A
i

m l
S

1 1
, , , ,

( )
� �

�
è

÷èñëîâîìó çíà÷åíèþ i êîäà ïðîãðàì-

ìû p äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà. Çíà÷åíèÿ
~

,y
i j

, j � 0 1 2, , , ... , ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîé

òàáëèöå, ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ïðè-

ìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ A
i

ê âûáîðêàì
~ ( )
X

l

j
, à òàêæå äâîè÷íûìè êîäàìè äëè-
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íû l è îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëàìè ðàñøèðåííîãî íàòóðàëüíî-

ãî ðÿäà; òàêæå èíòåðïðåòèðóþòñÿ ÷èñëàìè âûáîðêè
~
X

l
è êîäû p. Â ñèëó ñóùåñ-

òâîâàíèÿ m l
S

( ) ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (àëãîðèòìîâ)

{ }A A A
i

m l
S1 1

, , , ,
( )

� �

�
íàéäåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ U

*
äâóõ àðãóìåíòîâ,

îáåñïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà U p X A X
l i i p l

*

( )( ,
~

) (
~

)�
�

äëÿ m l
S

( ) ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèé ñëîâà p äëèíû ] ( )[log m l
S

. Ïîýòîìó min ( )

. .

,
U P

U

p r

lK S

�
�

�

� ] ( )[log m l
S

äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè U
*

.

Äëÿ êëàññà ñîáûòèé îãðàíè÷åííîé åìêîñòè h
s

� 2 ïðè l h
s

� ñïðàâåäëèâû ñî-

îòíîøåíèÿ 2 15 2
h S

h

S

h h l
S

S

S S
m l

l

h

l�   �( ) ,
!

log
, h m l h l

S

S

S
� log log( ) . Ñ ó÷åòîì

ðàâåíñòâà min ( ) ] ( )[

. .

,
U P

U

S

p r

lK S m l

�
�

� log ïîëó÷àåì h K S h l
S l S

� ( ) log . �

Ñëåäñòâèå 1. Êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ ðàâíà íàè-

ìåíüøåìó öåëîìó, áîëüøåìó èëè ðàâíîìó ëîãàðèôìó ôóíêöèè ðîñòà ýòîãî ñå-

ìåéñòâà: K S m l
l

S
( ) ] ( )[� log .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàæåì ñåìåéñòâî S , äëÿ êîòîðîãî K S
l
( ) � 0. Ïîñëåäíåå

ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî, åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâåíñòâà U p X y
l

( ,
~

)
~

� íàëè÷èÿ

ñëîâà p âîîáùå íå òðåáóåòñÿ: îíî ìîæåò áûòü ïóñòûì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñå-

ìåéñòâî S , â êîòîðîì êàæäûé àëãîðèòì A X( ) âûäàåò çíà÷åíèå ñóììû ïî ìîäóëþ

äâà âñåõ ñèìâîëîâ âõîäíîé áèíàðíîé ñòðîêè X . Òîãäà êàæäàÿ âûáîðêà áóäåò

êëàññèôèöèðîâàòüñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, ïîòîìó m l
S

( ) �1, log m l
S

( ) � 0 è

K S
l
( ) � 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì àëãîðèòìû â S , âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ðàç-

ëè÷íûìè, íàïðèìåð, ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå ïî ìîäóëþ; âû÷èñëåíèå ÷èñëà åäè-

íèö â ñòðîêå è ïîñëåäóþùàÿ ïðîâåðêà åãî ÷åòíîñòè ïî ìëàäøåìó äâîè÷íîìó ðàç-

ðÿäó; ïîñëåäîâàòåëüíîå èíâåðòèðîâàíèå ïðè ïðîõîæäåíèè åäèíèö ñëîâà X . �

Ñëåäñòâèå 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 � �K S l
l
( ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó m l
S l

( ) � 2 , òî K S m l l
l

S
( ) ] ( )[� �log . �

Òåîðåìà 2. Åñëè lim
l

l
K S

l��

�

( )
0, òî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

÷àñòîò îøèáîê ê èõ âåðîÿòíîñòÿì ïî âñåìó êëàññó S .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, log m l H l
S S

( ) ( )� ; lim
log

l

S
m l

l��

�
( )

� � �

�� ��

lim lim
l

l

l

S
K S

l

H l

l

( ) ( )
0. �

4. ÌÅÒÎÄ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÎÉ È ÂÀÏÍÈÊÎÂÑÊÎÉ

ÎÖÅÍÊÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÊËÀÑÑÎÂ ÐÅØÀÞÙÈÕ ÏÐÀÂÈË

Ñëîæíîñòü K S
l
( ) êëàññà àëãîðèòìîâ S îïðåäåëÿåòñÿ íàèìåíüøåé äëèíîé ñëî-

âà (ïðîãðàììû) p, ïî êîòîðîìó ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè÷íî ðåêóð-

ñèâíîé ôóíêöèè (íàèëó÷øåìó âíåøíåìó àëãîðèòìó) U
*

ìîæíî îïðåäåëèòü

ñëîâî
~

( ), , ( )y A X A X
l

� 1 � â íàèáîëåå «òðóäíîì» (íà ìíîæåñòâå âûáîðîê �
l

è àëãîðèòìîâ S) ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, K S K S
l U

l( ) ( )
,

�
�

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
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öèè U P
p r

� . . , ïîýòîìó äëÿ îöåíèâàíèÿ K S
l
( ) ñâåðõó â êà÷åñòâå àëãîðèòìà U

ìîæåò áûòü âçÿòà, íàïðèìåð, ìàøèíà Òüþðèíãà MT , âû÷èñëÿþùàÿ

~
( ,

~
)y MT p X

l
� , èëè ïîäõîäÿùàÿ ïðîãðàììà � íà êàêîì-íèáóäü ÿçûêå ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ òàêàÿ, ÷òî �( ,
~

)
~

p X y
l

� äëÿ âõîäà ( ,
~

)p X
l

, è òîãäà h VCD S
S

� �( )

� len( )p .

Ïîäõîä ê îöåíèâàíèþ VCD íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ VCD S p( ) ( )� len :

U p X y A X A X
l l

( ,
~

)
~

( ( ), , ( ))� � 1 � íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ îöåí-

êè VCD, ñîêðàùåííî — pVCD. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå K S m l
U

S

l*
,

( ) ] ( )[
�

� log

(ñëåäñòâèå 2), ïîëó÷àåì K S m l
U

S

l

,
( ) ( )

�
� log , U P

p r
� . . ; m l

S
K S

U
l

( )
,

( )

�
�

2 . Ïîä-

õîä ê îöåíèâàíèþ ôóíêöèè ðîñòà m l
S

( ) íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ m l
S p

( )
( )

� 2
len

,

àíàëîãè÷íûé ìåòîäó ïðîãðàììèðîâàíèÿ îöåíêè VCD, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ îöåíêè m l
S

( ), ñîêðàùåííî — pm l
S

( ) . Ââîäÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

len( ) ( )p pVCD S� è 2
len ( )

( )
p S

pm l� .

Ïðåäñòàâèì ýòàïû ðåàëèçàöèè pVCD ( pm l
S

( )).

1. Èçó÷åíèå êëàññà S è îïðåäåëåíèå êàê ìîæíî ìåíüøåé ñîâîêóïíîñòè

ñâîéñòâ (ïàðàìåòðîâ, ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé) ýòîãî êëàññà, óêàçàíèÿ çíà÷å-

íèé êîòîðûõ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü èç íèõ ñëîâî p, îïèñûâàþùåå ëþ-

áîé àëãîðèòì A S� . Ïðåäúÿâèòü àëãîðèòìU (ìàøèíó Òüþðèíãà, ÷àñòè÷íî ðåêóð-

ñèâíóþ ôóíêöèþ, ïðîãðàììó äëÿ êîíå÷íîãî êîìïüþòåðà) òàêîé, ÷òî � �A S

� �p U p X A X A X
A A l l

: ( ,
~

) ( ( ), , ( ))1 � .

2. Îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé äëèíû len( )p
A

ñëîâà p
A

, A S� , êàê îöåíêè

VCD S( ) ñâåðõó (2
len ( )p

A êàê îöåíêè m l
S

( ) ñâåðõó).

Ìåòîä pVCD ïðåäïîëàãàåò êîíñòðóèðîâàíèå ñæàòîãî îïèñàíèÿ p âñåãî êëàñ-

ñà S è óêàçàíèÿ àëãîðèòìà U , îáðàáàòûâàþùåãî âõîä ( ,
~

)p X
l

. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ

äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî àëãîðèòìà, íî ìîæåò îêàçàòüñÿ,

÷òî ïðèìåíåíèå pVCD ïîòðåáóåò èñêóññòâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ è îðãàíèçàöèè

äàííûõ p, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíóþ pVCD-îöåíêó.

Ñóæàÿ êðóã ðåøàþùèõ ïðàâèë äî ðåàëèçóåìûõ íà êîìïüþòåðàõ ðàçðÿäíîñòè M ,

êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó pVCD S( ) ñ óêàçàíèåì êîíñòàíò.

Ëåììà 1 (îá àääèòèâíîñòè pVCD-îöåíêè êîìïîçèöèè àëãîðèòìîâ). Ïóñòü

S f f f f S f S
r

r r r0 1 1 1� � � � � � �{ }� � �: , , — êëàññ êîìïîçèöèé àëãîðèòìîâ çà-

ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðû f f f
r

( , , )1 � , ïðèíàäëåæàùèõ ñåìåéñòâàì S S
r1, ,� ,

äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû îöåíêè pVCD S L( )1 1� , … , pVCD S L
r r

( ) � . Òîãäà ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà pVCD S L
r

j

j r

( )

, ,

0

1

�

�

	
�

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðà êîìïîçèöèè íåèçìåííà, ëþáîé âõî-

äÿùèé â íåå àëãîðèòì îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ñëîâ p p p
j r1, , , ,� � , èìå-

þùèõ äëèíû L L L
j r1, , , ,� � . Äëÿ îáðàáîòêè ýòèõ ñëîâ ñîãëàñíî ìåòîäó ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ îöåíîê è ñîîòíîøåíèþ U p X y
j j l
( ,

~
)

~
� óêàçàíû àëãîðèòìû

U j r
j
, ,�1 , êàæäûé èç êîòîðûõ ïî ñëîâó p

j
âîññòàíàâëèâàåò àëãîðèòì f

j
. Ïîýòî-

ìó ëåãêî óêàçàòü àëãîðèòì (ïðîãðàììó) U
S

r

0

, îáðàáàòûâàþùèé êîíêàòåíàöèþ

p p p p
r0 1 2� � � � è ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïîçèöèè f f f

r
� � � �1 � � . Òàêàÿ

ïðîãðàììà áóäåò ñîäåðæàòü ïîäïðîãðàììû U j r
j
, , ,�1 êîòîðûå âîññòàíàâëèâàþò
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âñå àëãîðèòìû f f
r1, ,� , è ïåðåõîäû ìåæäó íèìè, ïðåäîïðåäåëåííûå çàôèêñè-

ðîâàííîé ñòðóêòóðîé êîìïîçèöèè è èçâåñòíûìè äëèíàìè L L L
j r1, , , ,� � ïîä-

ñëîâ, âõîäÿùèõ â êîíêàòåíàöèþ p p p p
r0 1 2� � � � . �

Ñëåäñòâèå 3. pVCD-îöåíêà ñóïåðïîçèöèè àëãîðèòìîâ S f f f
r

r0 1� � � � �{ � � :

f S f S
r r1 1� �, ,� } èìååò, â ÷àñòíîñòè, âèä pVCD S

r
( )

0
� log l h

S
j r j�

	 1, ,�

, ãäå

h h
s s

r1
, ,� — åìêîñòè êëàññîâ S S

r1, ,� .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà K S h l
l S
( ) log .

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü K S
l
( ) äîëæíà

çàâèñåòü îò äëèíû âûáîðêè l. Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè pVCD S( ) ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà ìàæîðàíòà ñëîæíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ äëèíîé ñëîâà p è íå çàâèñèìàÿ îò l.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êëàññ S ìîæåò îêàçàòüñÿ êîíå÷íûì èëè ÷òî ôóíêöèÿ

m l
S

( ) ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì O l( ).

5. ÏÐÈÌÅÐ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß ÎÖÅÍÊÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

Äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ) ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà �
�j

j j jk

x x x
j j

j

jk
j

1
1 2

1 2

�

� � �

( & & ...& ), ãäå x x
�

� ïðè � �1

(ïîëîæèòåëüíûé ëèòåðàë); x x
�

� ïðè � � 0 (îòðèöàòåëüíûé ëèòåðàë); � — ÷èñ-

ëî êîíúþíêöèé â ÄÍÔ; L k
j

j

�

�

	
1

�

— äëèíà ÄÍÔ (ñóììàðíîå âõîäÿùåå â íåå

÷èñëî ëèòåðàëîâ). Ïóñòü êëàññ DNF
L n, ,�

— ñåìåéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé âèäà

f
n

: , ,{ } { }0 1 0 1� , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ÄÍÔ äëèíû íå áîëåå L, ñîäåðæàùèõ íå

áîëåå ÷åì � êîíúþíêöèé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä pVCD, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó

VCD DNF L L n
L n

( ) ( )] ( )[
, ,�

� � � � �1 1log ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äåéñòâèòåëüíî, ñëîâî p
f

, ïîçâîëÿþùåå çàêîäèðîâàòü èíôîðìàöèþ î ëþáîé

ÄÍÔ, ñîñòîÿùåé èç � êîíúþíêöèé íàä n ïåðåìåííûìè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êîí-

êàòåíàöèåé � äâîè÷íûõ ñëîâ, ñôîðìèðîâàííûõ èç áëîêîâ. Ïðåäñòàâèì ôðàãìåíò

ñëîâà, êîäèðóþùåãî ëèòåðàë, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íîìåð ïåðåìåííîé x
j
, âõîäÿùåé

â êîíúþíêöèþ, j n� { }1, ,� , èëè íóëü —

ðàçäåëèòåëü áëîêîâ

Äâîè÷íàÿ öèôðà 1, åñëè x
j

âõîäèò

â êîíúþíêöèþ ñ èíâåðñèåé, èëè íóëü —

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

×òîáû ïðåäñòàâèòü â äâîè÷íîì êîäå îäèí ëþáîé íîìåð ïåðåìåííîé èëè

íóëü, äîñòàòî÷íî çàðåçåðâèðîâàòü ] ( )[log n �1 äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ. Ïîñêîëüêó íî-

ìåðà ïåðåìåííûõ íà÷èíàþòñÿ ñ åäèíèöû, íóëü ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïðèçíàê

ðàçäåëåíèÿ êîíúþíêöèé â ñòðîêå. ×òîáû óêàçàòü çíàê ëèòåðàëà — ñ èíâåðñèåé

èëè áåç íåå — äîñòàòî÷íî îäíîãî äâîè÷íîãî ðàçðÿäà. Ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè íà

êàæäûé ëèòåðàë â ñëîâå p
f

áóäåò ðàñõîäîâàòüñÿ ] ( )[log n � �1 1 áèò. Íà j-þ êîíú-

þíêöèþ áóäåò ðàñõîäîâàòüñÿ k n
j
(] ( )[ )log � �1 1 áèò äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ëèòåðà-

ëîâ, ( )] ( )[� � �1 1log n áèò ïîíàäîáèòñÿ äëÿ ðàçäåëèòåëåé. Ïîýòîìó äëèíà ñëîâà

p
f

íå ïðåâûñèò

( ) ] ( )[ (] ( )[ )�

�

� � � � � �

�

	1 1 1 1

1

log logn k n
j

j

( )] ( )[ ] ( )[� � � � � � �1 1 1log logn L n L

� � � � �L L n( ) ] ( )[� 1 1log .

Åñëè ÄÍÔ ñîäåðæèò m � êîíúþíêöèé, òî ïîñëåäíèå � � m áëîêîâ ñëîâà

p
f

çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè. Ïóñòü äàíà ÄÍÔ x x x x3 5 2 4� èç êëàññà DNF10 2 5, , —
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äëèíû íå áîëåå 10 è íå áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ êîíúþíêöèÿìè. Ïóñòü n � 5. Äåñÿòè÷íàÿ

(äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ) ñòðóêòóðà ñëîâà p
f

èìååò âèä |3|1|5|0|0|2|0|4|1|0|. Ðàñ-

øèôðîâêà ÄÍÔ ïî ñëîâó p
f

(àëãîðèòì U ) ïîÿñíÿåòñÿ òàáë. 2.

Ïîñêîëüêó n � 5 è ] ( )[log n � �1 3, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñëîâà p
f

áóäåò

ñëåäóþùèì: |011|1|101|0|000|010|0|100|1|000|. Çàìåòèì, ÷òî çíàê | ñîõðàíåí äëÿ

óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ ñòðóêòóðû ñëîâà, íî â ñëîâå p
f

îí íå ñîäåðæèòñÿ.

6. ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÑÊÀß ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÊËÀÑÑÎÂ ÐÅØÀÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

È ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÊÎÍÎÌÅÐÍÎÑÒÅÉ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü (
~

,
~

)X
l l

� — çàôèêñèðîâàííàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, S —

ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóåìîå äëÿ îáó÷åíèÿ. Âûáîð ðåøåíèÿ f
*

ôóíê-

öèîíàëüíîé ñèñòåìû (åñëè îíî ñóùåñòâóåò)

f X

f X

f X

f S

l l

( ) ,

( ) ,

.................

( ) ,

1 1

2 2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

(1)

íàçûâàåòñÿ áåçîøèáî÷íîé íàñòðîéêîé íà âûáîðêó
~
X

l
. Âûáîð ðåøåíèÿ ôóíê-

öèîíàëüíîé ñèñòåìû (åñëè îíî ñóùåñòâóåò)

f X

f X

f X

j j

j j

j
k

( ) ,

( )

....................

( )

,

1 1

2 2

�

�

�

�

�

�
j
k

f S

,

�

�

�

�

��

�

�

�

�

(2)

íàçûâàåòñÿ íàñòðîéêîé íà k ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ X X X
j j j

k1 2
, , ,� � � âû-

áîðêè
~
X

l
è ÿâëÿåòñÿ íàñòðîéêîé íà ïîäâûáîðêó

~
X

k
âûáîðêè

~
X

l
.

Ò à á ë è ö à 2

Öèôðà

ñëîâà p f

Àëãîðèòì U

3 Âçÿòü ïåðåìåííóþ x
3

1 x
3

áåðåòñÿ áåç èíâåðñèè

5
Ïîñêîëüêó öèôðà íå ðàâíà íóëþ, âçÿòü â òåóùóþ êîíúþíêöèþ ñëåäóþùóþ

ïåðåìåííóþ x
5

0 x
5

áåðåòñÿ ñ èíâåðñèåé

0

Ïîñêîëüêó âìåñòî íîìåðà ïåðåìåííîé — íóëü, òî ïîëó÷åíà êîíúþíêöèÿ x x
3 5

, è

äàëåå íà÷èíàåòñÿ îïèñàíèå ñëåäóþùåé êîíúþíêöèè, åñëè çà ñ÷èòàííûì íóëåì íå

ïîñëåäóåò âòîðîé íóëü; ñ÷åò÷èê âûäåëåííûõ êîíúþíêöèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó
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2

0 x
2

áåðåòñÿ ñ èíâåðñèåé

4
Ïîñêîëüêó öèôðà íå ðàâíà íóëþ, âçÿòü â òåêóùóþ êîíúþíêöèþ ñëåäóþùóþ
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2 4

;

ñ÷åò÷èê âûäåëåííûõ êîíúþíêöèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó è ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

äâóì. Çíà÷åíèå � � 2 ñâèäåòåëüñòâóåò îá îêîí÷àíèè ñëîâà p
f

è ïðåäñòàâëåíèè

ðåçóëüòàòà ðàñøèôðîâêè — x x x x
3 5 2 4
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÷àéíîãî îáíàðóæåíèÿ çàêîíîìåðíîñòè íå ìåíüøå 0,96. Ýòî âïîëíå ïðèåìëåìî íà

ïðàêòèêå è ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

Ïðàâèëî «ïëþñ ïÿòü». Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîãî èçâëå÷åíèÿ çàêîíîìåð-

íîñòè (ðåøàþùåãî ïðàâèëà èëè àëãîðèòìà) èç èñïîëüçóåìîãî ñåìåéñòâà àëãîðèò-
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ìîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëèíà îáó÷àþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëà õîòÿ áû íà

ïÿòü åäèíèö áîëüøå, ÷åì êîëìîãîðîâñêàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî ñåìåéñòâà.

Ïðèìåíèì ïðàâèëî «ïëþñ ïÿòü» äëÿ êëàññà ðåøàþùèõ ïðàâèë, èìåþùèõ

âèä ÄÍÔ íàä n �100 ïåðåìåííûìè äëèíû íå áîëåå L � 20 è íå áîëåå ÷åì ñ � � 7

êîíúþíêöèÿìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííîé îöåíêîé

pVCD DNF L L n
L n

( ) ( )] ( )[ ( ), ,�
� � � � � � � � �1 1 20 6 20 7 202log

îïðåäåëÿåì, ÷òî íàéäåííàÿ çàêîíîìåðíîñòü DNF
20 7 100, ,
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ôèöèðóþùàÿ âñþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó äëèíû l � 207, ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ íåñëó-

÷àéíîé ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,96.
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( ) ýòîãî êëàññà ðàâíà äëèíå îáó÷àþùåé âûáîðêè è äîñòèãàåò ñâî-

åãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà íåâîçìîæíîñòü «ñæàòèÿ» èíôîð-
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Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíîê êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè êëàññîâ àë-

ãîðèòìè÷åñêèõ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî

ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ëîãèêî-êîìáèíàòîðíûõ ïðèåìîâ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê èñ-

ïîëüçóåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä, íà îñíîâå êîòîðîãî ñòðîèòñÿ èíôîðìàöèîí-

íàÿ ñòðîêà (ñëîâî), ïîçâîëÿþùàÿ çàêîäèðîâàòü ëþáîé èíäèâèäóàëüíûé àëãîðèòì

èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Äëèíà ýòîãî ñëîâà â áèòàõ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé

îöåíêîé êîëìîãîðîâñêîé è âàïíèêîâñêîé ñëîæíîñòè èçó÷àåìîãî êëàññà

ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè pVCD-îöåíîê, êîòîðîå ïî-

çâîëÿåò îïðåäåëèòü êà÷åñòâî íàéäåííûõ ïðè îáó÷åíèè ðåøàþùèõ ïðàâèë, ÿâëÿ-

þùèõñÿ êîìïîçèöèÿìè ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ.
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