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Ïðîèçâîëüíóþ îïòèìèçàöèîííóþ ïðîáëåìó P ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ýô-

ôåêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà. Îäíàêî ìíîãèå îïòèìèçàöèîííûå

ïðîáëåìû ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè P NP� ðåøèòü èõ

òî÷íî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ âðÿä ëè âîçìîæíî. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ òà-

êèõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàþòñÿ ýôôåêòèâíûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû. Äëÿ ìàê-

ñèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì åñòü

C-ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì, åñëè îí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà äàåò ðå-

øåíèå ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, íå ìåíüøèì, ÷åì OPT C/ , ãäå OPT —

ãëîáàëüíûé îïòèìóì. Ïðè ýòîì C íàçûâàþò îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè. Ïî-

äîáíîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ìèíèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì.

Äëÿ ïðîáëåìû P óñòàíîâëåíà âåðõíÿÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè C,

åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé C-ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ P.

Äëÿ äàííîé ïðîáëåìû óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ îöåíêà îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè c,

åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî �� 0 íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî

àëãîðèòìà äëÿ P, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îòíîøåíèå àïïðîêñèìàöèè c� �. Åñëè

C c� , òî äëÿ ïðîáëåìû P óñòàíîâëåí ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè (C c� ).

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì íàçûâàþò ïðèáëèæåííûì îïòèìàëüíûì (èëè

ïîðîãîâûì) àëãîðèòìîì.

Ïðîáëåìà óñòàíîâëåíèÿ íèæíèõ îöåíîê îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ

òðóäíîðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Äëÿ òàêîé ïðîáëåìû ñóùåñòâóåò òåðìèí íåàïïðîêñè-

ìèðóåìîñòü (inapproximability) èëè òðóäíîñòü àïïðîêñèìàöèè (hardness of

approximation). Òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè äëÿ

íåêîòîðîé èññëåäóåìîé ïðîáëåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäè-

ìîñòè íåêîòîðîé NP-òðóäíîé ïðîáëåìû ê èññëåäóåìîé ïðîáëåìå ñ òàêèìè ñâîé-

ñòâàìè. Ïîëîæèòåëüíûå ýêçåìïëÿðû NP-òðóäíîé ïðîáëåìû äàþò íîâûå ýêçåìïëÿ-

ðû ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, íå ìåíüøèì ñ, à îòðèöàòåëüíûå ýêçåìïëÿðû

äàþò íîâûå ýêçåìïëÿðû ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè, íå áîëüøèì s. Òîãäà ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîáëåìó ñ îòíîøåíèåì, ìåíüøèì c s/ , ÿâ-

ëÿåòñÿ NP-òðóäíûì. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì ïóòåì, îäíàêî

ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîé PCP-òåîðåìû (Probabilistically Checkable

Proof theorem) [1] è äèñêðåòíîãî àíàëèçà Ôóðüå äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñâîéñòâ ïðîáëåì

(property testing) [2, 3]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ

îöåíîê àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðîáëåìû Max E Lin� � �3 2 (î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå

âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé îò òðåõ ïåðåìåííûõ â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ íàä ïîëåì

GF ( )2 ), èñõîäÿ èç PCP-òåîðåìû, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [4].

Îäèí èç âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ — èñïîëüçîâàíèå ïðåäâàðè-

òåëüíûõ çíàíèé î ïîäîáíûõ ýêçåìïëÿðàõ ïðîáëåì, åñëè îíè äîñòóïíû. Òàêèõ

ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé íåò, ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ïðîáëåì ðàñ-
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ñìàòðèâàþòñÿ èçîëèðîâàíî. Äîñòóïíûìè îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ òîãäà, êîãäà ýêçåì-

ïëÿðû ïðîáëåì âîçíèêàþò êàê íåêîòîðûå ëîêàëüíûå ìîäèôèêàöèè ïðåäûäóùèõ

ýêçåìïëÿðîâ. Èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ýêçåìïëÿðà ïðîáëåìû (èëè áëèç-

êîãî ê íåìó), âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ýòó èíôîðìàöèþ äëÿ

íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî (èëè áëèçêîãî ê íåìó) ðåøåíèÿ ýêçåìïëÿðà ïðîáëåìû,

ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå íåçíà÷èòåëüíûõ ëîêàëüíûõ ìîäèôèêàöèé ïåðâîíà÷àëü-

íîãî ýêçåìïëÿðà. Äàííûé ïîäõîä, íàçâàííûé ðåîïòèìèçàöèåé [6–12], â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ëó÷øåãî êà÷åñòâà â ëîêàëüíî

ìîäèôèöèðîâàííûõ ýêçåìïëÿðàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûìè. Íàïðèìåð,

ïðè âñòàâêå èëè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà çàäà÷à î ïîêðûòèè ìíîæåñòâàìè

ðåîïòèìèçèðîâàíà ñ îòíîøåíèåì ( / (ln ))2 1 1� �m , ãäå m — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà [13]. Æàäíûé àëãîðèòì äàåò êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ln m�1. Ïðè ëþáîì

m�1 èìååì 2
1

1
1�

�
� �

ln
ln

m
m , ò.å. êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ëó÷øå.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåîïòèìèçàöèè ïðîáëåìû Max E Lin� � �3 2 ïðè âñòàâêå
íîâîãî óðàâíåíèÿ (ïðîáëåìà Ins Max E Lin� � � �3 2) ïîëó÷åí ïðèáëèæåííûé àëãî-

ðèòì ñ ñîîòíîøåíèåì
3

2
(äëÿ ïðîáëåìû Max E Lin� � �3 2 îïòèìàëüíûé ïðèáëè-

æåííûé àëãîðèòì èìååò îòíîøåíèå 2). Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà îòíîøåíèÿ àïïðîêñè-

ìàöèè
3

2
ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ

Ins Max Ek Lin� � � �2 ïðè k O n� (log ).

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä íåêîòîðûì ïîëåì a x bij

i

n

i j

�
� �

1

,

1	 	j m , è íóæíî íàéòè çíà÷åíèÿ xi , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå

â îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Åñëè xi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ j ñèñòåìû, òî áó-

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå j âûïîëíåíî. Åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå óðàâíåíèÿ

ñèñòåìû áûëè âûïîëíåíû, òî, êàê èçâåñòíî, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèì ïîëèíîìè-

àëüíûé àëãîðèòì — ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà (åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà). Åñëè

ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, ò.å. âûïîëíèòü âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íåâîçìîæíî, âîç-

íèêàþò ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ «íàèëó÷øèõ ðåøåíèé». Åñëè ðàññìàòðèâàòü

ñèñòåìó íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî îïðåäåëèòü íàèëó÷øåå ðåøå-

íèå — ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ò.å. ìèíèìèçèðîâàòü

j
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1 1
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,

è â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè íàèëó÷øåå ðåøåíèå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Åñëè ïîëåì ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîå ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ: 0 è 1 (GF ( )2 ), è ñëî-

æåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2, âîçìîæíàÿ ìåðà — ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî

âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü L — ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðèïèñûâàÿ êîíêðåòíîìó âåêòîðó

x x xn� � �( )1 � íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì N L x( , ) — ÷èñëî âûïîëíåííûõ

óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ x .

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Max Lin F� � — îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà îòûñêà-

íèÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû L óðàâíåíèé íàä ïîëåì F òàêîãî x , êîòîðûé ìàêñèìèçè-

ðóåò N L x( , ). Åñëè F — ïîëå èç p ýëåìåíòîâ, òî ïðîáëåìó íàçîâåì Max Lin p� � .

Òåîðåìà 1 [5]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòîãî p Max Lin p� � ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé ïðîáëåìîé, ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ Max Lin Q� � , ãäå Q — ïîëå ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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Îïðåäåëåíèå 2. Max Ek Lin� � �2 åñòü ïðîáëåìà äëÿ äàííîé ñèñòåìû L ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé (êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî k ïåðåìåííûõ) — íàéòè

òàêîå x , êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò N L x( , ).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ýêçåìïëÿð (ñèñòåìó L) ïðîáëåìû Max E Lin� � �3 2 èç

øåñòè óðàâíåíèé äëÿ n � 9 ïåðåìåííûõ (� ïðåäñòàâëÿåò ñëîæåíèå ïî mod 2):

x x x

x x x

x x x

x x x

x x

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 4 7

2 5

1

1

1

0

� � �

� � �

� � �

� � �

� �

,

,

,

,

x

x x x

8

3 6 9

0

0

�

� � �

�

�

�
�
��

�

�
�
�
�

,

.

Ïðèïèñûâàÿ çíà÷åíèÿ x x x1 2 6 1� � � �� , x x x7 8 9 0� � � , ïîëó÷àåì, ÷òî âû-

ïîëíåíû âñå óðàâíåíèÿ, êðîìå òðåòüåãî. Ïîñêîëüêó âñå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòå-

ìû íå ìîãóò áûòü âûïîëíåííûìè, ïîñêîëüêó ñèñòåìà íåñîâìåñòíà (åñëè ñëî-

æèòü âñå ëåâûå ÷àñòè ñèñòåìû, ïîëó÷èì 0, à åñëè ïðàâûå — 1), òî â äàííîì

ñëó÷àå N L x( , ) � 5, è ýòî çíà÷åíèå äëÿ L îïòèìàëüíî.

Ðàññìîòðèì ðåîïòèìèçàöèîííûé âàðèàíò ïðîáëåìû Max Ek Lin k� � � �2 3( ) , êî-

òîðûé ñîñòîèò èç ñèñòåìû L, èìåþùåé m óðàâíåíèé E E L E Em m1 1, ..., ( ( , ..., )) , êàæ-

äîå ñîäåðæèò ðîâíî k ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ { }x xn1, ..., , è ïóñòü

x x xn
* * *( , ..., )� 1 — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Ïðîáëåìà Ins Max Ek Lin� � � � 2 . Âõîäíûå äàííûå. Ê ñèñòåìå L E Em( , ..., )1

ñ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì x * äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Em�1 (ñîäåðæèò ðîâíî k ïå-

ðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà { }x xn1, ..., ).

Ðåçóëüòàò. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû L E E Em m( , ..., , )1 1� , èñ-

ïîëüçóÿ x * .

Öåëü. Íàéòè x , êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò N L E E E xm m( ( , ), )1 1� � �� .

Ïóñòü P — íåêîòîðàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà. Äëÿ ýêçåìïëÿðà I ïðîáëå-

ìû P I P( )� ðàçìåðà N çíà÷åíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ — OPT I( ). Ïóñòü äëÿ

ïðèáëèæåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ALG I( ) îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå ðåøå-

íèÿ, êîòîðîå íàõîäèò àëãîðèòì (èëè îæèäàåìîå çíà÷åíèå, åñëè àëãîðèòì ñëó÷àé-

íûé); C �1 — ïàðàìåòð, êîòîðûé ìîæåò áûòü ôóíêöèåé îò N .

Îïðåäåëåíèå 3. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì äîñòèãàåò îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìà-

öèè C (C -ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì) â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ êàæäîãî ýêçåìïëÿðà I P�

ALG I
OPT I

C
( )

( )
� , åñëè P — ìàêñèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà;

ALG I C OPT I( ) ( )	 � , åñëè P — ìèíèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà.

2. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß ÈÇ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÔÓÐÜÅ-ÀÍÀËÈÇÀ
ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Âñå ïðèâåäåííûå íèæå ñâåäåíèÿ âçÿòû èç [15, 16]. Áóëåâû ôóíêöèè áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ f n: , ,{ } { }0 1 0 1� ; åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü 0 è 1,

êàê �1 è 1, òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé f n: ,{ }� �1 1

� �{ }1 1, . Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ñïîñîá ïðåäñòàâèòü f â âèäå ïîëèíîìà.

Íàïðèìåð, äëÿ n � 3 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ majority (áîëüøèíñòâî):

Maj x Maj x x x Maj3 3 1 2 3 3 1 1 1 1( ) ( , , ) : ( , , )� � ,

Maj Maj3 31 1 1 1 1 1 1 1( , , ) , ..., ( , , )� � � � � � � .
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Ïîñëå óìíîæåíèÿ âñåõ ñêîáîê è ñâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ïîëó÷àåì

Maj x x x x x x x3 1 2 3 1 2 3
1

2

1

2

1

2

1

2
( ) � � � � . (1)

Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî âûïîëíèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

f Rn: ,{ }� �1 1 (R — ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë), óìíîæàÿ ñîîòâåòñò-

âóþùèé x-èíòåðïîëÿòîð íà çíà÷åíèå f x( ) .

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f Rn: ,{ }� �1 1 åäèíñòâåííûì îá-

ðàçîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëèíîìà

f x c xS

S n i S

i( )

[ ]

�
� �
� � , (2)

ãäå [ ] , ...,n n� { }1 .

Ôîðìóëà (2) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ôóðüå äëÿ f .

Òðàäèöèîííî êîýôôèöèåíòû cS îáîçíà÷àåì � ( )f S , à

i S

ix

�
� — êàê �S x( ).

Òîãäà (2) ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

f x f S x

S n

S( ) � ( ) ( )

[ ]

�
�
� � .

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî G g g R� � �{ { } }| : ,1 1 . Îïðåäåëèì â G ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå

� � � �
� �
�f g f x g x

n
x n

, ( ) ( )

,

1

2 1 1{ }

.

Ëèíåéíûå ôóíêöèè �S x( ) äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ S ôîðìèðóþò îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ ïî îòíîøåíèþ ê ââåäåííîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ S n� [ ] è ïðîèçâîëüíîãî x n� �{ }1 1, èìååì � � �� �S S, 1,

| ( ) |�S x �1. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Óòâåðæäåíèå 2. Èìååì:

1) åñëè S T� , òî � � �� �S T, 0 ;

2) � ( ) , ( ) ( )

,

f S f f x xS n S

x n

� � � � �
� �
�� �

1

2 1 1{ }

.

Ðàññìîòðèì x x xn� � �( )1 � êàê ñëó÷àéíóþ ñòðîêó, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí-

íóþ íà { }�1 1, n . Òàêîå ñëó÷àéíîå x x xn� � �( )1 � áóäåò ãåíåðèðîâàòüñÿ âûáîðîì

êàæäîãî xi íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî èç { }�1 1, n . Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó-

÷àéíîé áóëåâîé ôóíêöèè f x( ) îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ x, îáîçíà÷èì E f x
x
[ ( )] .

Òåîðåìà 2 (Ïàðñåâàëÿ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé f Rn: ,{ }� �1 1 èìååì

� ( ) [ ( ) ]

[ ]

f S E f x

S n
x

2 2

�
� � .

Óòâåðæäåíèå 3. Èìååì:

1) � � �S T S Tx x x( ) ( ) ( )� � , ãäå S T� — ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü S è T ;
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2) � � �S S Sxy x y( ) ( ) ( )� ;

3) E x
U

x
U[ ( )]

, ,
� �

���
�
�

0

1

åñëè

4) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f Rn: ,{ }� �1 1 è S n� [ ] èìååì � ( ) [ ( ) ( )]f S E f x x
x

S� � ;

5) åñëè f n: , ,{ } { }� � �1 1 1 1 , òî � ( )

[ ]

f S

S n

2 1

�
� � (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2 —

ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).

Ïóñòü F f f E f xB
n

x
� � � � �{ { } { } }| : , , , [ ( )]1 1 1 1 0 — ìíîæåñòâî ñáàëàíñèðî-

âàííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, DICT f f F x f x x i nB
n

i� � � � � � �{ { } }| , , ( ) , [ ]1 1
0 0 —

êëàññ äèêòàòîðñêèõ ôóíêöèé. Äèêòàòîðñêàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò åäèíñò-

âåííîé êîîðäèíàòû. Âëèÿíèå i-é êîîðäèíàòû ôóíêöèè f îïðåäåëèì êàê

Inf l f Pr f x x x f x x xi
x

i n i n( ) [ ( ) ( , ... )]� � � � � � � � �1 1� � �

(Pr
x

[ ]� — âåðîÿòíîñòü îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ x).

Äëÿ äèêòàòîðñêîé ôóíêöèè f x x Inf l f Inf l fi i i( ) ( ) , ( )� � �
0 0

1 0 ïðè i i�
0

.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî In f l f f Si

i S

( ) � ( )�
�
� 2 .

Îïðåäåëèì âëèÿíèå ñòåïåíè d êàê Inf l f f Si
d

i S S d

( ) � ( )

, | |

�
� 	
� 2 è êëàññ ôóíê-

öèé, êîòîðûå èìåþò «ìàëûå» âëèÿíèÿ. Äëÿ öåëîãî d è ïàðàìåòðà � � 0 ïîëîæèì

FFD f f F i n Inf l fd B i
d

, | [ ], ( )� �� � � � 	{ }.

Òàêèì îáðàçîì, FFDd , � — êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå «äàëåêè» îò äèêòàòîðñêèõ

â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå âëèÿíèÿ ñòåïåíè d íå áîëüøå, ÷åì �.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ äàííîãî 0 1	 	� áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x y n, ,� �{ }1 1 åñòü

( )1 2� � -êîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, åñëè x ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé, à y

ãåíåðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ x îòðèöàíèåì êàæäîãî áèòà íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòüþ �.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî E x y Pr x y Pr x yi i i i i i[ ] [ ] [ ]� � � � � �1 2� , îòêóäà ñëåäóåò

íàçâàíèå êîððåëèðóåìûõ è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.

3. PCP-ÒÅÎÐÅÌÀ È ÍÅÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

Èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [16]. Ïóñòü P — ïðîèçâîëüíàÿ îïòèìèçàöèîí-

íàÿ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè — íà ìàêñèìóì) ïðîáëåìà. Ïîä ( , )c s -gap-âåðñèåé

ïðîáëåìû P (GapPc s, ) áóäåì ïîíèìàòü ïðîáëåìó, äëÿ êîòîðîé ëèáî

OPT I c( ) � , ëèáî OPT I s( ) 	 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I P� . Ðàññìîòðèì

NP-ïîëíóþ ïðîáëåìó 3SAT (3-âûïîëíèìîñòü). Ïðîèçâîëüíàÿ 3SAT-ôîðìóëà

(E CNF3� -ôîðìóëà) — ýòî êîíúþíêöèÿ ìíîæåñòâà ñêîáîê, ãäå êàæäàÿ ñêîáêà —

äèçúþíêöèÿ òðåõ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé. Íóæíî îïðåäåëèòü

ïðèïèñûâàíèÿ áóëåâûì ïåðåìåííûì òàêèõ çíà÷åíèé èñòèííîñòè, ÷òî ôîðìóëà

ñòàíîâèòñÿ ëîãè÷åñêè èñòèííîé (âûïîëíèìîé). Ïóñòü CNF -ôîðìóëà � ñ m

ñêîáêàìè c-âûïîëíèìà (c�[ , ]0 1 ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðîå ïðè-

ïèñûâàíèå âûïîëíÿåò cm ñêîáîê è íèêàêîå íå âûïîëíÿåò áîëüøå cm ñêîáîê.
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èíà÷å;



Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü îò 3SAT ê GapPc s,

äëÿ íåêîòîðûõ 0� �s c, ò.å. ñâîäèìîñòü, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò 3SAT-ôîðìóëó � íà

ýêçåìïëÿð I ïðîáëåìû P òàêîé, ÷òî ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:

1) åñëè � èìååò ïðèïèñûâàíèå, êîòîðîå äåëàåò åå âûïîëíèìîé, òî

OPT I c( ) � (óòâåðäèòåëüíûé îòâåò);

2) åñëè � íå èìååò ïðèïèñûâàíèé, êîòîðûå äåëàþò åå âûïîëíèìîé, òî

OPT I s( ) 	 (îòðèöàòåëüíûé îòâåò).

Òàêàÿ ñâîäèìîñòü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãî-

ðèòì ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè, ñòðîãî ìåíüøèì c s/ äëÿ ïðîáëåìû P, òî îïðå-

äåëèòü, âûïîëíèìà ëè 3SAT-ôîðìóëà è, ñëåäîâàòåëüíî, P NP� . Òàêèì îáðàçîì, ïðè

ñòàíäàðòíîì ïðåäïîëîæåíèè P NP� ýòà ñâîäèìîñòü — èñòî÷íèê ïîëó÷åíèÿ ðå-

çóëüòàòîâ ïî íåàïïðîêñèìèðóåìîñòè äëÿ ïðîáëåìû P.

Íà ïðàêòèêå ñâîäèìîñòü, îïèñàííàÿ âûøå, åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîäèìîñ-

òåé. Ïðè÷åì ïåðâàÿ ñâîäèìîñòü â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè — èçâåñòíàÿ PSP-òåîðåìà,

êîòîðàÿ èìååò ìíîæåñòâî ôîðìóëèðîâîê (PSP — Probabilistic Checkable Proof

(âåðîÿòíîñòíî ïðîâåðÿåìûå äîêàçàòåëüñòâà)). Â äàííîì ñëó÷àå îíà ìîæåò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíà êàê ñâîäèìîñòü îò 3SAT ê gap-âåðñèè 3SAT . À èìåííî, ïóñòü

äëÿ ôîðìóëû � OPT ( )� îáîçíà÷àåò ìàêñèìàëüíóþ ÷àñòü ñêîáîê, êîòîðûå ìîãóò

áûòü âûïîëíåíû â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîëüíîãî ïðèïèñûâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

OPT ( )� �1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � âûïîëíèìà. PCP-òåîðåìà óòâåðæäàåò,

÷òî ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòàíòà �� 1 è ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü,

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ýêçåìïëÿð � 3SAT íà äðóãîé 3SAT ýêçåìïëÿð �, òàêîé, ÷òî:

1) åñëè OPT ( )� �1, òî OPT ( )� �1 (ñâîéñòâî ïîëíîòû (completeness));

2) åñëè OPT ( )� � 1, òî OPT ( )� �	 (ñâîéñòâî êîððåêòíîñòè (soundness)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Max SAT�3 íåàïïðîêñèìèðóåìà ñ îòíîøåíèåì àïïðîê-

ñèìàöèè �� �1 1. Çäåñü PCP-òåîðåìà áûëà ïðåäñòàâëåíà êàê êîìáèíàòîðíàÿ ñâî-

äèìîñòü. Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà â òåðìèíàõ ïðîâåðêè äîêàçà-

òåëüñòâ (proof checking). Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäîå NP-óòâåðæäåíèå èìååò

ïîëèíîìèàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü ïîëèíîìèàëüíûì âå-

ðîÿòíîñòíûì ïðîâåðÿþùèì V (verifier), ñ÷èòûâàþùèì òîëüêî êîíñòàíòíîå ÷èñëî

áèòîâ â äîêàçàòåëüñòâå. Ïðîâåðÿþùèé èìååò ñâîéñòâà ïîëíîòû è êîððåêòíîñòè:

êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 è

êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî íåêîððåêòíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ ñ ìàëîé âåðîÿò-

íîñòüþ (íå áîëüøåé 1 %). Ýòî è åñòü äâà ìåòîäà (êîìáèíàòîðíàÿ ñâîäèìîñòü è

ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ) äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåàïïðîêñèìèðóåìîñòè îïòèìèçàöè-

îííûõ ïðîáëåì (êîòîðûå êðàòêî ðàññìîòðåíû íèæå).

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ [4] ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ (proof systems)

ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ïðîâåðÿþùåãî V. Äëÿ ïðîâåðêè óòâåðæäåíèé åìó íóæíû ïî-

ìîùíèêè; áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè èìåþò äîñòóï ê îäíîìó èëè íåñêîëüêèì îðàêó-

ëàì. Âî ìíîãèõ âàðèàíòàõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ îáñóæäàþòñÿ ïîíÿòèÿ äîêàçûâàþ-

ùèõ (proovers, ïðóâåðû) è çàïèñàííûõ äîêàçàòåëüñòâ (written proofs), ýêâèâàëåí-

òíûõ äîêàçàòåëüñòâàì, èñïîëüçóþùèì îðàêóëû, ãäå ñ÷èòûâàíèå i-ãî áèòà

ñîîòâåòñòâóåò âîïðîñó ê îðàêóëó. Çàìåòèì, ÷òî ïðóâåðû áîëåå ìîãóùåñòâåííû,

÷åì îðàêóëû, ïîñêîëüêó ìîãóò áûòü ñëó÷àéíûìè è èñòîðè÷åñêè çàâèñèìûìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Îðàêóë åñòü ôóíêöèÿ  * ,� { }0 1 , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ìíîæå-

ñòâî êîíå÷íûõ ñòðîê â àëôàâèòå  .

Òèïè÷íûé ïðîâåðÿþùèé V x r	 ( , ) — ýòî âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà,

ãäå 	 — îðàêóë, x — ââîä, r — âíóòðåííÿÿ ñëó÷àéíàÿ ëåíòà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðî-

âåðÿþùèé ïðèíèìàåò ðåøåíèå, åñëè îí âûâîäèò åäèíèöó (V x r	 ( , ) �1), èíà÷å

îòâåðãàåò ðåøåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü c è s — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 0 1	 � 	s c .

Ïîëèíîìèàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà V åñòü ïðîâåðÿþùèé â âåðî-

ÿòíîñòíî-ïðîâåðÿåìîì äîêàçàòåëüñòâå (PCP) ñ ïîëíîòîé c è êîððåêòíîñòüþ s äëÿ

ÿçûêà L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

! äëÿ x L� ñóùåñòâóåò îðàêóë 	 òàêîé, ÷òî Pr V x r c
r

[ ( , ) ]	 � �1 ;

! äëÿ x L" è âñåõ 	 èìååì Pr V x r s
r

[ ( , ) ]	 � 	1 .

Îïðåäåëåíèå 7. Ïðîâåðÿþùèé V èñïîëüçóåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñëó÷àé-

íîñòü, åñëè ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî âõîäà x

è äîêàçàòåëüñòâà 	 äëèíà ñëó÷àéíîé ñòðîêè r, êîòîðóþ èñïîëüçóåò V 	 , îöåíèâà-

åòñÿ ñâåðõó êàê c xlog | | .

Îïðåäåëåíèå 8. Ïðîâåðÿþùèé V ÷èòàåò c áèò â PCP, åñëè äëÿ êàæäîãî ðå-

çóëüòàòà ñëó÷àéíûõ èñïûòàíèé è êàæäîãî äîêàçàòåëüñòâà 	 V 	 çàäàåò íå áîëü-

øå c âîïðîñîâ îðàêóëó.

Òåîðåìà 3 (PCP-òåîðåìà) [4]. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå öåëîå c òàêîå,

÷òî ÿçûê â NP èìååò PCP ïðîâåðÿþùåãî V ñ êîððåêòíîñòüþ 1 2/ è ïîëíîòîé 1,

ãäå V èñïîëüçóåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñëó÷àéíîñòü è ÷èòàåò íå áîëüøå c áèò â äî-

êàçàòåëüñòâå.

Òåîðåìà 4 (âàðèàíò PCP-òåîðåìû) [4]. Ïóñòü L — ÿçûê â NP è x — ñòðîêà.

Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ êîíñòàíòà c� 1 òàêàÿ, ÷òî çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå

îòíîñèòåëüíî | |x , ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü E CNF3� -ôîðìóëó � x L, òàêóþ, ÷òî

åñëè x L� , òî � x L, âûïîëíèìà; åñëè x L" , òî ôîðìóëà � x L, íå áîëåå ÷åì c-âûïîë-

íèìà. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïÿòü ðàç.

Îïèøåì îäíîðàóíäîâóþ èíòåðàêòèâíóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ ñ äâóìÿ

ïðóâåðàìè (two prover one-round proof system — 2P1R-ñèñòåìà). Ïðîâåðÿþùèé â

òàêîé ñèñòåìå èìååò äîñòóï ê äâóì îðàêóëàì è ìîæåò çàäàòü îäèí âîïðîñ êàæäî-

ìó èç íèõ (äâà âîïðîñà ôîðìóëèðóþòñÿ äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà íà íèõ îòâå÷àþò).

Ðàçìåð îòâåòîâ îðàêóëîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ, íî ïîñêîëüêó ïðîâåðÿþùèé ðà-

áîòàåò â ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, îí íå ìîæåò ïðî÷èòàòü áîëüøå, ÷åì ïîëèíîìè-

àëüíîå ÷èñëî áèòîâ. Ïóñòü P P1 2, — äâà îðàêóëà è q q1 2, — äâà âîïðîñà. Îðàêó-

ëû èìåþò äîñòóï òîëüêî ê ýòèì âîïðîñàì, è åñëè V ïðèíèìàåò, òî

V x r P q P q( , , ( ), ( ))1 1 2 2 1� .

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü c s, — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 0 1	 � 	s c . Ïîëèíîìè-

àëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà ÒüþðèíãàV ñ äâóìÿ îðàêóëàìè åñòü ïðîâåðÿþùèé

â 2P1R-ñèñòåìå ñ ïîëíîòîé c è êîððåêòíîñòüþ s äëÿ ÿçûêà L, åñëè íà âõîäå x îíà

ôîðìèðóåò (áåç ñîãëàñèÿ ñî ñâîèìè îðàêóëàìè) äâå ñòðîêè (q q1 2, ) òàêèå, ÷òî:

! äëÿ x L� ñóùåñòâóþò òàêèõ äâà îðàêóëà: P P1 2, , äëÿ êîòîðûõ

Pr V x r P q P q c
r

[ ( , , ( ), ( )) ]1 1 2 2 1� � ;

! äëÿ x L" è äëÿ ëþáûõ îðàêóëîâ P P1 2, èìååì Pr V x r
r

[ ( , , P q1 1( ),

P q s2 2 1( )) ]� 	 .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ q q1 2, — âîïðîñû, êîòîðûå V çàäàåò îðàêóëàì, P q1 1( ) çàâè-

ñèò îò x, íî íå çàâèñèò îò q2 , ýòî æå èìååò ìåñòî è äëÿ P q2 2( ).

Èñïîëüçóÿ îäíîðàóíäîâûé ïðîòîêîë ñ êîððåêòíîñòüþ s, ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 9 ìîæíî ïîâòîðèòü åãî ïîñëåäîâàòåëüíî äâàæäû, òîãäà êîððåêòíîñòü óëó÷-

øèòñÿ (óìåíüøèòñÿ) äî s2 . Ïðèìåíÿÿ ïðîòîêîë ïîñëåäîâàòåëüíî u ðàç, ïîëó÷àåì

êîððåêòíîñòü su . Ýòî äàñò ìíîãîðàóíäîâûé ïðîòîêîë. ×òîáû îñòàâèòü åãî îäíî-

ðàóíäîâûì, ïðèìåíèì òåõíèêó ïàðàëëåëüíûõ ïîâòîðîâ. Ïðîâåðÿþùèé V ïîâòî-
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ðÿåò ñâîè ñëó÷àéíûå âûáîðû u ðàç äëÿ ïîëó÷åíèÿ u íåçàâèñèìûõ ïàð âîïðîñîâ

( , )( ) ( )q qi i
i
u

1 2 1� è ïîñûëàåò âîïðîñ ( )( )q i
i
u

1 1� ê P1, à âîïðîñ ( )( )q i
i
u

2 1� — ê P2 .

Çàòåì V ïîëó÷àåò u îòâåòîâ îò êàæäîãî ïðóâåðà è ïðèíèìàåò èõ òàê, êàê
áóäòî îí ðàáîòåò â îäíîðàóíäîâîé ñèñòåìå u ðàç. Êîððåêòíîñòü òàêîãî ïðîòîêîëà

ìîæåò áûòü áîëüøå su , îäíàêî Ðàö (Raz [17]) äîêàçàë, ÷òî ïðè ìàëîì ðàçìåðå îò-
âåòà êîððåêòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî u.

Òåîðåìà 5 [17]. Äëÿ âñåõ öåëûõ d è s� 1 ñóùåñòâóåò cd s, � 1òàêàÿ, ÷òî äëÿ äàí-

íîé 2P1R-ñèñòåìû ñ êîððåêòíîñòüþ s è ðàçìåðàìè îòâåòîâ, íå áîëüøèìè d , äëÿ âñåõ

öåëûõ u êîððåêòíîñòü u ïðîòîêîëîâ, ðàáîòàþùèõ ïàðàëëåëüíî, íå áîëüøå c
d s
u
,

.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü 2 1P R r nc s, ( ( )) — êëàññ ÿçûêîâ L, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñò-

âóåò 2P1R-ñèñòåìà ñ ïðîâåðÿþùèìV , êîòîðîìó äîñòóïíî ñëó÷àéíîå ÷èñëî r n( ) áèò.

Òåîðåìà 6 [18]. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà �P � 0 òàêàÿ, ÷òî NP R n
P

� �2 1 1 1P , (log )� .

4. Î ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì âîïðîñ óñòàíîâëåíèÿ NP-òðóäíîñòè ðåîïòèìèçàöèè äèñêðåòíûõ çàäà÷

îïòèìèçàöèè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [14] (â ÷àñòíîñòè, òåîðåìó 2 [14]),

ïðåäëîæèì òàêîé êðèòåðèé óñòàíîâëåíèÿ NP-òðóäíîñòè ðåîïòèìèçàöèè, ñóòü

êîòîðîãî äëÿ áîëüøèíñòâà NP-òðóäíûõ ïðîáëåì çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè

ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè Òüþðèíãà [19] èñõîäíîé çàäà÷è ê åå ðåîïòèìèçà-

öèîííîìó âàðèàíòó.

Ëåììà 1. Ïóñòü P — NP-òðóäíàÿ ïðîáëåìà è mod-P — íåêîòîðàÿ ëîêàëü-

íàÿ ìîäèôèêàöèÿ äëÿ P. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A, êîòîðûé

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýêçåìïëÿðà I ïðîáëåìû P âû÷èñëÿåò ýêçåìïëÿð #I äëÿ P

(óñëîâèå 1), îïòèìàëüíîå ðåøåíèå #x äëÿ #I (óñëîâèå 2), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëî-

êàëüíûõ ìîäèôèêàöèé òèïà mod (íå áîëåå, ÷åì ïîëèíîìèàëüíóþ), êîòîðàÿ ïðå-

îáðàçóåò #I â I (óñëîâèå 3), òî ïðîáëåìà mod-P ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì P ê mod-P , èñïîëüçóÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäè-

ìîñòü Òüþðèíãà. Ïîñêîëüêó ïðîáëåìà P ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, òî òàêîâîé (ò.å.

NP-òðóäíîé) áóäåò è mod-P [19].

Ïóñòü q — ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìîäèôèêàöèé òèïà mod äëÿ A, êîòîðûå ýêçåìï-

ëÿð #I ïðåîáðàçóþò â I . Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A1

(ñî ñëîæíîñòüþ p) äëÿ mod-P . Òîãäà, ïðèìåíÿÿ A1 òî÷íî q ðàç, íà÷èíàÿ ñ #I , ïî-

ëó÷àåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ I . Ïðè ýòîì êàê ÷èñëî âû÷èñëåíèé (q), òàê

è âðåìÿ êàæäîãî âû÷èñëåíèÿ ( p) ïîëèíîìèàëüíû îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà P, ïîëó-

÷åíà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü (ñî ñëîæíîñòüþ q p� ).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Ïðîáëåìà Ins Max Ek Lin� � � �2 ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ëåììó 1. Â êà÷åñòâå P âîçüìåì NP-òðóäíóþ

ïðîáëåìó Max Ek Lin� � �2 (òåîðåìà 1), à â êà÷åñòâå mod-P — ïðîáëåìó

Ins Max Ek Lin� � � �2 . Ïóñòü I — ïðîèçâîëüíûé ýêçåìïëÿð ïðîáëåìû

Max Ek Lin� � �2 (åìó ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà L, ñîñòîÿùàÿ èç m ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé). Ïóñòü x x x bi i ik1 2
� � � �� — îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé (åãî áåðåì â êà-

÷åñòâå #I ). Ïîñòðîèì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ òàêîå ïðèïèñûâàíèå çíà÷åíèé èñ-

òèííîñòè âåêòîðó x x xn� ( , ..., )1 , êîòîðîå äåëàåò ýòî óðàâíåíèå âûïîëíèìûì.

Ïðèïèøåì ìíîæåñòâó { }x xn1� �� ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè. Åñëè ïðè

ýòîì { }x x xi i ik1 2
, � �� óäîâëåòâîðÿþò ýêçåìïëÿðó #I , ïîñòðîåíèå âûïîëíåíî, èíà-

÷å ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x l kil
( [ ])� ìåíÿåì íà ïðîòèâîïîëîæíîå, â ðåçóëüòàòå

ýêçåìïëÿð #I áóäåò âûïîëíåí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, ò.å. ïåðâûå äâà óñëîâèÿ
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ëåììû 1 âûïîëíåíû. Ïîñêîëüêó #I ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â I íå áîëåå ÷åì m ìî-

äèôèêàöèÿìè mod-P (ò.å. äîáàâèòü íå áîëüøå m óðàâíåíèé), òî óñëîâèå 3 ëåì-

ìû 1 òàêæå âûïîëíåíî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

5. ÂÅÐÕÍßß ÎÖÅÍÊÀ ÎÒÍÎØÅÍÈß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ

Âîñïîëüçóåìñÿ íåêîòîðûìè ñâåäåíèÿìè èç [4]. Ïóñòü k — öåëîå, à P — ýòî

ïðåäèêàò { } { }� � �1 1 1 1, ,k . Îïðåäåëèì ïðîáëåìó âûïîëíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

CSP P� (constraint satisfaction problem). Ýêçåìïëÿð ýòîé ïðîáëåìû — ìíîæåñò-

âî ( )Ci i
m
�1

k-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëèòåðàëîâ. Ïðè íåêîòîðîì ïðèïèñûâàíèè

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ k-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíèìà â P, åñëè ïðè ïðèìå-

íåíèè ê íåé P äàåò çíà÷åíèå �1 (èñòèíà). Äëÿ ýêçåìïëÿðà I è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè x x xk� � �( )1 � îáîçíà÷èì N I x P( , , ) ÷èñëî îãðàíè÷åíèé I , âûïîëíåííûõ

ñ ïîìîùüþ x äëÿ ïðåäèêàòà P.

Îïðåäåëåíèå 11. Max CSP P� � åñòü ïðîáëåìà äëÿ äàííîãî ýêçåìïëÿðà I :

íàéòè x , êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò N I x P( , , ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Max Ek Lin� � — ÷àñòíûé ñëó÷àé Max CSP P� � .

Îïðåäåëåíèå 12. Âåñ w P k( , ) CSP-ïðîáëåìû ñ äàííûì ïðåäèêàòîì P îò k

áóëåâûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê p k2� , ãäå p — ÷èñëî çíà÷åíèé â { }�1 1, k ,

êîòîðûå âûïîëíÿþò P.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ Max Ek Lin� � �2 âåñ ðàâåí 1 2/ ïðè âñåõ k, à äëÿ

Max Ek SAT� � ñ îòíîøåíèåì w P x k( , ) � � �1 2 .

Òåîðåìà 8 [4]. Äëÿ ïðîáëåìû Max CSP P� � ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé

ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè w P k( , )�1.

Òåîðåìà 9. Äëÿ ïðîáëåìû Max Ek Lin� � �2 ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé

ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8 (w P k( , ) /�1 2 äëÿ çàäà÷è

Max Ek Lin� � �2 ). Ïîñêîëüêó äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì, åãî íóæ-

íî äåðàíäîìèçèðîâàòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ìåòîäà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé [18].

Òåîðåìà 10. Äëÿ ïðîáëåìû Ins Max Ek Lin� � � �2 (ðåîïòèìèçàöèÿ

Max Ek Lin� � �2) ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ îòíî-

øåíèåì àïïðîêñèìàöèè 3 2/ , åñëè k O n� (log ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïîäõîä, ðàññìîòðåííûé â [13]. Ïóñòü I — ýê-

çåìïëÿð ïðîáëåìû Max Ek Lin� � �2, êîòîðûé ñîñòîèò èç ñèñòåìû L E Em( )1� ��

è îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x * ; c x( )* — ÷èñëî âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå

L E Em( , ..., )1 ðåøåíèåì x * . Ê ñèñòåìå äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèÿ Em�1, â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ýêçåìïëÿð #I ïðîáëåìû Ins Max Ek Lin� � � �2; ïóñòü xI '
* — åãî îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå. Åñëè xI '
* íå âûïîëíÿåò óðàâíåíèÿ Em�1, òî x * — îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå ýêçåìïëÿðà #I ïðîáëåìû Ins Max Ek Lin� � � �2, îòñþäà

c x c xI( ) ( )* *� �' 1 (3)

(â ëåâîé ÷àñòè çàïèñàíî óñëîâèå, ÷òî x * — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå #I , à â ïðà-

âîé — ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íå âûïîëíÿåò óðàâíåíèÿ Em�1). Ïóñòü xI '
*

âûïîëíÿåò óðàâíåíèå Em�1. Ñóùåñòâóåò 2 1k� ïðèïèñûâàíèé ïåðåìåííûì, êî-

òîðûå âûïîëíÿþò óðàâíåíèå Em�1. Ïîñòðîèì 2 1k� ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
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x ii k( [ ])� �2 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áåðåì i-å ïðèïèñûâàíèå, êîòîðîå âûïîëíÿåò

óðàâíåíèå Em�1. Èç ñèñòåìû óäàëÿåì Em�1 è ê îñòàâøèìñÿ óðàâíåíèÿì (ó÷è-

òûâàÿ ðåçóëüòàò ïðèïèñûâàíèÿ) ïðèìåíÿåì íåêîòîðûé ïîëèíîìèàëüíûé 
-ïðè-

áëèæåííûé àëãîðèòì, â ðåçóëüòàòå èìååì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x i :

c x c x c xi
I I( ) ( ( ) ) ( )* *� � � � � �

1
1 1

1
1

1


 
 

' ' . (4)

Óìíîæàÿ (3) íà 1
1

�



è ñêëàäûâàÿ ñ (4), ïîëó÷àåì

1
1

1
1

1
1

�



�
��



�
�� � � �




�
��



�
�� � �




�
 
 

c x c x c xi

I( ) ( ) ( )* *
' ��



�
��� � � �

1
1

1


 

c x c xI I( ) ( )* *

' ' .

Èç ðåøåíèé x * è x i âûáèðàåì íàèëó÷øåå (ò.å. ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì öå-

ëåâîé ôóíêöèè c ) è îáîçíà÷àåì x . Èìååì

c x c x c xI
i( ) max ( ), ( )* *

' 	 � �



�
��



�
�� � �




�
��



�
�1

1
1 2

1


 

{ } � c x( ) ,

îòêóäà c x c xI( ) ( )*� �



�
��



�
��

�

2
1

1



' . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàííûé àëãîðèòì áûë ïîëè-

íîìèàëüíûì, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû 2 1k cn� 	 (n — îáùåå ÷èñëî ïåðå-

ìåííûõ, c � const ), îòêóäà ñëåäóåò k O n� (log ) (ñì. óñëîâèå òåîðåìû 10). Òà-

êèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà ïîëó÷åíî ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå x ýêçåìïëÿðà #I ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè 2 1� / 
 .

ßñíî, ÷òî âñåãäà 2 1� �/ 
 
 (
 �1). Ïîëîæèì 
 � 2, ò.å., ïðèìåíèâ ïðèáëèæåí-

íûé àëãîðèòì èç òåîðåìû 9, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû.

6. ÍÈÆÍßß ÎÖÅÍÊÀ ÎÒÍÎØÅÍÈß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâó S n$ [ ], îïðåäåëÿåòñÿ

êàê L x xS i

i S

( ) �
�
� (ñóììèðîâàíèå ïî ìîäóëþ 2).

Îïðåäåëåíèå 13. Ôóíêöèÿ f n: , ,{ } { }0 1 0 1� ëèíåéíà, åñëè

� � � � �x y f x y f x f yn, , : ( ) ( ) ( ){ }0 1 . (5)

Íàîáîðîò, ôóíêöèÿ f ëèíåéíà, åñëè îíà ðàâíà LS äëÿ íåêîòîðîãî S n$ [ ].

Ðàâåíñòâî (5) áåðåì â êà÷åñòâå òåñòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà ëèíåéíîñòü ôóíê-

öèè f x( ) :

1) x y n, ,�{ }0 1 âûáèðàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíî è íåçàâèñèìî;

2) åñëè f x y f x f y( ) ( ) ( )� � � , òî òåñò ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å îòâåðãàåòñÿ.

Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áóëåâûõ çíà÷åíèé. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâà-

íèå äëÿ a a a� � �{ }0 1 1, : ( ) , êîòîðîå îòîáðàæàåò 0 â 1, à 1 — â �1. Ïðè ýòîì

ñóììèðîâàíèå ïî mod 2 ïðåîáðàçóåòñÿ â óìíîæåíèå

a b a b a b� � � � � ��( ) ( ) ( )1 1 1 . Äëÿ ôóíêöèè f n: , ,{ } { }� � �1 1 1 1 áóäåì èìåòü íî-

âóþ ôîðìó ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííóþ ñ ïîäìíîæåñòâàìè S n x xS

i S

i$ �
�
�[ ] : ( )� .

Òåïåðü íîâûé ëèíåéíûé òåñò ïðîâåðÿåò f x y f x f y( ) ( ) ( )� � � äëÿ ñëó÷àéíûõ

x y n, ,� �{ }1 1 , ãäå x y� — ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæåíèå, ò.å. ( )x y x yi i i� � � . Âûðà-

æåíèå f x f y f xy( ) ( ) ( ) ðàâíî 1, åñëè òåñò ïðèíèìàåòñÿ (ïîñêîëüêó

f x f y f xy f x f y f x f y( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �f x f y2 2 1( ) ( ) ), è ðàâíî �1, åñëè òåñò îò-

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 3 27



âåðãàåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà
1

2

� f x f y f xy( ) ( ) ( )
— èíäèêàòîð òîãî, ÷òî

òåñò ïðèíèìàåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò

Pr[òåñò îòâåðãàåòñÿ] �
�%

&
'

(

)
*

� �
E

f x f y f xy

x y n, ,

( ) ( ) ( )

{ }1 1

1

2
. (6)

Òåîðåìà 11 [16] (íåôîðìàëüíûé ïîäõîä). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P — ìàêñèìè-

çàöèîííàÿ ïðîáëåìà è Val F RB: � � — îöåíêà (valuation) íà ìíîæåñòâå ñáàëàí-

ñèðîâàííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïóñòü ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0� �s c òàêèå, ÷òî:

1) � � �f DICT Val f c( ) (ñâîéñòâî ïîëíîòû);

2) � � 	f FFD Val f sd , ( )� (ñâîéñòâî êîððåêòíîñòè).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà òåîðèè

ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Òîãäà äëÿ äàííîãî ýêçåìïëÿðà ïðîáëåìû P, êîòîðûé

èìååò ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì, íå ìåíüøèì c, íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àë-

ãîðèòìà, êîòîðûé íàõîäèò ðåøåíèå ñî çíà÷åíèåì, íå áîëüøèì s . Â ÷àñòíîñòè, íå

ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ïðîáëåìû P ñ îòíîøåíèåì àïïðîê-

ñèìàöèè, ñòðîãî ìåíüøèì c s/ .

Òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà íåôîðìàëüíî è òðåáóåò íåêîòîðûõ êîììåíòàðèåâ:

1) âûáîð îöåíêè Val( )� ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðîáëåìû P, è ðàçëè÷íûå

ïðîáëåìû ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì èíòåðåñíûì îöåíêàì;

2) çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà d �+ �, � 0 ; ÷àñòî

ïîëó÷àåòñÿ s s� # � � , ãäå #s — ñïåöèàëüíàÿ êîíñòàíòà è �� 0 , êàê òîëüêî

d �+ �, � 0 .

3) òåîðåòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé äîëæíà áûòü

â èäåàëå P NP� , íî ÷àñòî îíà èìååò è äðóãîé âèä;

4) àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ìèíèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì.

Ôóðüå-àíàëèç áóëåâûõ ôóíêöèé — íàäåæíîå ñðåäñòâî êîíñòðóèðîâàíèÿ

òðóäíûõ ýêçåìïëÿðîâ äëÿ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

NP-òðóäíîñòè àïïðîêñèìàöèè. Ýòè òðóäíûå ýêçåìïëÿðû ôîðìèðóþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñèñòåìû òåñòîâ.

Îïðåäåëåíèå 14 [15]. «Äèêòàòîðñêèé ïðîòèâ ìàëûõ âëèÿíèé òåñò» ñ q âîï-

ðîñàìè, èñïîëüçóþùèé ïðåäèêàò � : , ,{ } { }� �1 1 q pass fail , ñîñòîèò èç ñëó÷àéíîé

ïðîöåäóðû äëÿ âûáîðà ñòðîê x xq
n

1 1 1, ..., ,� �{ } . Òåñò ïðèíèìàåò ôóíêöèþ

f n: , ,{ } { }� � �1 1 1 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ Pr f x f x pass
x x

q
q1

1
� �

�
�

[ ( ( ), ..., ( )) ]� . Ñ÷è-

òàåòñÿ, ÷òî òåñò èìååò ïîëíîòó c, åñëè n äèêòàòîðñêèõ ôóíêöèé ïðîõîäÿò ýòîò òåñò ñ

âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé c ; êîððåêòíîñòü s, åñëè âñå ôóíêöèè, èìåþùèå o( )1 — ìà-

ëûå âëèÿíèÿ (o( )1 îòíîñèòåëüíî n), ïðîõîäÿò òåñò ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøåé s o� ( )1 .

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òåñò åñòü «c ïðîòèâ s, äèêòàòîðñêèé ïðîòèâ ìàëûõ âëèÿíèé òåñò».

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìû Max E Lin� � �3 2 è Ins Max E Lin� � � �3 2. Ïóñòü

I Max E Lin� � � �3 2 è # � � � � �I Ins Max E Lin3 2. Ïåðåõîä îò I ê #I ñîîòâåòñòâó-

åò çàìåíå â «c ïðîòèâ s, äèêòàòîðñêèõ ïðîòèâ ìàëûõ âëèÿíèé òåñòàõ» ÷èñëà âîï-

ðîñîâ q íà q �1.

Ëèíåéíûé òåñò ñ âîçìóùåíèÿìè. Ãåíåðèðóåì ñëó÷àéíî äâå ðàâíîìåðíî ðàñ-

ïðåäåëåííûå è íåçàâèñèìûå âõîäíûå ñòðîêè: x y n, ,� �{ }1 1 , è çàïèñûâåì w xy� .

Îïðåäåëèì z âûáîðîì êàæäîãî áèòà w íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòüþ � ñ ïîñëåäóþ-

ùèì åãî îòðèöàíèåì. Çàìåòèì, ÷òî êîððåëÿöèÿ êàæäîãî áèòà z ïî îòíîøåíèþ

ê w åñòü ( )1 2� � (îïðåäåëåíèå 4), ò.å. z w, �1 2� .Îïðåäåëèì Val f( ) �
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� �
, �

Pr f z f x f y
x y z w, ,

[ ( ) ( ) ( )]
1 2�

äëÿ îïòèìèçàöèîííîé ïðîáëåìû Ins Max� � E3�

� �Lin 2 , îöåíêà ëèíåéíî çàâèñèò îò çíà÷åíèé f íà òðåõ ñëó÷àéíûõ (íî êîððåëè-

ðîâàííûõ) âõîäàõ.

Ëåììà 2 (ñâîéñòâî ïîëíîòû). Åñëè f DICT� , òî Val f( ) � �1 � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòû i n0 �[ ] èìååì

f x x f y y f z zi i i( ) , ( ) , ( )� � �
0 0 0

è z x yi i i0 0 0
� ñ âåðîÿòíîñòüþ �; çíà÷èò, f z( ) �

� f x f y( ) ( ) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� �.

Ëåììà 3 (ñâîéñòâî êîððåêòíîñòè). Åñëè f FFDd� , � , òî Val f( ) 	 �
2

3
� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî âå-

ðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ òåñòà ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå áó-

ëåâîé ôóíêöèè f . Ïóñòü �� �{ }1 1, n — ñëó÷àéíûé âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî

ïðèíèìàþò íåçàâèñèìî çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� � è çíà÷åíèå �1 â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå. Òåñò ïðèíèìàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f x f y f xy( ) ( ) ( )� �1.

Ñîãëàñíî (6) ïîëó÷èì

Pr[òåñò îòâåðãàåòñÿ] �
�%

&
'

(

)
*

� �
E

f x f y f xy

x y n, , ,

( ) ( ) ( )

�

�

{ }1 1

1

2
,

îòñþäà

Pr[òåñò ïðèíèìàåòñÿ] �

� �
�%

&
'

(

)
* � �1

1

2

1

2

1

2
E

f x f y f xy
E f x f

x y x y, , , ,

( ) ( ) ( )
[ ( )

� �

�
( ) ( )]y f xy� . (7)

Âû÷èñëèâ E f x f y f xy
x y, ,

[ ( ) ( ) ( )]
�

� , ïîëó÷èì

E f x f y f xy
x y, ,

[ ( ) ( ) ( )]
�

� �

�
%

&
'



�
�



�
�



�
�



�
�



�
�� �E f S x f T x

x y
S

S

T

T

U
, ,

� ( ) ( ) � ( ) ( )
�

� � � 

�
�
(

)
* �

� ( ) ( )f U xyU� �

�
%

&
'

(
�E f S f T f U x y xy

x y
S

S T U

T U
, , , ,

( � ( ) � ( ) � ( ) ( ) ( ) ( )
�

� � � �
)
* �

� � � ( ) � ( ) � ( ) [ ( ) ( ) ( )]
, ,

, ,

f S f T f U E x y xy
x y

S T U

S T U
�

� � � � .

Íàéäåì

E x y xy E x y
x y

S T U
x y

S T U U
, , , ,

[ ( ) ( ) ( )] [ ( ) ( ) ( )
� �

� � � � � � � � �� ( ) ( )]x yU� �

� �
%

&
'



�
��

�
�E x y E x

x y
S U T U U

x y i S U

i
, , , ,

[ ( ) ( ) ( )]
� �

� � � �� �
�



�
��



�
��



�
��



�
��



�
��
(

)
* �

� �
� �

j T U

j

k U

ky

�

�

�
%

&
'

(

)
*

%

&
'

(

)
*

%

&
'

(

)
*

� � �
� � �E x E y E

x i S U

i
y j T U

j k

k U� � �
� .

Åñëè S U� ëèáî T U� , òî îäíà èç ñèììåòðè÷åñêèõ ðàçíîñòåé íåïóñòà è îäíî èç

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé E x E y
x i S U

i
y j T U

j
%

&
'

(

)
*

%

&
'

(

)
*

� �
� �
� �

, ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó äîëæíî

áûòü S T U� � . Âû÷èñëèì E Ek

k U k S

k

k S

S

�
� � � �

%

&
'

(

)
* � � � � �

� � �
� � �( ) ( ) ( ) | |1 2 1 2 , ïî-
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ñêîëüêó E k� � � �� � � � �1 1 2 (âåçäå èñïîëüçîâàëàñü íåçàâèñèìîñòü x y, , � è óò-

âåðæäåíèå 3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì E f x f y f xy f S
x y S

S

, ,

| |[ ( ) ( ) ( )] � ( ) ( )
�

� �� �� 3 1 2 .

Òàêèì îáðàçîì,

Val f Pr f S

S

S( ) [ ] � ( ) ( ) |� � � ��òåñò ïðèíèìàåòñÿ
1

2

1

2
1 23 � | ,

Val f f S f S
S

S

S S
( ) max � ( )( ) � ( ) max| |	 � � � ��1

2

1

2
1 2

1

2

1

2

2{ }� { }� ( )( ) | |f S S1 2� �

(ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ).

Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ è òîãî ôàêòà, ÷òî ôóíêöèÿ ñáàëàíñèðîâàíà,
� ( )f � � 0. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî S �� èìååì | � ( )( ) || |f S S1 2� 	� � . Ïîñêîëü-

êó âëèÿíèå ñòåïåíè d êàæäîé êîîðäèíàòû íå áîëüøå �, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

äîëæíî áûòü S �� ëèáî | |S d� , ëèáî � ( )f S 2 	 � , èíà÷å ëþáàÿ êîîðäèíàòà â S

èìåëà áû âëèÿíèå ñòåïåíè d íå ìåíüøå � . Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèâ

� � �� �max ( ) ,{ }1 2 d , ïîëó÷èì Val f( ) 	 � 	 �
1

2

1

2

2

3
� � .

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü P NP� ; � �, � 0 — ïðîèçâîëüíûå ìàëûå êîíñòàíòû. Äëÿ

äàííîãî ýêçåìïëÿðà ïðîáëåìû Ins Max E Lin� � � �3 2, êîòîðûé èìååò ðåøåíèå íå

ìåíüøå, ÷åì ñ ( )1� � ÷àñòüþ âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé, íèêàêîé ïîëèíîìèàëüíûé

àëãîðèòì íå ñìîæåò íàéòè ðåøåíèå x íå áîëåå ÷åì ñ ( / )2 3� � ÷àñòüþ âûïîëíåí-

íûõ óðàâíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ

Ins Max E Lin� � � �3 2 ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè, ñòðîãî ìåíüøèì 3 2/ .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ ëåìì 2 è 3 ê òåîðåìå 11.

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 14 ëèíåéíûé òåñò ñ âîçìóùåíèÿìè NP-

òðóäíûé «1� � ïðîòèâ 2 3/ � �, äèêòàòîðñêèé ïðîòèâ ìàëûõ âëèÿíèé òåñò» äëÿ

ïðîáëåìû Ins Max E Lin� � � �3 2 .

Èç òåîðåì 10, 12 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî 3 2/ — ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñè-

ìàöèè äëÿ ïðîáëåìû Ins Max E Lin� � � �3 2 .

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [4], ñõåìàòè÷åñêè ðàññìîòðèì âòîðîé ñïîñîá äî-

êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12, ïðèìåíÿÿ òåõíèêó ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâ (ãäå ÿâíî ïðîäåìî-

íñòðèðîâàíà ñâîäèìîñòü ê ýêçåìïëÿðàì ïðîáëåìû Ins Max E Lin� � � �3 2).

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì äëÿ Ôóðüå-àíàëèçà áóëåâûõ ôóíêöèé åñòü òàê íàçû-

âàåìûé äëèííûé êîä (long code). Ïóñòü U n U W� �[ ], , äëÿ x W� �{ }1 1, | | îáî-

çíà÷èì x U/ îãðàíè÷åíèå äëÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ âU . Ïóñòü FU —

ìíîæåñòâî ôóíêöèé f U: , ,| |{ } { }� � �1 1 1 1 . Öåíòðàëüíûì âîïðîñîì åñòü èçó÷å-

íèå ôóíêöèé A FU: ,� �{ }1 1 , âîñïðèíèìàåìûõ êàê ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ

ôóíêöèé îò u U� | | ïåðåìåííûõ (ñîñòàâëÿåò âñåãî 22u

ôóíêöèé).

Îïðåäåëåíèå 15. Äëèííûé êîä ïðèïèñûâàíèÿ x n� �{ }1 1, åñòü îòîáðàæåíèå

A Fx U: ,� �{ }1 1 òàêîå, ÷òî A f f xx ( ) ( )� äëÿ âñåõ f FU� .

Åñëè îòîæäåñòâèòü áóëåâó ôóíêöèþ ñ åå òàáëèöåé èñòèííîñòè, òî äëèííûé

êîä — ýòî ñòðîêà äëèíîé 22u

.

Îïðåäåëåíèå 16. Äëÿ ôóíêöèè A FU: ,� �{ }1 1 îïðåäåëèì ôóíêöèþ Atrue ,

êîòîðàÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ( , )f f� âûáèðàåò îäíó èç äâóõ ôóíêöèé. Åñëè âûáèðà-

åòñÿ f , òî A f A ftrue ( ) ( )� è A f A ftrue ( ) ( )� � � , åñëè âûáèðàåòñÿ � f , òî

A f A ftrue ( ) ( )� � � è A f A ftrue ( ) ( )� � � .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà A f A ftrue true( ) ( )� � � .

Îïðåäåëåíèå 17. Äëÿ ôóíêöèé A FU: ,� �{ }1 1 è h FU� îïðåäåëèì ôóíê-

öèþ A Fh U: ,� �{ }1 1 , ïîëîæèâ A f A f hh ( ) ( )� - äëÿ êàæäîé f .

Íèæå èññëåäóåì íåñêîëüêî PCP-ñèñòåì íà îñíîâå Ôóðüå-àíàëèçà ôóíêöèé A.

Íà÷íåì ñ 3 CNF -ôîðìóëû �, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû

4 ê ïðîèçâîëüíîìó ÿçûêó L èç NP. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî � âûïîëíèìà, ëèáî íå

áîëåå ÷åì c-âûïîëíèìà äëÿ íåêîòîðîé c� 1, è îòëè÷èòü ýòè äâà ñëó÷àÿ ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ NP-òðóäíûì. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñêîáêà â � èìååò äëèíó ðîâíî 3

ïåðåìåííûõ è êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ó÷àñòâóåò ðîâíî â ïÿòè ñêîáêàõ.

Áàçîâàÿ 2P1R-ñèñòåìà

Ââîä. 3�CNF -ôîðìóëà � � - - -C C Cm1 2 � , ãäå C j ñîäåðæèò ïåðåìåííûå

x x xa b cj j j
, , .

Ïðîâåðÿþùèé. 1. Ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåò j m�[ ] è

k a b cj j j�{ }, , , j ïîñûëàåòñÿ ê P1, à k ïîñûëàåòñÿ ê P2 .

2. Ïîëó÷àåò çíà÷åíèÿ äëÿ x x xa b cj j j
, , îò P1 è äëÿ xk îò P2 . Ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè äëÿ xk ñîãëàñîâàíû è C j âûïîëíèìà.

Ëåììà 4 [4]. Åñëè � c-âûïîëíèìà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ P1 è P2 , òîV ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â áàçîâîé 2P1R-ñèñòåìå ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå áîëüøåé ( ) /2 3� c .

Îñíîâíàÿ u -ïàðàëëåëüíàÿ 2P1R-ñèñòåìà

Ââîä. 3�CNF -ôîðìóëà � � - - -C C Cm1 2 � , ãäå C j ñîäåðæèò ïåðåìåííûå

x x xa b cj j j
, , .

Ïðîâåðÿþùèé . 1. Äëÿ i u�1 2, , ..., âûáèðàåò ñëó÷àéíî, ðàâíîâåðîÿòíî è íåçàâè-

ñèìî j mi �[ ] è k a b ci j j ji i i
�{ }, , , ïîñûëàåò ( )ji i

n
�1

ê P1, à ( )k i i
n
�1

ïîñûëàåò ê P2 .

2. Ïîëó÷àåò çíà÷åíèÿ äëÿ x x xa b cji ji ji
, , îò P1 è äëÿ xki

— îò P2 ïðè

i u�1 2, , ..., . Ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè äëÿ xki
ñîãëàñî-

âàíû (ñîâïàäàþò) è C ji
âûïîëíèìû äëÿ âñåõ 1	 	i u. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5, ëåì-

ìó 4 è ÷åñòíóþ ñòðàòåãèþ, êîãäà � âûïîëíèìà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5 [4]. Åñëè � c-âûïîëíèìà, ãäå c� 1, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cc � 1

òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî u îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè äëÿ P1 è P2 ïðèíóæäàþò

V óòâåðäèòü â 2P1R-ñèñòåìå ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå áîëüøåé cc
u . Åñëè � âûïîëíèìà,

òî V âñåãäà óòâåðæäàåò (ïðèíèìàåò).

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì U ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ( )k i i
n
�1

, êîòîðûå ïîñû-

ëàþòñÿ ê P2 , à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ( , , )x x xa b c i
u

ji ji ji �1
, êîòîðûå ïîñûëàþòñÿ ê

P1, îáîçíà÷èì W. ÌíîæåñòâîU èìååò äëèíó u, à ìíîæåñòâî W — äëèíó 3u.

Â äàëüíåéøåì êîíâåðòèðóåì 2P1R-ñèñòåìó â PCP-ñèñòåìó.

Îïðåäåëåíèå 18. Ñòàíäàðòíî çàïèñàííîå äîêàçàòåëüñòâî ñ ïàðàìåòðîì u èëè

SWP u( ) ñîñòîèò äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà V n$ [ ] ðàçìåðà íå áîëåå 3u èç ñòðîêè

äëèíîé 22| |V

, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òàáëèöà ôóíêöèè A FV V: ,� �{ }1 1 .

Îïðåäåëåíèå 19. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî SWP u( ) — êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ

ôîðìóëû � îò n ïåðåìåííûõ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðèïèñûâàíèå x, êîòîðîå âûïîëíÿåò

� òàê, ÷òî AV — äëèííûé êîä x V/ äëÿ ïðîèçâîëüíîãîV äëèíû íå áîëåå 3u.

Äëèíà SWP u( ) íå áîëüøå n u u3 22
3

, è åñëè u � const , òî îíà ïîëèíî-

ìèàëüíà.
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Òåñò L u
2
� ( )

Ââîä. Çàïèñàííîå äîêàçàòåëüñòâî SWP u( ).

Ñâîéñòâî. Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè SWP u( ) äëÿ ôîðìóëû � � - - -C C Cm1 2 � .

Ïðîâåðÿþùèé. 1. Ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåò ñêîáêè ( )C j i
u

i �1
è

äëÿ êàæäîãî i ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåò ïåðåìåííóþ xki
èç C ji

. Ïóñòü

U x x xk k ku
� � �{ }

1 2
, � , W — ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â âû-

áðàííûõ ñêîáêàõ, è h C
i
u

ji
� - �1

.

2. Âûáèðàåò f FV� ðàâíîâåðîÿòíî.

3. Âûáèðàåò g FW1 � ðàâíîâåðîÿòíî.

4. Âûáèðàåò ôóíêöèþ ��FW , ïîëîæèâ �( )y �1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� �, è

�( )y � �1 ñ âåðîÿòíîñòüþ �, íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî y W� �{ }1 1, | |.

5. Ôîðìèðóåò g fg2 1� �, ò.å. îïðåäåëÿåò g2 äëÿ êàæäîãî y W� �{ }1 1, | |, êàê

g y f y g y yU2 1( ) ( ) ( ) ( )/� � .

6. Ïðèíèìàåò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A f A g A gU true W h true W h true, , , , ,( ) ( ) ( )1 2 1� .

Ïîñêîëüêó èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ îòíîñèòåëüíî ýêçåìïëÿðîâ

Ins Max E Lin� � � �3 2, ÷èñëî óðàâíåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ( u çàìåíÿåòñÿ íà

u�1).

Ëåììà 6. Ïîëíîòà òåñòà L u
2

1� ( )� íå ìåíüøå 1� �.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.1 èç [4].

Ëåììà 7. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ � �� �0 0, äîïóñòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ïðîâåðÿþùèé ïðèíèìàåò òåñò L u
2

1� ( )� , åñòü
2

3
1( )� � . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòðàòå-

ãèÿ äëÿ P1 è P2 â ( )u�1 -ïàðàëëåëüíîé 2P1R-ñèñòåìå, êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü

ïðîâåðÿþùåìó ïðèíÿòü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 4
1 4

3

2

�
��


�
�



�
� .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.2 èç [4].

Ïóñòü çàäàíî ìàëîå �1 0� . Âûáåðåì òàêîå �� 0, ÷òî ( ( )1
2

3
1

1

� . �



�
�



�
� �
�

� �

� �
3

2
1� (íàïîìíèì, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî { }�1 1, , òî â ëåâîé ÷àñ-

òè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïî mod 2 — ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííûõ, è â ïðàâîé ÷àñòè

1 èëè �1).

Ïóñòü L — ïðîèçâîëüíûé ÿçûê â NP, x — íåêîòîðûé âõîä, è íóæíî îïðåäå-

ëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè x ê L. Ïî òåîðåìå 4 çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæíî ïîëó-

÷èòü E CNF3� -ôîðìóëó � (êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ ïÿòü ðàç) òàêóþ, ÷òî

åñëè x L� , òî � âûïîëíèìà, è åñëè x L" , òî � íå áîëåå ÷åì c-âûïîëíèìà, ãäå c —

êîíñòàíòà, ìåíüøàÿ 1. Ïîëîæèì â ëåììå 7 � �� è âûáåðåì ÷èñëî óðàâíåíèé u�1

òàê, ÷òîáû 4
1 4

3

2
1�

��


�
�



�
� � �cc

u , ãäå cc — êîíñòàíòà èç ëåììû 5. Ïðèìåíèì òåñò

L u
2

1� ( )� ê �.

Äëÿ êàæäîãî áèòà b â SWP u( )�1 ââåäåì ïåðåìåííóþ xb . Ïðèíÿòîå óòâåðæäåíèå â

òåñòå L u
2

1� ( )� ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ b b b bU f W h g W h g, , , , ,1 2
� #, ãäå bU f, , bW h g, , 1

,
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bW h g, , 2
— áèòû â äîêàçàòåëüñòâå A fU true, ( ) , A gW h true, , ( )1 , A gW h true, , ( )2 ñîîòâåò-

ñòâåííî è #b — êîíñòàíòà.

Çàïèøåì óðàâíåíèå ñ âåñàìè x x x bb b bU f W h g W h g, , , , ,1 2
� #. Âåñ ýòîãî óðàâíåíèÿ —

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîâåðÿþùèé â òåñòå L u
2

1� ( )� âûáåðåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ( , , , , , )U W h f g g1 2 . Êàæäîå äîêàçàòåëüñòâî îòâå÷àåò ïðèïèñûâàíèÿì ïåðå-

ìåííûõ xb , è îáùèé âåñ âñåõ âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

äîêàçàòåëüñòâî ïðèíèìàåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè x L� , òî ìàêñèìàëüíûé

âåñ îäíîâðåìåííî âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé íå ìåíüøå 1� �; åñëè x L" , òî ïî

ëåììå 7 è ïî âûáîðó u ýòîò âåñ íå áîëüøå
2

3
1( )� � . ×èñëî ðàçíûõ óðàâíåíèé îãðà-

íè÷åíî ÷èñëîì ðàçíûõ âûáîðîâ ïðîâåðÿþùåãî V . Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

u � const , ìíîæåñòâî óðàâíåíèé êîíñòðóèðóåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé îáùèé âåñ

îäíîâðåìåííî âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé ñ îòíîøåíèåì, ìåíüøèì

( ( )1
2

3
1

1

� �



�
�



�
�
�

� � , ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ x L� , à ýòî çàäàíèå

ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì. Òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå: äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

�1 0� àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîáëåìó Ins Max E Lin� � � �3 2 ñ îòíîøåíèåì
3

2
1�� ÿâ-

ëÿåòñÿ NP-òðóäíûì. Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå 12.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü P NP� , � �, � 0 — ïðîèçâîëüíûå ìàëûå êîíñòàíòû. Äëÿ

äàííîãî ýêçåìïëÿðà ïðîáëåìû Ins Max Ek Lin� � � �2 , k � 3 , êîòîðûé èìååò ðå-

øåíèå ñ íå ìåíüøå ÷åì ( )1� � ÷àñòüþ âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé, íèêàêîé ïîëèíî-

ìèàëüíûé àëãîðèòì íå ñìîæåò íàéòè ðåøåíèå x ñ íå áîëüøå, ÷åì ( / )2 3� � ÷àñòüþ

âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà

äëÿ Ins Max Ek Lin� � � �2 ñ îòíîøåíèåì àïïðîêñèìàöèè, ñòðîãî ìåíüøèì 3 2/ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñâîäèìîñòü îò ñëó÷àÿ k � 3 äî ïðîèçâîëüíîãî k

çàäà÷è Mak Ek Lin� � �2, ðàññìîòðåííóþ â [4] ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.5.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà èç m�1 óðàâíåíèé L E E Em m( , ..., , )1 1� êàê ýêçåìïëÿð ïðîá-

ëåìû Ins Max E Lin� � � �3 2 ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè â êàæäîì óðàâíåíèè èç ìíî-

æåñòâà ïåðåìåííûõ ( )xi i
n
�1

. Äîáàâèì â êàæäîå óðàâíåíèå íîâûå k �3 ïåðåìåííûå

( )yi i
k
�
�
1
3 , ÷òîáû âñå óðàâíåíèÿ èìåëè k ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå

ïðèïèñûâàíèå ïåðåìåííûõ â «áîëüøîé» ñèñòåìå è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèïèñûâà-

íèå ïåðåìåííûõ ( )xi i
n
�1

â «ìàëîé» (èñõîäíîé) ñèñòåìå. Åñëè yii

k

�
�� �
1

3
1, òî

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå «áîëüøîé» ñèñòåìû ïåðåõîäèò â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

«ìàëîé» ñèñòåìû. Åñëè yii

k

�
�� � �
1

3
1, òî â «ìàëîé» ñèñòåìå âûïîëíåíû òîëüêî

òå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå âûïîëíåíû â «áîëüøîé». Èçìåíÿÿ êàæäîå çíà÷åíèå xi

íà ïðîòèâîïîëîæíîå (îòðèöàíèå), ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå âûïîëíåííûå

óðàâíåíèÿ â «áîëüøîé» ñèñòåìå, ò. å. îïòèìàëüíîå ðåøåíèå «ìàëîé» ñèñòåìû ïå-

ðåõîäèò â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå «áîëüøîé» ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé ñîõðàíÿåòñÿ è ëåãêî ïåðåâåñòè ðåøåíèå

«áîëüøîé» ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå «ìàëîé» ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëü-

íî, èìååì êîððåêòíóþ ñâîäèìîñòü îò ñëó÷àÿ k � 3 ê ïðîèçâîëüíîìó k � 3 .

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû òåîðåì 10 è 13, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè k k O n� �3, (log )
3

2
— ïîðîã îòíîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïðîáëåìû Ins Max Ek Lin� � � �2 .
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Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç PCP-òåîðåìû, óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîðîãîâîå çíà÷å-

íèå àïïðîêñèìàöèîííîãî îòíîøåíèÿ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåîïòèìèçàöèè

çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå âûïîëíåííûõ óðàâíåíèé â ëèíåéíûõ ñèñòå-

ìàõ íàä êîíå÷íûì ïîëåì.
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