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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà àâòîíîìíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ õàîòè-
÷åñêîé äèíàìèêå â àâòîíîìíûõ 3-D ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè â ýòèõ ñèñòåìàõ ãîìîêëèíè÷åñ-
êèõ èëè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò è èñïîëüçîâàíèè òåîðåì Øèëüíèêîâà
(ñì. ðàáîòû [1–3] è ññûëêè â íèõ).

Çàìåòèì, ÷òî â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè
â îñîáîé òî÷êå, ñâÿçûâàþùåé ãîìîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó, — íåâûðîæäåíà. Ïåð-
âûé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì äàííîå óñëîâèå èãíîðèðîâàëîñü (ìàòðèöà ßêîáè ïðåä-
ïîëàãàëàñü ñèíãóëÿðíîé), áûë ïðåäñòàâëåí â [4]. Îäíàêî íèêàêèõ óñëîâèé, ãàðàí-
òèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû, â ýòîé ðàáîòå ïðèâåäåíî íå
áûëî (åå íàëè÷èå ïðîñòî ïîñòóëèðîâàëîñü).

Íèæå ðàññìîòðåíû êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ

è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì ñ ñèíãó-

ëÿðíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ, à òàêæå ïðèìåðû íîâûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ.
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ïîðÿäêà n ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x T ( ) ( , , )0 10 0� x xn� . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî Q n� � ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì) ìíîæåñ-

òâîì, ñîäåðæàùèì íà÷àëî êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì x x( , )t 0 ðåøåíèå (òðàåêòî-

ðèþ, îðáèòó) ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x x x( , )0 0 0� . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûì âåêòîðîì x k è ìíîæåñòâîì Q îïðåäå-

ëèì ôîðìóëîé d Qk
Q

k( , ) inf | | | |x x x
x

� 

�

.

Îïðåäåëåíèå 1 [1, 2]. Åñëè ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Q n� � òà-

êîå, ÷òî

� � �
� �

x x x0 0 0�
n

t
d t Qlim ( ( , ), ) ,

òî Q íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì ñèñòåìû (1). Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà

P n� � è � �t 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

� � � �x x x0 0P t Pn
� ( , ) ,

òî P íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû (1).

Îïðåäåëåíèå 2 [1, 2]. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ x x( , )t 0 ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ

ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé, åñëè ýòà òðàåêòîðèÿ ñõîäèòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïî-

ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðè t � � �.

Ïóñòü x e
n�� ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1). Îáîçíà÷èì

D
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e
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j
e

n ni( ) ( )
( )
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�

ìàòðèöó ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè f x x x( ) ( ( ), , ( ))� f f n1 �
T â ïîëîæåíèè ðàâíî-

âåñèÿ x e; i j n, ,�1 .

Òåîðåìà 1 (ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òåîðåìà Øèëüíèêîâà) [1, 2]. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî n � 3, è ïóñòü � � �, � i — ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû D e( )x , ãäå � � �, , �� ,

� �� � 0 è � � 0 (ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì). Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— | | | | ;� ��
— ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷êó x e .

Òîãäà:

— â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå

÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû (1);

— äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî C 1-âîçìóùåíèÿ g x x x( ) ( ( ), , ( ))� g gn1 �
T

ôóíêöèè f x( ) â ñèñòåìå (1) âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà � ( ) ( )x g xt n� �� èìååò ïî êðàé-

íåé ìåðå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó
âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû;

— èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà � ( ) ( )x g xt � èìåþò îäèí

è òîò æå òèï õàîñà, ïîðîæäåííîãî ïîäêîâàìè Ñìåéëà.

Ïóñòü x e1
è x e2

— äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1).

Îïðåäåëåíèå 3 [1, 2]. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ x x( , )t 0 ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ

ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x 0 , ïðèíàäëåæàùåé ýòîé òðà-
åêòîðèè, ëèáî

lim ( , ) , lim ( , ) ,
t

e
t

et t
� � �
 �

� �x x x x x x0 02 1

ëèáî

lim ( , ) , lim ( , ) .
t

e
t

et t
� � �
 �

� �x x x x x x0 01 2
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Òåîðåìà 2 (ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òåîðåìà Øèëüíèêîâà) [1, 2]. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî n � 3, è ïóñòü � � �k k ki, � ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû

D ek
( )x , � k � 0 , ãäå k �1 2, è îáà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x e1

è x e2
ïðåäïîëàãàþò-

ñÿ ñåäëî-ôîêóñàìè. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

— | | | | , , ;� �k k k� �1 2

— � �1 2 0� è � �1 2 0� ;

— ñóùåñòâóåò ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷êè x e1
è x e2

.

Òîãäà:

— â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå

÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû (1);

— äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî C 1-âîçìóùåíèÿ g x x x( ) ( ( ), , ( ))� g gn1 �
T

ôóíêöèè f x( ) â ñèñòåìå (1) âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà � ( ) ( )x g xt n� �� èìååò ïî êðàé-

íåé ìåðå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó

âáëèçè ãåòåðîêëèíè÷åñêîé îðáèòû;

— èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà � ( ) ( )x g xt � èìåþò îäèí

è òîò æå òèï õàîñà, ïîðîæäåííîãî ïîäêîâàìè Ñìåéëà.

Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ �
s ( )e 0 è �

u ( )e 0 [5, 6] äëÿ íå-

êîòîðîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ e 0 ñèñòåìû (1) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê

� �
s n

t
t( ) : lim ( , ) ,|e x x x e0 0 0 0� � �

� �
{ }

� �
u n

t
t( ) : lim ( , ) .|e x x x e0 0 0 0� � �

�
 �
{ }

Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîì è íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèÿõ [5, 6] óòâåðæäàåò,

÷òî ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå �
loc
u ( )e 0 ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè e 0 . Êðîìå òîãî, �
loc
u ( )e 0 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì,

êàñàþùèìñÿ íåóñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà �
u ( )e 0 ìàòðèöû

D( )e 0 â òî÷êå e 0 (D u u� �� � ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëîáàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíî-

ãîîáðàçèå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� �
u t

t

u( ) : ( ( )),e e0

0

0�
�

�� loc

ãäå � t — ïîòîê ñèñòåìû (1). Èçâåñòíî [6], ÷òî �
u ( )e 0 ÿâëÿåòñÿ l-ìåðíûì

ìíîãîîáðàçèåì (l — êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû D( )e 0 ñ ïîëîæè-

òåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ), îïðåäåëåííûì êàê ãëîáàëèçàöèÿ �
loc
u ( )e 0

ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà � t . Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

�
loc
s ( )e 0 è óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå �

s ( )e 0 îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíûì îáðà-

çîì ïîñëå îïåðàöèè çàìåíû çíàêà âðåìåíè t t� 
 , à èìåííî:

�
s t

t

( ) :e 0

0

�
�

�� ( ( ))�
loc
s e 0 .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî e 0 0� . Îáîçíà÷èì � �s u, è �c èíâàðèàíòíûå îòíîñè-

òåëüíî îïåðàòîðà A ïîäïðîñòðàíñòâà â �
n òàêèå, ÷òî ñïåêòð îãðàíè÷åíèÿ A |�s

ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, îãðà-
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íè÷åíèÿ A |�u
— èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñ-

òÿìè è îãðàíè÷åíèÿ A |�c
— èç íóëåâûõ è ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 3 (Àäàìàðà–Ïåððîíà) [6]. Ïóñòü f x( ) åñòü C r -ãëàäêîå âåêòîðíîå

ïîëå ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êîé 0 è ëèíåéíîé ÷àñòüþ Ax â íóëå. Òîãäà

ñèñòåìà (1) èìååò äâà C r -ãëàäêèõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà � t ìíîãî-

îáðàçèÿ �
s ( )0 è �

u ( )0 , ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íóëü è êàñàþùèõñÿ â íóëå ïðî-

ñòðàíñòâ �s è �u ñîîòâåòñòâåííî. Ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà �s ( )0

( ( )�u 0 ) ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t t� � � 
�( ).

Òåîðåìà 4 (î öåíòðàëüíîì ìíîãîáðàçèè) [6]. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ïîä-

ïðîñòðàíñòâî �c � 0, òî ñèñòåìà (1) èìååò òðåòüå C r
1-ãëàäêîå èíâàðèàíòíîå

ìíîãîîáðàçèå �
ñ ( )0 , ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íóëü è êàñàþùååñÿ â íóëå ïîäïðîñòðàíñòâà �c .

ÒÐÅÓÃÎËÜÍÀß ÔÎÐÌÀ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

� ( ) ( ) ( ),

. . . . . . . . . . . . . ,

� ( ) ( ) (

x t t B t

x t t B tn n

1 1�

�

x x

x x

T

T )

�

	



�



(2)

ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ x T ( )0 .

Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (2) ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû

x xT B U x x U x xi i i i n� � �� �1 1 1 1 2 1 1, ,( , , ) ( , , ),� �

ãäå U x x x x B x xi i i i i1 1 1 1 1 10 0 0 0, ( , , ) ( , , , , , ) ( , , , , , )� ��� � � � �
T , U x xi n2 1 1, ( , , )� ��

= B Ui ix xT
� �
1 1 1, — êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, çàâèñÿùèå îò i è n ïåðåìåííûõ, è

U x11 0 0( ) � , U x x Bn21 1 1( , , )� � x xT ; i n� 
1 1, .

Ââåäåì â ñèñòåìó (2) íîâóþ ïåðåìåííóþ y( ) ( ( ), ..., ( ))t y t y tn� 1
T ïî ôîðìó-

ëå x y( ) ( )t S t� , ãäå S n n� �
� — íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó

� ( )

� ( )

( ( )) ( ( ))

( (

y t

y t

S

S t B S t

S tn

1
1

1

� �

�

�

�
��

�

�

�
��

� 

y y

y

T

)) ( ( ))T B S tn y

�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

(3)

ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ y x( ) ( )0 01� 
S .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ, ÷òî â ïåðåìåííûõ

y yn1, ,� ñèñòåìà (3) ïðèìåò âèä

� ( )

� ( )

� ( )

( ( ))

( ( ), ..

y W yt

y t

y t

t

U y t

n

�
�

�

�
��

�

�

�
��

� �
1 21 1

�

., ( ))

( ( ), ..., ( ))

y t

U y t y t

n

n n

�

2 1

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

. (4)

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìà (4) íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé. Íàïðìåð, åñëè n � 2 ,

òî (4) èìååò ôîðìó

� ( ) ,

� ( )

y t a y a y y a y

y t b y y b y

1 11 1
2

12 1 2 22 2
2

2 12 1 2 22

2

2

� � �

� �
2
2 ;

�
	



�

(5)
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åñëè n � 3, òî (4) èìååò òàêóþ ôîðìó

� ( )y t a y a y y a y a y y a y y a1 11 1
2

12 1 2 22 2
2

13 1 3 23 2 3 32 2 2� � � � � � 3 3
2

2 12 1 2 22 2
2

13 1 3 23 2 3 332 2 2

y

y t b y y b y b y y b y y b y

,

� ( ) � � � � �
3
2

3 13 1 3 23 2 3 33 3
22 2

,

� ( ) .y t c y y c y y c y� � �

�

	




�





Ôîðìàëüíî âû÷èñëèì âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè äëÿ ôóíêöèé

z y yn1 1� / , ,� z y yn n n
 
�1 1 / , îïðåäåëåííûõ â ñèëó ñèñòåìû (4). Òîãäà ïîëó÷èì

� ( )

� ( )

� ( )

� �

z t

z t

y t

y y y y

y
G

n

n

n n

n1

1

1 1

2

�




�

�

�
�
��

�

�

�
�
��

�



� 1 1 1

1 1

( ( ), , ( )) ( )

. . . . . . . . . . . . .

� �

z t z t y t

y y y y

n n

n n n

� 



 

 n

n

n n n

n n

y
G z t z t y t

G z t z t

2 1 1 1

1 1

� 
 





( ( ), , ( )) ( )

( ( ), , ( ))

�

� y tn
2 ( )

,

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�

(6)

ãäå G z zi n( , , )1 1� 
 — íåîäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè è G z zn n( , , )1 1� 
 —

íåîäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ z zn1 1, ,� 
 ; i n� 
1 1, .

Ââåäåì ëèíåíéíóþ ôóíêöèþ z îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ z zn1 1, ,� 
 ïî

ôîðìóëå

z c z c zn n n n� � � 
 
2 21 1 1 1� , .

Ñ ó÷åòîì (6) ïîñòðîèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

G z z c G z z c G zn n n n n n( , , ) ( , , ) ... ( ,,1 1 1 1 1 1 1 1 12 2� �
 
 
 
� � � � , )zn
1

è êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

h y G z zn n n
 
�1
2

1 1( ) ( , , ).y �

Îáîçíà÷èì �i ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â �
n ðàçìåðíîñòè i, ïîðîæäåííîå

âñåìè âåêòîðàìè y i iy y i n� �( , ..., , , ..., ) , , .1 0 0 1T Ïîñòðîèì öåïî÷êó âêëþ÷åíèé

0 0 1 1� � � � � �
� � � � �� n n
n . Îáîçíà÷èì W Wi i

� |� îãðàíè÷åíèå îïåðà-

òîðà W íà ïîäïðîñòðàíñòâî �i . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî W( ) , , .� �i i i n� �1

Ââåäåì òðåóãîëüíûå ñèñòåìû

� ( )

� ( )

� ( )

( ( ))

( ( )

y W yi

n

i it

y t

y t

t

U y t

�
�

�

�
��

�

�

�
��

� �
1 21 1

�

, ... , ( ), , ... , )

( ( ), ... , ( ), , ..., )

y t

U y t y t

i

i i

0 0

0 02 1

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�, , .i n1 (7)

(Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè i n� ñèñòåìà (7) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (4).)

Ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé (4) ââåäåì ôîðìû hi i
1 ( )y äëÿ ñèñòåì (7), i n� 2, .

(Çäåñü h hn n n n
 
�1 1( ) ( ). )y y
Òåîðåìà 5 [1]. Ïóñòü n �1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû (4)

yn0 0� è ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ:

— � �i n{ }2, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà hi i
1 ( )y îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;

— äëÿ ñèñòåìû (5) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî a a b11 11 122 0( )
 � .

Òîãäà ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ y y( , )t 0 ñèñòåìû (4) ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé

îðáèòîé è ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííûé ãëîáàëü-

íûé àòòðàêòîð ýòîé ñèñòåìû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòèìîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

S n n� �
� , ñâîäÿùåå ñèñòåìó (2) ê ñèñòåìå (4). Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå S

ê ñèñòåìå (1), áóäåì èìåòü

� ( )

� ( )

� ( )

( )

( ( ), ...,

y yt

y t

y t

D t

U y t

n

�
�

�

�
��

�

�

�
��

� �
1 21 1

�

y t

U y t y t

n

n n

( ))

( ( ), ..., ( ))

�

2 1

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

, (8)

ãäå D S AS� 
1 è y x( ) ( )0 01� 
S .

Òåîðåìà 6 [1]. Ïóñòü n �1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåóãîëüíîé ñèñòåìû (4)

âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ òåîðåìû 5. Åñëè îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî �1 íå ÿâëÿåò-

ñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû D, òî äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ âñå ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû (8) îãðàíè÷åíû.

Òåîðåìà 7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 6 ñðåäè âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (8) ïðèñóò-

ñòâóþò ëèáî ïðåäåëüíûå öèêëû, ëèáî ãîìîêëèíè÷åñêèå èëè ãåòåðîêëèíè÷åñêèå

îðáèòû, ëèáî òðàåêòîðèè âñåõ óêàçàííûõ òèïîâ îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè äëÿ ñèñòåìû (4) âûïîëíåíû

óñëîâèÿ òåîðåìû 5, òî ýòè æå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ è ïðè çàìåíå çíàêà âðåìåíè

t t� 
 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå (8) ÿâëÿþòñÿ

òîëüêî óñòîé÷èâûìè èëè òîëüêî íåóñòîé÷èâûìè. Òîãäà èç òåîðåìû 6 âûòåêàåò,

÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (8) â íåé äîëæíû ïðèñóòñòâî-

âàòü ïðåäåëüíûå öèêëû (åñëè ñèñòåìà èìååò òîëüêî íåóñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ) èëè âñå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûìè (åñëè ñèñòåìà

èìååò òîëüêî óñòîé÷èâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Åñëè â ñèñòåìå (8) ïðèñóò-

ñòâóþò è óñòîé÷èâûå, è íåóñòîé÷èâûå òî÷êè ïîêîÿ, òî íàðÿäó ñ ïðåäåëüíûìè

öèêëàìè â íåé ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ëèáî ãîìîêëèíè÷åñêèå èëè ãåòåðîêëèíè÷åñ-

êèå îðáèòû, ëèáî òðàåêòîðèè îáîèõ òèïîâ îäíîâðåìåííî.

Ïóñòü n � 3. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà (8) èìååò òîëüêî ÷åòíîå ÷èñëî ( )p � 2

ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ [7].

1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî p � 2 è ñèñòåìà (8) èìååò îäíî ïîëîæåíèå ðàâ-

íîâåñèÿ (òî÷êà 0) ñåäëîâîãî òèïà è îäíî íåóñòîé÷èâîå (óñòîé÷èâîå) ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ e1. Îáîçíà÷èì �
u ( )0 è �

s ( )0 îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå è äâóìåð-

íîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè 0. Ïóñòü íåíóëåâîé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé y( )0 ��
u ( )0 . Òîãäà òðàåêòîðèÿ, íà÷àâøàÿñÿ èç y( )0 , ïðè t � � íå ìîæåò

ïðèáëèçèòüñÿ ê òî÷êå e1 è â ñèëó òåîðåìû 6 äîëæíà âåðíóòüñÿ ê òî÷êå 0 ïî

óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ �
s ( )0 (ñì. òåîðåìó 3). Åñëè òî÷êà e1 óñòîé÷èâà, òî

ïåðåõîäÿ ê îáðàòíîìó âðåìåíè t t� 
 è âûáèðàÿ íà÷àëüíûé âåêòîð y( ) ( )0 0��
s ,

ïîëó÷èì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðè t � 
� íå ìîæåò ïðèáëèçèòüñÿ ê òî÷êå e1 è äîëæíà

âåðíóòüñÿ â òî÷êó 0 ïî íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ �
u ( )0 (ñì. òåîðåìó 3). Ýòî

ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû, ñâÿçûâàþùåé òî÷êó 0.

2. Ïóñòü p � 4 è ñèñòåìà (8) èìååò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñåäëîâîãî

òèïà (òî÷êà 0), äâà óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (òî÷êè e1 è e 2) è îäíî íå-

óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (òî÷êà e 3). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå �
u ( )0 — äâóìåðíî. Òîãäà âñå òðàåêòîðèè, âûõîäÿùèå èç

ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ �
u ( )0 , äîëæíû â ñèëó èõ îãðà-

íè÷åííîñòè çàâåðøèòüñÿ â òî÷êå e1 èëè â òî÷êå e 2 ; ëèáî ÷àñòü òðàåêòîðèé çàâåð-

øèòñÿ â îäíîé òî÷êå, à ÷àñòü — â äðóãîé (íè îäíà èç òðàåêòîðèé íå ïðèòÿãèâàåò-

ñÿ ê òî÷êå e 3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå �
u ( )0 äîëæíî îáðàçîâûâàòü çà-
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ìêíóòóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè

� �� 3 . Íî â òàêîì ñëó÷àå îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå �
s ( )0

«ïðîòûêàåò» ýòó ïîâåðõíîñòü â òî÷êå 0 è ïîòîìó äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òðàåêòî-

ðèÿ � � �� �
u s( ) ( )0 0 , íå ïðèòÿãèâàþùàÿñÿ ê òî÷êàì e1 èëè e 2 è çàâåðøàþ-

ùàÿñÿ â òî÷êå 0 (íå âñå òðàåêòîðèè, íà÷àâøèåñÿ íà ìíîãîîáðàçèè �
u ( )0 , ïðèòÿãèâà-

þòñÿ ê òî÷êàì e1 èëè e 2). ßñíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ � è áóäåò ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé.

3. Ïóñòü p � 2 è ñèñòåìà (8) èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñåäëîâîãî òèïà —

òî÷êè 0 è e1, ïðè÷åì òî÷êà 0 èìååò äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

�
u ( )0 , à òî÷êà e1 — äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå �

s ( )e1 . Òîãäà ñðåäè

ðåøåíèé ñèñòåìû (8) ïðèñóòñòâóåò ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòa, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷-

êè 0 è e1. Åñëè òî÷êà e1 èìååò îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå �
s ( )e1 , òî

â ñèñòåìå (8) ïðèñóòñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷êó 0 (ïî-

âåðõíîñòü �
u ( )0 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé: ñì. äîêàçàòåëüñòâî, ï. 2). Îáîáùåíèå íà

ïðîèçâîëüíîå ÷åòíîå p íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. �

ÑËÓ×ÀÉ ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ×ÀÑÒÈ Â ÑÈÑÒÅÌÅ (1)

Ïóñòü n � 3. Ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû y x y y y z1 2 3� � �, , . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c

ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé ñèñòåìà (8) èìååò âèä

�( )

�( )

�( )

x t

y t

z t

D

x

y

z

�

�

�
�

�

�

�
�

� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

� � � � �

�

a x a xy a y a xz a yz a z

b xy b y

11
2

12 22
2

13 23 33
2

12 22

2 2 2

2 2
13 23 33

2

13 23 33
2

2 2

2 2

� � �

� �

�

�

�
�
��

�

�

�
�b xz b yz b z

c xz c yz c z
��

, (9)

ãäå � � � �1 2 30 1� � � � 
, ,, i i , — ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû D è � �� � 0 .

Ââåäåì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

f x y b a b x b a b xy b a y( , ) ( ) ( )� 
 � 
 �12 11 12
2

12 12 22 12 22
22 2 ,

à òàêæå

g x y z c a c x c a c b c c x( , , ) ( ) ( )� 
 � � 
13 11 13
2

13 12 23 12 13 232 2 2 y �

� � 
 � � 
( ) ( )c a c b c y c a c b c c x13 22 23 22 23
2 2

13 13 23 13 13 332 2 2 z �

� � 
 � �( ) ( ) .2 213 23 23 23 23 33 13 33 23 33
2c a c b c c yz c a c b z

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (9):

1) êâàäðàòè÷íûå ôîðìû f x y( , ) è g x y z( , , ) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíû;

2) a a b11 11 122 0( )
 � ;

3) âåêòîð ( , , ) , ,� �0 0 0T � íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû D;

4) òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (9).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷-

êó 0; ñèñòåìà (9) èìååò õàîñ, ïîðîæäåííûé ïîäêîâàìè Ñìåéëà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ 1–3 òåîðåìû 8 ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè

òåîðåìû 6, ãàðàíòèðóþùèìè îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (9). Êðîìå òîãî,

äëÿ ñèñòåìû (9) ñ âûðîæäåííîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ÷èñëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

ñîãëàñíî óñëîâèþ 4 áóäåò íå÷åòíûì.

1. Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâå-

äåì ñèñòåìó (9) ê âèäó

�( )

�( )

�( )

x t

y t

z t

p p p

p p p
�

�

�
�
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�
�
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��
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21 22 23
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�
��

�
�
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�
�

�

�

�
�

x

y

z

�

� � �

�

�

�
�
�

�f x y z

f x y z

f x y p xz p yz p z

1

2

3 13 23 33
2

( , , )

( , , )

( , ) �

�
�
�
, (10)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû ìû îñòàâèëè ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ x y z, , .

(Çàìåòèì, ÷òî ýòè íîâûå ïåðåìåííûå âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

p33 0� .)

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (10) òåîðåìó 4. Òîãäà â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 íà

öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè �
c ( )0 óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåííîé z ïðèíèìàåò âèä

�( ) ( )z t p z O z� �33
2 3 . Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t òàêîâî:

z t
z

p z t
z p z t z p z t( ) ( ... ) ~ exp ( ).�



� � �0

33 0
0 33 0 0 33 0

1
1

Ïóñòü � � 0 è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ñèñòåìå (10) çàäàíû âåêòîðîì ( , , )0 0 0z , ãäå

p z33 0 0� è âåëè÷èíà | |z0 äîñòàòî÷íî ìàëà. Òîãäà z t( ) � 0 ïðè t � �, à ðåøå-

íèÿ x t y t( ), ( ) óäàëÿþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7).

Çàìåíèì t t� 
 . Òîãäà ðåøåíèå z t( ) óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, à ðåøå-

íèÿ x t y t( ), ( ) � 0 ïðè t � 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êî-

îðäèíàò òðàåêòîðèè ñèñòåìû (10) âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî òðàåêòîðèÿì âáëèçè

ñåäëî-ôîêóñà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò,

â êîòîðîé ñèñòåìà (10) ãîìåîìîðôíà ñèñòåìå ñ òîé æå êâàäðàòè÷íîé ïðàâîé ÷àñ-

òüþ è ìàòðèöåé ëèíåéíîé ÷àñòè

p p p

p p p

p z

p z

11 12 13

21 22 23

33 0

33 0
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0 0
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�

�

�
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� �, , .�

Åñëè �� 0, òî, âûáèðàÿ z0 òàê, ÷òîáû p z33 0 0� , ñíîâà ïîëó÷èì, ÷òî íà÷àëî

êîîðäèíàò ãîìåîìîðôíî ñåäëî-ôîêóñó. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 âñå ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû (9), à çíà÷èò, è ñèñòåìû (10), îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ãî-

ìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷êó 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7).

2. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (10) ïî ôîðìóëàì

x ax y by z cz� � �1 1 1, , , ãäå | | | | | |a b c� � �1 . Â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå (10)

� �� ( / )a b (èëè � �� ( / )b a , ÷òî äëÿ äàëüíåéøåãî íåñóùåñòâåííî),

p c p33 33� � . Òîãäà óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè

p p33 330 0� �� �, â ñèñòåìå (10), ïðèâåäåííûå â [4], ïðåîáðàçóþòñÿ â óñëîâèÿ

c p c a b p� � � �33 330 0� �, ( / ) , êîòîðûå âûáîðîì ÷èñåë a b c, , âñåãäà ìîãóò áûòü

ñâåäåíû ê óñëîâèÿì p p33 330 0� �� �, . Ýòî äîêàçûâàåò ï. 2 è âñþ òåîðåìó 8. �
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ÏÐÈÌÅÐÛ

1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð

�( ) ,

�( ) .

x t x z x xy xz y z

y t xy yz y
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 � � 
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 � � 


2 16 3

7 2 5 2

2 2 2

2 . ,

�( ) .

5

16 2 7 3

2

2

z

z t x z z xz yz� � � 
 �

�

	



�



(11)

Çäåñü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè â òî÷êå (0,0,0): �1 2 2 16, � � i, � 3 0� .

Íà÷àëüíûå äàííûå: ( , , )0 3 0
 . Äëÿ ñèñòåìû (11) âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 8 âûïîë-

íåíû. Ñèñòåìà èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó, ñâÿçûâàþùóþ òî÷êó ( , , )0 0 0 .

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ïðåäåëüíûé öèêë, òàêæå ñóùåñòâóþùèé â ýòîé ñèñòåìå.

2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð

�( ) ,

�( )

x t x y z x xy xz y z

y t x y z
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7 2 5 2 5

7 3

2 2

2

xy yz y z

z t z xz yz

. . ,

�( ) .

(12)

Cîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè â òî÷êå (0,0,0): �1 2 4 10 677, .� � i, � 3 0� ,

â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ( . , . , )4 8857 12 8551 0 �1 2 2 0468 12 9858, . .� 
 � i, � 3 4 3654� .

(åùå îäíî óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ — òî÷êà ( . , . , . )5 7072 12 7845 1 5971 ).

Íà÷àëüíûå äàííûå: ( , , . )0 0 0 1
 . Äëÿ ñèñòåìû (12) âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 7 (ñì. äîêà-

çàòåëüñòâî, ï. 3) âûïîëíåíû. Ñèñòåìà èìååò îäíó ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó,

ñâÿçûâàþùóþ òî÷êè ( , , )0 0 0 è ( . , . , )4 8857 12 8551 0 . Ýòà ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà è

âåñü õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ðàñïîëàãàþòñÿ íèæå ïëîñêîñòè XOY . Ýòîò àòòðàêòîð

èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì è ïîñëåäóþùåì ïðèìåðàõ ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òåîðåìà

Øèëüíèêîâà íå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêæå íåñïðàâåäëèâà è òåîðåìà 8.

3. Åùå îäíà ñèñòåìà ñ õàîòè÷åñêèì àòòðàêòîðîì òàêîâà:

�( ) ,

�( )

x t x y x xy xz y z

y t x y x xy

� � � � � 
 �
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 � 
 �

3 10 2 2

10 3 2

2 2 2

2 � � 


� � �

�

	



�



yz y z

z t z xz yz

2 2

2 2 3

,

�( ) .

(13)

Îíà ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû òèïà (9) ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäèíàò x è

y (êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü íåïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðå-

124 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 4

Ðèñ. 1. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (11)

X

Y

Z

Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (12)

X

Y

Z



ìû 7). Çäåñü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-

ðèöû ßêîáè â òî÷êå (0,0,0):

�1 2 3 10, � � i, � 3 0� , â ïîëîæåíèè

ðàâíîâåñèÿ (–6.5443, 6.7266, 0)

�1 2 3 1797 15 1922, . .� 
 � i, � 3 � 7 0912.

è â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ( . ,
0 7152


0 3071 2 3517. , . ) �1 2, � 4 7180. �
�10 7237. i, � 3 1 8651� 
 . . Èìååòñÿ ãå-

òåðîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþ-

ùàÿ òî÷êè (0,0,0) è (–6.5443,

6.7266, 0). Òàê æå, êàê è â ïðåäûäó-

ùåì ñëó÷àå, ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ

îðáèòà è âåñü õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð

ðàñïîëàãàþòñÿ íèæå ïëîñêîñòè XOY .

Àòòðàêòîð ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íàéäåíû íîâûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò â êâàäðàòè÷-

íûõ ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíîé ëèíåéíîé ñâÿçüþ.

Ýòè óñëîâèÿ ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíîé òåîðåìîé Øèëüíèêîâà äàþò äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ðàññìîòðåííûõ ñèñòåìàõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ðèñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (13)
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