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Â òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îäíèì èç íàèáîëåå èñïîëüçóå-

ìûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ, îñíîâíûå èäåè êîòîðîãî

òåñíî ïåðåïëåòàþòñÿ ñ èäåÿìè òåîðèè îöåíèâàíèÿ. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò

â àïïðîêñèìàöèè èìåþùåéñÿ êðèòåðèàëüíîé ôóíêöèè åå ýìïèðè÷åñêîé îöåí-

êîé, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïòèìè-

çàöèîííîé çàäà÷è. Åñòåñòâåííî, ÷òî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííûì îáðà-

çîì çàâèñÿò îò ôóíêöèè êðèòåðèÿ è âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, îò êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò. Â òåðìèíîëîãèè òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ
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ðåøåíèé ýòè âîïðîñû òåñíî ñâÿçàíû ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îöåíîê

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, à èìåííî ñîñòîÿòåëüíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêèì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì, ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè îöåíîê è ò.ä. Â ðàáîòàõ [1, 2] òàêèå ïîä-

õîäû òùàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàíû, â [3] ïðèâåäåí îáçîð îñíîâíûõ ðàáîò è

ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàííîé îáëàñòè. Â ýòèõ ïóáëèêàöèÿõ îñíîâíîå

âíèìàíèå óäåëÿëîñü âîïðîñàì, êîãäà íàáëþäàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû áûëè

íåçàâèñèìûìè èëè ñëàáî çàâèñèìûìè. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â îáëàñòè áèîëîãèè, ñîöèîëîãèè, òåîðèè êîììóíèêà-

öèîííûõ ñåòåé, ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáëà-

äàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé î ñõîäè-

ìîñòè ïðèáëèæåííûõ îöåíîê â îïðåäåëåííîì âåðîÿòíîñòíîì ñìûñëå èëè îá

èõ ñîñòîÿòåëüíîñòè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â äîêàçàòåëüñòâå çàêîíà áîëüøèõ

÷èñåë èëè óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ìàðêîâñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î âûïîëíè-

ìîñòè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ìàðêîâñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è èõ èñ-

ïîëüçîâàíèè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì î ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ.

Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà: ñëó÷àé

êîíå÷íîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé ìàðêîâñêîé öåïè è ñëó÷àé êîìïàêò-

íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî

ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî âûïîëíåíèÿ çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, à

çàòåì ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíîê.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X — íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñåìåéñòâî

( ( , ))P x x X� � âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì ÿäðîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Öåïü Ìàðêîâà íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Õ çàäàåòñÿ ïåðâîíà-

÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì � è ìàðêîâñêèìè ÿäðàìè Ð Ð1 2, , ... íà Õ . Åñëè Ð Ð i³ � � ,

òî öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ öåïè Ìàðêîâà [4].

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàðêîâñêîå ÿäðî P, èìåþùåå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ ñòå-

ïåíü Ð r , íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü Ð — ìàðêîâñêîå ÿäðî íà Õ . Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå � íà Õ , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ � �P � , íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ Ð.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå ïðîöåññà Õ t äî òåêóùåãî ìîìåíòà âðå-

ìåíè � îïðåäåëÿåòñÿ �-àëãåáðàìè âèäà ���
� , à â äàëüíåéøåì — âèäà ��

� .

Îïðåäåëåíèå 5. Ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ â óçêîì ñìûñëå Õ t ñ÷èòàåòñÿ óäîâ-

ëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ, åñëè

sup
A B

P AB P A P B
c

� �
	

��
�

� � 

� �0 1

,

| ( ) ( ) ( )| ( )

�

� �
� �

, �� 0, �� �0 0, ñ .

Òåîðåìà 1 [4]. Ïóñòü { }� i i N, � — îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ ïðèìèòèâ-

íûì ìàðêîâñêèì ÿäðîì Ð íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå Õ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � è ëþáîé ôóíêöèè f X: � ïî âåðîÿòíîñòè

1

1n
f E fi

i

n

( ) ( ),� �
�
� � n � �,

ãäå � — èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàðêîâñêîãî ÿäðà Ð.
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Òåîðåìà 2 [1]. Ïóñòü ( , , )� U P — âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, K — êîì-

ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé | | | |� . Ïóñòü

òàêæå { }U n Nn , � — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �-àëãåáð, U Un � , U Un n1 2
� , n n1 2� ,

à { }Q s Q s w s w K n Nn n( ) ( , ): ( , ) ,� � � �� — ñåìåéñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ n w, ôóíêöèÿ Q s wn ( , ), s K� , íåïðåðûâíà;

2) äëÿ ëþáûõ n s, ôóíêöèÿ Q s wn ( , ), w��, U n -èçìåðèìà;

3) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà s K0 � è ëþáîãî s K� âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Q s w s sn ( , ) ( ; )� � 0 , n � � ïî âåðîÿòíîñòè, ãäå �( ; )s s0 , s K� , — äåéñòâèòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà K è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ � �( ; ) ( ; )s s s s0 0 0� ,

s s� 0 ;

4) äëÿ ëþáîãî 	� 0 ñóùåñòâóþò âåëè÷èíà 
 0 0� è ôóíêöèÿ c( )
 , 
 � 0,

c( )
 � 0, 
 � 0, òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ s K�� è 
 
 
: 0 0� � , èìååì

sup
|| ||
|| ||

| ( ) ( ) | ( ),
s s
s s

n n nQ s Q s c
� � �
� �

� � �


	




0

c c w c nn n( ) ( , ) ( ),
 
 
� � � � ïî âåðîÿòíîñòè.

Äëÿ âñåõ n w, ýëåìåíò S S wn n� ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Q s Q sn n
s K

n( ) min ( )�
�

. Òàêîé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü U n -èçìåðèìûì ïî w. Òîãäà

ïî âåðîÿòíîñòè s sn � 0 ïðè n � �.

Òåîðåìà 3 [1]. Ïóñòü ( , , )� U P — âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, K — êîì-

ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé | | | |� . Ïóñòü

òàêæå { }U n Nn , � — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �-àëãåáð, U Un � , U Un n1 2
� , n n1 2� ,

à { }Q s Q s w s w K n Nn n( ) ( , ): ( , ) ,� � � �� — ñåìåéñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùåå àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2 ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Q s wn ( , );

2) èçìåðèìîñòü ôóíêöèè Q s wn ( , );

3) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà s K0 � è ëþáîãî s K� âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Q s w s sn ( , ) ( ; )� � 0 , n � � c âåðîÿòíîñòüþ 1, ãäå �( ; )s s0 , s K� , — äåéñòâèòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà K è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ � �( ; ) ( ; )s s s s0 0 0� , s s� 0 ;

4) äëÿ ëþáîãî 	� 0 ñóùåñòâóþò âåëè÷èíà 
 0 0� è ôóíêöèÿ c( )
 , 
 � 0,

c( )
 � 0, 
 � 0, òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ s K�� è 
 
 
: 0 0� � , èìååì

P Q s Q s c
n s s

s s

n n{ suplim | ( ) ( ) | ( )
|| ||
|| ||

�� � � �
� �

� � �


	




0

} �1.

Äëÿ âñåõ n w, ýëåìåíò s s wn n� ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Q s Q sn n
s K

n( ) min ( )�
�

.

Òàêîé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü U n -èçìåðèìûì ïî w. Òîãäà P s sn{ � 0 ,

n � � �} 1 .

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü K — êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî l , l � 1; f K X: � �  — íåîòðèöà-

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è èçìåðèìàÿ ïî âòîðîìó.

Èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ { }� i i n, , ,�1 n N� .

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè

F u E f u( ) ( , ) ,
� �

� { }�1

�

u K� . (1)
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Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ, çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì (1), ñëåäóþùåé

ôóíêöèåé:

F u
n

f un i

i

n

( ) ( , ),
� �

�
�
�

1

1

�
�

u K� , (2)

è ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ ñëó÷àåâ êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé X ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíå÷íûì è ôóíêöèÿ (1) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà
�

u0 . Òîãäà äëÿ

ëþáîé òî÷êè ìèíèìóìà
�

u n ôóíêöèè (2) èìååì
� �

u un � 0 ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n � �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì òåîðåìó 2 è çàäàäèì Q Fn n� ,U i nn i� �� �{ }, ,1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ 1, 2 òåîðåìû 2 âûïîëíåíû. Â ñèëó òåîðåìû 1 âûïîëíåíî

è óñëîâèå 3 òåîðåìû 2.

Îáîçíà÷èì

� 
 �
�

� 


( , ) | ( , ) ( , )| ,
, :

|| ||

z f u z f z
u K

u

� �
�

� �

sup
� �

� �

�
�


 � 0, z X� .

Äëÿ âñåõ n,
�

u K1 � , 
 � 0

� 





n
u K

u u

n nu F u F u
n

( , ) | ( ) ( )|
:

|| ||

� � �

�

� �

1 1

1

1

1
� � 


�

� �

sup � 
 �( , )i

i

n

�
�

1

.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1
1

1n
Ei

i

n

� 
 � � 
�( , ) ( ( , ))� �
�
� ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n � �.

Îáîçíà÷èì c E( ) ( , )
 � 
� �{ }. Ïðè ëþáîì z X� èìååì � 
 
( , ) ,z � �0 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, c( ) ,
 
� �0 0. Îòñþäà èìååì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 4 òåîðå-

ìû 2. Òåïåðü èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò òåîðåìà 4. �

Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü { }� i i N, � — öåïü Ìàðêîâà ñ ïðîèçâîëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿ-

íèé. Åñëè íà �-àëãåáðå U X ñóùåñòâóþò êîíå÷íàÿ ìåðà m ñ m U( ) � 0, öåëîå ÷èñëî

� �1 è ÷èñëî �� 0 òàêèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà � øàãîâ p A( ) ( , )� � �
 �1

ïðè m A( ) 
 �, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà Äåáëèíà.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà Äåáëèíà è ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ýðãîäè÷å-

ñêèé êëàññ, ïðè÷åì îí íå ñîäåðæèò ïîäêëàññîâ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïðåäåëå-

íèå p A( ) íà U X , ÷òî

sup
x A

n np x A p A c
,

( )| ( , ) ( )|� 
  , (3)

ãäå c� � �0 0 1,  — êîíñòàíòû [4].

Åñëè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (3) è �( ) ( )A p A� , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � i

ñòàöèîíàðíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ñ êîýôôèöèåí-

òîì � ( )n c n
 2 [4].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ (1) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà
�

u0 , äëÿ

ôóíêöèè f u( , )
�

�1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå E f u
u K

{sup }
�

�

�
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