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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïðåä-

ñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ, íàïðèìåð, â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé ñîâðåìåí-

íûõ ãåîòåõíîëîãèé äîáû÷è ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ èëè òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé

â îáëàñòè îõðàíû ïîäçåìíûõ âîä îò çàãðÿçíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì

äåéñòâèÿ òåõíîãåííûõ ôàêòîðîâ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè [1, 2].

Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ,

ÿâëÿÿñü îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé ãåîèíôîðìàòèêè, ðàçâèâàåòñÿ ïðåèìó-

ùåñòâåííî â ïðåäïîëîæåíèè íàñûùåííîñòè ìàññèâîâ ãåîïîðèñòîé ñðåäû ÷èñòîé

âîäîé [3–5]. Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñîáóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàþò èññëå-

äîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè óêàçàííûõ ïðîöåñ-

ñîâ â ìàññèâàõ íàñûùåííûõ ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè. Ïðè ýòîì ïðîâåäåíû êîì-

ïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè

ãåîôèëüòðàöèè ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ [2] ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ: ðåëàêñàöè-

îííûõ ñâîéñòâ æèäêîñòè [6] è ïîðèñòîãî ñêåëåòà [7]; íåèçîòåðìè÷íîñòè ïðîöåññà

è òåðìîäèôôóçèè [8, 9]; òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ æèäêîé ôàçû [9, 10]; âëèÿíèÿ

ãåîõèìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ ïîäçåìíîãî âûùåëà÷èâàíèÿ [11] è äð.

Â ñëîæíûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿåòñÿ íåðàâ-

íîâåñíîñòü ãåîìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà ðÿäîì ïðè÷èí,

èçëîæåííûõ, íàïðèìåð â [12]. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ìåòî-

äîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ ãåî-

ìèãðàöèîííûõ ïðîöåññîâ. Â [13] ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è âûïîëíå-

íî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïðîöåññà ôèëüòðàöèè è ìàññîïå-

ðåíîñà ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ â ãåîïîðèñòîé ñðåäå (â ÷àñòíîñòè, ôðàêòàëüíîé

ñòðóêòóðû) â óñëîâèÿõ ñèëüíîé âðåìåíí�é íåëîêàëüíîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ôèëüòðàöèîííî-êîí-

ñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà â ãåîïîðèñòîé ñðåäå, íàñûùåííîé ñîëåâûìè ðàñòâî-

ðàìè (ïðè íàëè÷èè ìàñîîáìåíà), â óñëîâèÿõ êàê âðåìåíí�é, òàê è ïðîñòðà-

íñòâåííîé íåëîêàëüíîñòè.

Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè âûïîëíåíà ïîñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãåîïîðèñòîãî ìàññèâà êîíå÷íîé ìîùíîñòè ñ ïðîíèöàåìûìè

ãðàíÿìè è ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé êðàåâîé

çàäà÷è.
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Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ãåîïîðèñòîãî

ìàññèâà, íàñûùåííîãî ñîëåâûì ðàñòâîðîì, ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
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íîé íåëîêàëüíîñòè îáîáùèì çàêîíû Äàðñè è Ôèêà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå ux — ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè; p — ïîðîâîå äàâëåíèå ( p H H� � , — èçáû-

òî÷íûé íàïîð [1–5], � — óäåëüíûé âåñ æèäêîñòè); C — êîíöåíòðàöèÿ ñîëåé

â æèäêîé ôàçå; k — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè; d — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

[14]; � — êîýôôèöèåíò îñìîñà [2]; Dt
1� � è Dx

a — îïåðàòîðû äðîáíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî ïåðåìåííîé t ïîðÿäêà 1� �

[15–17] è ïî ïåðåìåííîé x ïîðÿäêà �. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ôè-

ëüòðàöèîííîãî ïîòîêà [3–5, 14]
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(C� — êîýôôèöèåíò êîíñîëèäàöèè [2]) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ïîðîâîãî äàâëåíèÿ ïðè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ïîðèñòîãî

ãåîìàññèâà, íàñûùåííîãî ñîëåâûì ðàñòâîðîì, â óñëîâèÿõ ïðîñòðàíñòâåí-

íî-âðåìåíí�é íåëîêàëüíîñòè ïðîöåññà:
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( )� — îïåðàòîð ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé (ïî

Êàïóòî [15–17]) ïîðÿäêà �.

Àíàëîãè÷íî èç ñîîòíîøåíèÿ áàëàíñà ìàññû ñîëåé â ïðåäïîëîæåíèè ñëàáîé

ñæèìàåìîñòè æèäêîé ôàçû ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ êîíöåíòðàöèè:
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ãäå � — ïîðèñòîñòü ãåîñðåäû.

Â ñâÿçè ñ òðóäíîñòÿìè ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé â çà-

äà÷àõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ, ìîæíî (ïðè âûïîëíåíèè èç-

âåñòíûõ îãðàíè÷åíèé [15, 16]) ïåðåéòè â (5), (6) îò ïðîèçâîäíûõ Ðèìàíà–Ëèó-

âèëëÿ ê ïðîèçâîäíûì ïî Êàïóòî. Òîãäà ïîëó÷èì

D p x t D C p Ct x
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Ïðèíèìàåìàÿ â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,

áàçèðóþùàÿñÿ íà óðàâíåíèÿõ (7), (8), ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì (ïðè

íàëè÷èè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ñâîéñòâ ìèãðàöè-

îííîãî ïðîöåññà) îáùåèçâåñòíîé [2] ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ðàâ-
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íîâåñíîãî ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè íàñûùåííûõ ñîëåâûìè ðàñ-

òâîðàìè ïîðèñòûõ ñðåä. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè � �1, � �1 èç (7), (8) ïîëó÷àåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé îáùåïðèíÿòîé [2] ìîäåëè
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Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðîâåäåì ñ ó÷åòîì ìàññî-

îáìåííûõ ïðîöåññîâ. Îáîáùåííîå â ñëó÷àå âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè óðàâíåíèå

êèíåòèêè ìàññîîáìåíà ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ íåðàâíîâåñíîé îáðàòèìîé ñîðáöèè

ïðè èçîòåðìå Ãåíðè çàïèøåì â âèäå

D N C Nt
( )

* *
( )� � � �� � , (11)

ãäå � 	 — êîýôôèöèåíò ðàâíîâåñíîãî ñîðáöèîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, � 	 — êîýô-

ôèöèåíò ñêîðîñòè ñîðáöèè [14], N — êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â òâåðäîé ôàçå.

Òîãäà íåêëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè

íàñûùåííûõ ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè ãåîïîðèñòûõ ìàññèâîâ ñ ó÷åòîì îñìîòè÷åñ-

êèõ ÿâëåíèé â óñëîâèÿõ ìàññîîáìåíà è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëü-

íîñòè ïðîöåññà áàçèðóåòñÿ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà,

ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé (7), (11) è óðàâíåíèÿ
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Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè

ïîëåé èçáûòî÷íûõ ïîðîâûõ äàâëåíèé (íàïîðîâ) è êîíöåíòðàöèé ïðè ôèëüòðàöè-

îííîé êîíñîëèäàöèè ãåîïîðèñòûõ ìàññèâîâ, íàñûùåííûõ ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè,

â óñëîâèÿõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè, ìàññîîáìåíà è îñìîñà

ñâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìàññèâà êîíå÷íîé ìîùíîñòè l ñ ïðîíèöàåìûìè ãðà-

íèöàìè, ê ðåøåíèþ â îáëàñòè ( , ) ( , )0 0l � � � ñèñòåìû óðàâíåíèé (7), (11), (12) ñ

êðàåâûìè óñëîâèÿìè
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êîíöåíòðàöèè ñîëåé íà âõîäå ôèëüòðàöèîííîãî ïîòîêà, N 0 — çàäàííàÿ íà-

÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â òâåðäîé ôàçå.
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Ïåðåõîäÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (7), (11)–(14) ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ñîãëàñ-

íî ñîîòíîøåíèé (15) è îïóñêàÿ â äàëüíåéøåì çíàê «øòðèõ» íàä áåçðàçìåðíûìè

âåëè÷èíàìè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
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Íèæå êðàòêî èçëîæåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåí-

íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è.
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N x t N E t t E t C( , ) ( ) ( ) ( ( ) )* * * , * *� � � � � ��
0

1
�

� �
� �

�� � �� 
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 ( , ) ,x d

t


 


0

� (21)

ãäå E z� ( ) — ôóíêöèÿ Ìèòòàã–Ëåôôëåðà, E z� �, ( ) — îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ

Ìèòòàã–Ëåôôëåðà [15, 16].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íóþ îáëàñòü � 
h i j ix t x ih� �{( , ): ( , ),i m� �0 1

t j j nj � �
 ( , )0 } (h, 
 — øàãè ñåòêè ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé è âðåìåíè

ñîîòâåòñòâåííî) è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å îòûñêàíèÿ äàâëåíèÿ p è êîí-

öåíòðàöèè C ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, çàïèñûâàåìóþ â ñòàíäàðòíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ [18, 19] â âèäå

� �t xp p C( ) ( ) ( � � )� � �� ��1 , (22)

� � � � �� �� �t x x xC C u C u C C N( ) ( )
* *

� � � ( � )� � � � �� � �1 , (23)
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Â êëàññå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé èìååì D u u Ot t
( ) ( ) ( )� � 
� �� ,

D u u O hx x
( ) ( ) ( )� �� �� �1 1� .

Ðàñïèñûâàÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (22), (23) ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå îïåðà-

òîðû è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì

~ ~ ~ ~
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Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (24), (25) èñïîëüçóåì èòåðàöèîííûé ìåòîä. Ñîîòâåòñòâó-

þùèå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå s è r — íîìåðà èòåðàöèè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé èòåðàöèè áåðåòñÿ çíà÷å-

íèå ôóíêöèé p è C èç ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ. Êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ

èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èìååò âèä

max
( , )

( ) ( )

i j

s

i

j
s

i

jC C
�

� ��
�
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�

�

�
��

1
1 1  ,

ãäå  � 0 — çàäàííàÿ òî÷íîñòü. Ñèñòåìû óðàâíåíèé (26), (27) íà êàæäîé èòåðà-
öèè ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè [18, 19], óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî äëÿ óêàçàí-
íûõ ñèñòåì ñëåäóåò èç ôàêòà äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ â ìàòðèöàõ êîýôôè-
öèåíòîâ ýòèõ ñèñòåì.

Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå, âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Øàã 1. Íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè C
â ñîîòâåòñòâèè ñ (25), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ p è N èç ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ.
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Øàã 2. Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå çíà÷åíèé C âû÷èñ-

ëÿåì çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ p íà ýòîì ñëîå ñîãëàñíî (24).

Øàã 3. Íàõîäèì íà ðàññìàòðèâàåìîì âðåìåííîì ñëîå çíà÷åíèå êîíöåíòðà-

öèè N â ñîîòâåòñòâèè ñ ÿâíîé çàâèñèìîñòüþ (21). Ðåøåíèå çàäà÷è íà ðàññìàòðè-

âàåìîì âðåìåííîì ñëîå çàâåðøàåòñÿ.

Øàã 4. Ïåðåõîäèì íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèÿ,

íà÷èíàÿ ñ øàãà 1.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ïîëåé ïîðîâûõ äàâëåíèé è ïîëåé êîíöåí-

òðàöèé â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé ïðî-

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ íåëîêàëüíîñòü ãåîìèãðàöèîííîãî ïðîöåññà, âûïîëíå-

íî îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîò-

íîøåíèÿìè (15). Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ãðàôè÷åñêè

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1 è 2.
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Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà äèíàìèêà ïîëåé èçáûòî÷íûõ äàâëåíèé ïðè îòñóòñòâèè

ìàññîîáìåíà äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè

(êðèâûå � � �1 5 , � � 0 9, , � � 0 8, ) è äëÿ îáùåïðèíÿòîé ìîäåëè áåç ó÷åòà ÿâëåíèÿ íå-

ëîêàëüíîñòè ïðîöåññà (êðèâûå 1–5). Ãðàôèêè íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóþò òàêèì çíà-

÷åíèÿì áåçðàçìåðíîãî âðåìåííîãî ïàðàìåòðà t : t � 0 02, (êðèâûå 1, 1� ), t � 0 05,

(êðèâûå 2, 2�), t � 01, (êðèâûå 3, 3�), t � 013, (êðèâûå 4 , 4 �), t � 019, (êðèâûå 5 , 5 �).
Äèíàìèêà ïîëåé èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èëè îòñóò-

ñòâèÿ ìàñîîáìåíà ñ ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè ïðîöåññà

ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2 (êðèâûå � � �1 5 ñîîòâåòñòâóþò íàëè÷èþ ìàñîîáìåíà, à êðè-

âûå 1 5� — åãî îòñóòñòâèþ). Ãðàôèêè íà ðèñ. 2 ñîîòâåòñòâóþò òàêèì çíà÷åíèÿì

t: t � 0 02, (êðèâûå 1 1, �), t � 0 2, (êðèâûå 2, 2�), t � 0 28, (êðèâûå 3, 3�), t � 0 36, (êðè-

âûå 4 , 4 �), t � 0 6, (êðèâûå 5 , 5 �).
Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå

âûâîäû îá îñîáåííîñòÿõ äèíàìèêè ïîëåé èçáûòî÷íûõ äàâëåíèé ïðè ìèãðàöèè

ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ â ãåîïîðèñòîé ñðåäå â óñëîâèÿõ çàìåòíîãî âëèÿíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè.

1. Ó÷åò ÿâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè ïðîöåññà ìàññî-

ïåðåíîñà â ãåîïîðèñòîé ñðåäå â óñëîâèÿõ íàñûùåííîñòè åå ñîëåâûì ðàñòâîðîì è

îòñóòñòâèÿ ìàñîîáìåíà ïðèâîäèò (íà äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò íà÷àëüíîé ñòàäè-

ÿõ ïðîöåññà) ê çàìåòíîìó (ñì. ðèñ. 1) çàïàçäûâàíèþ ðàññåèâàíèÿ ïîëåé èçáûòî÷-

íûõ äàâëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ìàññîïåðåíîñà íà îñíîâå îáùå-

ïðèíÿòîé (íå ó÷èòûâàþùåé ÿâëåíèÿ íåëîêàëüíîñòè [2]) ìîäåëè, ÷òî ñîîòâå-

òñòâåííî ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ äëèòåëüíîñòè êîíñîëèäàöèîííîãî ïåðèîäà

äëÿ ãåîìàññèâà. (Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà

â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñâîéñòâ ëèøü âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè [13].)

2. Ó÷åò ìàññîîáìåííûõ ïðîöåññîâ ìåæäó æèäêîé è òâåðäîé ôàçàìè â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîé ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñ-

êîé ìîäåëè ìàññîïåðåíîñà â íàñûùåííîé ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè ãåîïîðèñòîé

ñðåäå òàêæå ñïîñîáñòâóåò îïðåäåëåííîìó (â ðàññ÷èòàííûõ ïðèìåðàõ, êàê ïðàâè-

ëî, íåçíà÷èòåëüíîìó (ñì. ðèñ. 2)) çàìåäëåíèþ ðàññåèâàíèÿ ïîëåé èçáûòî÷íûõ

ïîðîâûõ äàâëåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðîìó óâåëè÷åíèþ äëèòåëüíîñòè êîí-

ñîëèäàöèîííîãî ïåðèîäà. Ïîñëåäíåå óêàçûâàåò íà êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ðå-

çóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïðîöåññà ìàññîïåðåíîñà â ðàìêàõ ðàññìàò-

ðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è îáùåïðèíÿòîé ðàâíîâåñíîé ìîäåëè [2].

×ÀÑÒÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ ËÎÊÀËÜÍÎ-ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÌÀÑÑÎÎÁÌÅÍÀ

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íàëè÷èÿ ñâîéñòâà ëèøü âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ïðîöåññà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè íà-

ñûùåííûõ ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè ãåîïîðèñòûõ ìàññèâîâ ñ ó÷åòîì îñìîòè÷åñ-

êèõ ÿâëåíèé â óñëîâèÿõ ìàññîîáìåíà áàçèðóåòñÿ íà ñèñòåìå óðàâíåíèé äðîá-

íîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ (18) è óðàâíåíèé

D p x t
p

x

C

x
t
( ) ( , )� ��

�

�
�

�

�
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2
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, (28)
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�

2

2

�
�
C

x
. (29)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î êîíñîëèäàöèè ìàññèâà êîíå÷íîé ìîù-

íîñòè â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â îáëàñòè
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( , ) ( , )0 0l � � � ñèñòåìû óðàâíåíèé (18), (28), (29) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (19), (20).

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàå-

ìîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé (â ñîâîêóïíîñòè ñ ìåòîäîì

ñóììàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé [23]) è ñîáñòâåííî ðàçíîñòíûé ìåòîäû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê êðàòêî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íóþ îáëàñòü � h i ix x ih i m� � � �{ }: ( , )0 1 (h —

øàã ñåòêè ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé) è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å âû-

÷èñëåíèÿ ïîëÿ äàâëåíèé (28), (19) äèôôåðåíöèàëüíî–ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó âèäà
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� � �
1

2
2

,
(30)

� �
u e( )0 � , (31)

ãäå
�

�u t p t p t p tm
T( ) [ ( ), ( ), , ( )]� 1 2 ,

�
�e T� ( , , , )1 1 1 ,

�
�

� �
w t w t w t w t

h
E T V tm

T m( ) [ ( ), ( ), , ( )] [( ) ( )( )� � � �1 2 2 3
2

�
w1 ] ,

�
�V t C t C t C tm

T( ) [ ( ), ( ) , , ( )]� 1 2 ,
�

��1 1 0 0� ( , , , )T ,

T m( ) , T m
3
( ) — êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà m, îïðåäåëåííûå â [23], E — åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m.

Ââåäåì òàêæå â ðàññìîòðåíèå P-òðàíñôîðìàöèè âåêòîðîâ
�
u è

�
� ñîîòíîøåíèÿìè

� ( ) ( )( )
� �
u t P u tm� , � ( ) ( )( )

� �
w t P w tm� , (32)

ãäå P pm
kj k j

m( )
,

[~ ]� �1
— ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, îïðåäåëåííàÿ â [23].

Óìíîæàÿ (30), (31) ñëåâà íà ìàòðèöó P m( ) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ [23]

T P Pm m m m( ) ( ) ( ) ( )� � ,

ãäå �( ) [ , ]m
m� � �� � �1 2 � — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðè-

öû T m( ) , �
�

k
k

m
�

�
�

�
�

	



�2

1
cos ( , )k m�1 , ïîëó÷àåì çàäà÷ó â èçîáðàæåíèÿõ, çàïèñû-

âàåìóþ â ñêàëÿðíîé ôîðìå â âèäå

D u t u t w tt i i i i
( ) � ( ) � ( ) � ( )� �� � ( , )i m�1 , (33)

� ( ) �u ei i0 � ( , )i m�1 . (34)
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( ), � ~e pi ik
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1

, � ( ) ~ ( ( ) ( ) ( ))w t
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p C t C t C ti ik
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k k k� � � �
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� ���

2
1

1 12 .

Ñîãëàñíî [15] ðåøåíèå çàäà÷è (33), (34) çàïèøåì â âèäå

� ( ) � ( ) ( ) ( ( ) ) � ( ),u t e E t t E t w di i i i i� � � ��
�

� �
� �

�� 
 � 
 
 
1

0

t

� ( , )i m�1 . (35)

Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèÿõ (35) ê îðèãèíàëàì ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðå-

ìåííîé, ïîëó÷àåì òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé çàäà-

÷è (30), (31) â âèäå ñëåäóþùåé ÿâíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè äàâëåíèÿ p îò

êîíöåíòðàöèè C:
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Çàäà÷à (29), (20) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ êîíöåíòðàöèé C x t( , ) ðåøàåòñÿ ÷èñ-

ëåííî íà îñíîâå, íàïðèìåð, ìîíîòîííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû À.À. Ñàìàðñêîãî, êî-

òîðàÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [18] çàïèøåòñÿ â âèäå

� � � � ��� t xx x xC C u C u C C N( )
* *

� � � ( � )� � � � �� � . (37)

Êîíöåíòðàöèÿ N âåùåñòâà â òâåðäîé ôàçå íàõîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå èç (21).

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå, ñôîðìóëèðóåì âû÷èñëèòåëüíûé àëãî-

ðèòì äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Øàã 1. Íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè C

â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçíîñòíîé ñõåìîé (37), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ p è N èç ïðåäûäó-

ùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ.

Øàã 2. Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå çíà÷åíèé C âû÷èñëÿåì

çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ p è êîíöåíòðàöèè N íà ýòîì ñëîå ñîãëàñíî ÿâíûì çàâèñèìîñòÿì

(36) è (21). Ðåøåíèå çàäà÷è íà ðàññìàòðèâàåìîì âðåìåííîì ñëîå çàâåðøàåòñÿ.

Øàã 3. Ïåðåõîäèì íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèÿ,

íà÷èíàÿ ñ øàãà 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñàòü

äèíàìèêó ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ïðè ãåîìèãðàöèè ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ ñ ó÷åòîì

íàëè÷èÿ ìàññîáìåíà è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè. Äëÿ óêàçàí-

íîé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ

ìàññîïåðåíîñà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà è àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

äèíàìèêè ìèãðàöèîííî-êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà â ãåîïîðèñòîé ñðåäå êî-

íå÷íîé ìîùíîñòè. Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà îòêðûâàåò âîç-

ìîæíîñòè ó÷åòà ðÿäà íîâûõ âàæíûõ ôàêòîðîâ è ñâîéñòâ â ñëîæíûõ ïðîöåññàõ

ïåðåíîñà â íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ (â ÷àñòíîñòè, ôðàêòàëüíîé ñòðóêòó-

ðû), ÷òî ïîçâîëèò (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè) èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ èíôîð-

ìàöèþ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ïðè ðàçðàáîòêå êîíñòðóêòèâíûõ ðåøåíèé â îá-

ëàñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ ýêîëîãè÷åñêè îïàñíûõ èíæåíåðíûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð,

òàêèõ, êàê ïîâåðõíîñòíûå íàêîïèòåëè ïðîìûøëåííûõ èëè áûòîâûõ ñòîêîâ.
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