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Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, íà÷àëü-
íî-êðàåâàÿ çàäà÷à, îáîáùåííîå ðåøåíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îöåíêà
ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàçâèò èçëîæåííûé â ðàáîòàõ [1, 2] êîìïëåêñíûé ïîäõîä,
ïðè êîòîðîì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ âëàãîïåðåíî-
ñà–ôèëüòðàöèè è óïðóãîé äåôîðìàöèè â ãðóíòîâîé ñðåäå ñôîðìóëèðîâàíà
â âèäå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ,
à íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ïîñòðîåíèþ è èñ-
ñëåäîâàíèþ ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëü-
íî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáùåãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ. Òàêæå ïðåäëîæåíî
ðàññìàòðèâàòü â âèäå îäíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è âçàèìîñâÿçàííûå ïðîöåñ-
ñû òåïëîïåðåíîñà, âëàãîïåðåíîñà è äåôîðìàöèè â ãðóíòîâîì ìàññèâå, ïî-
ñêîëüêó íà ñîñòîÿíèå è ïðî÷íîñòü ãðóíòîâûõ ãèäðîòåõíè÷åñêèõ, ìåëèîðàòèâ-
íûõ îáúåêòîâ, ïîêðûòèé àâòîìîáèëüíûõ äîðîã è àýðîäðîìîâ, ðåëüñîøïàëüíîé
ðåøåòêè æåëåçíîäîðîæíîé êîëåè, ôóíäàìåíòîâ ñîîðóæåíèé è ò.ï. ñóùåñòâåí-
íîå âëèÿíèå îêàçûâàþò ñåçîííûå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóð, ñëåäñòâèåì êîòîðûõ
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìîðîçíîå ïó÷åíèå ñâÿçíûõ ãðóíòîâ, ïîòåðÿ èìè íåñóùåé ñïî-
ñîáíîñòè ïî ïðè÷èíå îñàäêè è ïåðåóâëàæíåíèÿ ïðè îòòàèâàíèè.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ òåïëî-, âëàãîïåðåíîñà â ãðóíòîâîì ìàññèâå,
êàê íàõîäÿùåìñÿ â ïîëîæèòåëüíîì äèàïàçîíå òåìïåðàòóð, òàê è â ïðîìåðçàþùåì,
èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [3, 4], ó÷èòûâàþùàÿ ôàçîâûå ïåðåõîäû âî
âñåì îáúåìå ìàññèâà áåç âûäåëåíèÿ ôðîíòà ïðîìåðçàíèÿ. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà: óðàâíåíèÿ òåïëîïåðåíîñà è óðàâíåíèÿ âëàãîïå-
ðåíîñà, çàïèñàííîãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî «ôèêòèâíîãî» âëàãîñîäåðæàíèÿ;
òåïëîîáìåííûå è ìàññîîáìåííûå õàðàêòåðèñòèêè ãðóíòà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
ñóììàðíîé âëàæíîñòè. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå àï-
ðèîðè ñîîòíîøåíèÿ çàâèñèìîñòè êîëè÷åñòâà íåçàìåðçøåé âîäû îò ñóììàðíîé âëàæ-
íîñòè ãðóíòà äî ìîìåíòà íà÷àëà ïðîìåðçàíèÿ, òåìïåðàòóðû íà÷àëà çàìåðçàíèÿ è âå-
ëè÷èíû îòðèöàòåëüíîé òåìïåðàòóðû, îïðåäåëÿòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñóììàð-
íîé âëàæíîñòè, êîëè÷åñòâà íåçàìåðçøåé âîäû è ëüäà â êàæäîé òî÷êå ãðóíòîâîãî
ìàññèâà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðåäñòàâëåííûå â [3, 4] ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ,
ïîëó÷åííûå, êàê è â ðàáîòå [5], áåç ó÷åòà â óðàâíåíèè òåïëîïåðåíîñà ñîñòàâëÿþ-
ùåé êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì î õàðàê-
òåðå ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîé âëàæíîñòè âáëèçè ôðîíòà ïðîìåðçàíèÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãðóíòîâîãî ìàññè-
âà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì èçìåíåíèé òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà, íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü, ÷òî ìîäóëè óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
þòñÿ äëÿ ìåðçëîãî è òàëîãî ãðóíòîâ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîäóëè óïðóãîñòè ãðóíòà
çà÷àñòóþ çàâèñÿò îò äåôîðìàöèé (ìîãóò óìåíüøàòüñÿ èëè óâåëè÷èâàòüñÿ â 1,5–4
ðàçà) [6, 7], ò.å. îáûêíîâåííàÿ ëèíåéíî-óïðóãàÿ ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû ìîæåò ïðè-
âîäèòü ê ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èÿì îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [7]. Ïîýòîìó,
ñ÷èòàÿ ìîäóëè óïðóãîñòè çàâèñèìûìè îò äåôîðìàöèé, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãðóíòà ïîëó÷àåì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äâóõ ãè-
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ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à âëèÿíèå ïðîöåññîâ âëàãîïåðåíîñà–ôèëüòðàöèè
â íåé ó÷èòûâàåì çàäàíèåì â âåêòîðå ìàññîâûõ ñèë ãðàäèåíòà íàïîðà, âûðàæåí-
íîãî ãðàäèåíòîì ôóíêöèè âëàãîñîäåðæàíèÿ, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé
çàâèñèìîñòè íàïîðà îò êîëè÷åñòâà íåçàìåðçøåé âîäû [4]. Â ñâîþ î÷åðåäü, êîýô-
ôèöèåíòû óðàâíåíèÿ âëàãîïåðåíîñà çàâèñÿò îò îáúåìíîé äåôîðìàöèè � [8].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõìåðíîãî ñëó÷àÿ èññëåäîâàíèå âçàèìîñâÿçàííûõ
ïðîöåññîâ òåïëî-, âëàãîïåðåíîñà è óïðóãîé äåôîðìàöèè ñâåäåòñÿ ê ðàññìîòðå-
íèþ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ÷åòûðåõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé: äâóõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è äâóõ —
ãèïåðáîëè÷åñêîãî. Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ñëàáóþ ôîðìó íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (4)–(10) ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ãðè-
íà è óñëîâèé (4)–(6), (8) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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� � �� �( ( , ) � ( , ) ) ( , ),S x t z S x t z d k x t z dn2 11

2 2

2,s

� �

� �	 ;

~
( ) ( ( ), ( )) ;

~
( ) ( ( ), ( ))H x w x u x H x p x q x0

0 0
1

0 0� �T T ; (13)

�   �, — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2 ( )� .

Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (4)–(10) íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð-ôóíêöèÿ h x t Z( , ) � , êîòîðàÿ äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè z x Z( ) � 0 óäîâëåòâî-
ðÿåò èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (11), (12).

Íåïðåðûâíîå ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) â êîíå÷íî-èçìåðèìîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Z ZN ! [10]. Ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ h x t ZN N( , ) � ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå
h x t t xN

j j

j

N

( , ) ( ) ( )�
�
" 
 #

1

'

, (14)

ãäå $ � � �N N N N4 20 2 1( ) — êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ âñåì N N N N� � �0 1 2 óçëîâûì òî÷êàì â ðàçáèåíèè îáëàñòè � ; N 0 —

êîëè÷åñòâî óçëîâûõ òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ � �1 2� ; N i — êîëè÷åñòâî

óçëîâûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ �i i, ,�1 2 ; 
 j t j N( ), ,� $1 , — ôóíêöèè, èíòåã-

ðèðóåìûå âìåñòå ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà [ , ]0 T ; { }# j j
N
�1
' — áàçèñ ïðîñòðàí-

ñòâà Zt
N , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç Z N ôèêñèðîâàíèåì � �t T[ , ]0 . Êîìïîíåíòû

ýòîãî áàçèñà èìåþò âèä

# #i i N i i i N� � ��( , , , ) , ( , , , ) , ,� �0 0 0 0 0 0 1T T ,

# #2 2 1 2 2 0 20 0 0 0 0 0 1N i i N i i i N N� � �� � � �( , , , ) , ( , , , ) , ,� �T T ,

ãäå { }� i i
Nx( ) �1

— ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ óçëîâûì òî÷êàì ÌÊÝ, ïîñòðîåííûõ íà ïîëíûõ ïîëèíîìàõ ñòåïåíè k

( , , )k �1 2 3 è èìåþùèõ â � îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü.

Áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Z ZN
0 0! àíàëîãè÷íî ñîñòîèò èç $N âåêòîð-ôóíêöèé

# j , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì � i x i N( ), ,�1 , ò.å. ëþáóþ âåêòîð-ôóíê-

öèþ z x ZN N( ) �
0

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

z x xN
j j

j

N

( ) ( )�
�
" � #

1

'

, (15)

ãäå � j — êîíñòàíòû.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå h x t ZN N( , ) � çàäà÷è (11), (12) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-

äóþùèì èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì:

m
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� � � � �h x z x H x z xN N N( , ), ( )
~

( ), ( )0 0 ,
(17)
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, $$Etxj
, $$$ � &E Lttx Tj
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i j u Z, , , ,� �1 2  . (18)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü h x t Z( , ) � — ðåøåíèå çàäà÷è (10), (11), à h x t ZN N( , ) � —

ðåøåíèå çàäà÷è (16), (17). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
~

( ),
~

( ) ( )H x H x W k0 1
2

1� � � ; h,
�

�

h

t
,
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�
� (�

&

2

2 2 2
1

2
10 0
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t
L T W L T Wk( , ; ( )) ( , ; ( ))� � . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

�
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� � �

&
t

h x t h x t h x t h x tN

L T W

N( ( , ) ( , )) || ( , ) ( , )
( , ; ( ))0 2

1 �
|| ,

( , ; ( ))L T W
kCs

&
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0 2
1 �

(19)

ãäå C çàâèñèò îò T , êîíñòàíò èç (18) è íîðì | | | |
( , ; ( ))

h
L T W k

2 2
10 � �
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| | | |
( , ; ( ))

$ �ht L T W k
2 2

10 �
, | | ||

( , ; ( ))
$$ �htt L T W k

2 2
10 �

; s — ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñòîðîí òðåó-

ãîëüíèêîâ, k �1 2 3, , — ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ ÌÊÝ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

� �� � � � � �h h h h l h hN N~
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~
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â êîòîðîì a èìååò âèä (13), ~ min ,m m E0 0 0� { }.
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Èñõîäÿ èç îáîçíà÷åíèé (13), çàïèøåì ðàâåíñòâà
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Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (22) ñîîòíîøåíèÿ (23) è îöåíèì åãî ïðàâóþ ÷àñòü ñ
ó÷åòîì (2), (3), (13), (18), (24) è ïîñëåäíåé îöåíêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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Äàëåå ïðîñòðàíñòâî Z ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùåé ïðÿìîé ñóììû òðåõ ïðîñ-

òðàíñòâ Z Z Z Z� * *1 2 3 . Ýëåìåíòàìè êàæäîãî èç Z ii , ,�1 3 , ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå êîìïîíåíòû h x t h x t h x t11 12 2( , ), ( , ), ( , ) âåêòîð-ôóíêöèè h x t Z( , ) � .

Àíàëîãè÷íî çàïèøåì Z Z Z Zt t t t� * *, , ,1 2 3 , ãäå Zt — ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåìîå èç

Z ôèêñèðîâàíèåì � �t T( , ]0 ; Z Z Z ZN N N N� * *
1 2 3

, Z Z Z ZN N N N
0 0 1 0 2 0 3

� * *
, , ,

.
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Ââåäåì íà Zt ôîðìó

a p q a p q a p q a p qt t t t( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � �1
11 11

2
12 12

3
2 2 ,

ãäå
a p q p p q k x p p q pt

1
11 11 1 11 11 0

1
1 12 11 11( , ) ( ; , ) ( , ) , ,� � � �W � 11 11 1, ,q Zt� ;

a p q p p q k x p p p qt
2

12 12 2 12 12 0
2

2 12 2 12 12( , ) ( ; , ) ( , , ) ,� � �W � � �, , ,p q Zt12 12 2 ;

a p q p p q m E x p
p

x

p

x
t
3

2 2 3 2 2 0 1
2

1

2

2

( , ) ( ; , ) ~ , , ,� �
�

�

�

�



�
��

�
W

�
�� �p q p q Zt2 2 2 2 3, , , , .

Äëÿ îöåíîê íîðì �
� �

, ,
�

�

�

�t t

2

2
èñïîëüçóåì óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Èç [12]

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôîðìû a p qt ( , ), îïðåäåëåííîé òàêèì îáðàçîì, è ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé òåîðåìû è óñëîâèÿ (21) äëÿ p w w� � �� ~ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

| | || ( ) || || ( ), | | || (( ) ( ) ( )
� �L

k
W H

t S s h t tk
2 2

1
0
11

1
� � �

% �
� ) | | || ( ),

( )
% �S s h tk

W k2
2

1 �
(28)

ãäå S S1 2, — íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò c m E l il l
i

l3 0 1 1 2, , , , , , ,� � � ,

è íå çàâèñÿùèå îò h s, .

Îöåíêè íîðì
�

�
 

�

t
x( , ) ,

�

�
 

2

2

�

t
x( , ) â ïðîñòðàíñòâàõ L2 ( )� , H

0
1 ( )� , àíàëîãè÷-

íûå îöåíêàì (28), âûâîäÿòñÿ ñîãëàñíî [12].

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c5 , çàâèñÿùàÿ îò m E ll s
i

s, , , ,� � 0 3 ,

i �1 2, , s � 0 4, , èç (18) è íîðì | | | |
( , ; ( ))

h
L T W k

2 2
10 � �

, | | ||
( , ; ( ))

$ �ht L T W k
2 2

10 �
,

| | | |
( , ; ( ))

$$ �htt L T W k
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, òàêàÿ, ÷òî
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�
�

�

�
�

2

2
0 0

0

2 2
1 2 2

1 2

� �
�

t t
L T W L T W

L

( , ; ( )) ( , ; ( ))
( ,

|| ||

� �
T W

kc s
; ( ))2

1 5�
% . (29)

Èç íåðàâåíñòâ (27), (29) ñëåäóåò îöåíêà (19).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëÿ îöåíêè äèñêðåòíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

èñïîëüçóåì ñõåìó Êðàíêà–Íèêîëñîíà [1, 10].
Ïóñòü T J� � äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî J ) 1. Áóäåì èñêàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ }H x Zj
j
J

t
N( ) � !

0
òàêóþ, ÷òîáû H j àïïðîêñèìèðîâàëî h ZN N� îïòèìàëüíî

â W
2
1 ( )� . Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

� � � � � � �� � �
�

�
P P P P P P j Jj j j j j j1 1

2
0 11 1 2 1( ), ( ), ,/ . (30)

Ñõåìó Êðàíêà–Íèêîëñîíà äëÿ çàäà÷è Êîøè (16), (17) çàïèøåì â âèäå

� � � � �H z H zN N0 0,
~

, � �z ZN N
0

, (31)

� � � � ��0 1,
~

,z H zN N � �z ZN N
0

, (32)

m z m z a H H zj N j N j j N( , ) ( , ) ( ; , )/ / /� � � �� � �
� � � 1 2 1 2 1 2

� � � �� � �r H H z F z z Zj j N j N N N( ; , ) (
~

, )/ / /1 2 1 2 1 2
0

, (33)

H H j Jj j j� �� � � �1 1 2 0 1�� / , , . (34)
Çäåñü

H x xj
i
j

i

i

N
� �

�

� "1 1

1

( ) ( )
 #
'

, � j
i
j

i

i

N

x d x j J� �

�

� � �"1 1

1

0 1( ) ( ), ,#
'

. (35)



Òåîðåìà 2. Ïóñòü h x t( , ) — ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) è { }H x Zj
j
J

t
N( ) � !

0
—

ðåøåíèå çàäà÷è (31)–(34). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (18) è

h W k� �
2

1 ( )� . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C C T� �( ) 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò s, � è òà-

êàÿ, ÷òî

max || || ( )
( )0
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2
1

% %
� % �

j J

j j
W

kH h C s
�

� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (11) ïðè t jj� � �1 2 1 2/ ( / )� â âèäå

m
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� � � � � � �� � �r h h z F z z Zj j j j N j j N N N( ; , ) (
~

, ) ,/ / /1 2 1 2 1 2
0

� � � j J� �0 1, , (36)

ãäå

� � � � � � � �j j j jO O O O� � � �( ), ( ), ( ), ( )2 2 2 2 . (37)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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k x h h hj j j j j j( , , )(/ / / � � � ��~

),/h zj j N
12

1 2
12 12

�

� �
�

�
�

�

�
�� � �~ , , ( ), (/ / /m E x h

x
h

x
hj j j j j

0 1
1 2

1
1

2
1 2

2
2

2
1 2� � �

2
j )



�
��

�

�
�� �

� � � � �� �(
~

),/ /h h zj j j j N
2

1 2
2 2

1 2
2 2
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0

0 1, , , (39)

â êîòîðîì a èìååò âèä (13), ~m0 âûáèðàåòñÿ êàê â (21), � �j O� ( )2 .

Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (38) è ñîîòíîøåíèé (33), (36), (13), (39) ìîæåì çàïèñàòü:
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� � � � �1 2 1 2 1 2;

~
, )/h zj N� �1 2
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�� � �~ , , ( ), (/ / /m E x h
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1
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�
��
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�
�� �

� � � ��( ), ( , )/� � � �
2

1 2
2 2 2

j j j N j Nz z � � � �z Z j JN N
0

0 1, , . (40)

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî [1]. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
(40), (12), (17), (18), (28), (30)–(32), (34), (37), (38), à òàêæå ïîëîæèòåëüíóþ îïðå-
äåëåííîñòü ôîðìû a w( ; , )  , íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü m ( , )  , ñèììåò-
ðè÷íîñòü a w( ; , )  , m ( , )  , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêè

150 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 5



|| || | | || ( ) || ||
( ) ( ) (

� � � �l

W L

j

W
c a a T

2
1

2 2
1

2
0

0 2
1� �

%


�
�� �

� �) ( )
(|| ||2

0

2
2

0

1

2

� �
� �

�

" "
j

l
j

L
j

l

a � �

� � � �| | || | | || || || | | ||
( ) ( ) ( )

� � � �j

W

j

W

j

L

j

L
2
1

2
1

2 2

2 2 2

� � � ( ) ( )
| | || )

� �
2 2

2

�
�

�
��� j

L
, 1 % %l J ;

| | || | | || | | ||
( ) ( ) ( )

H hl l
W

l
W

l
W

� % � %
2
1

2
1

2
1� � �

� �

% � � ��
�a T O S s S s hk k l

W k0
2

1
2 2 1

2
2 2 1 2

2
1( ) ( ) || ||( ) /
( )

�
�

� �


�

�
�

�

�

��

�
�"a T S s S s hk k j

W
j

l

k1 1
2 2 1

2
2 2 2

0 2
1

( )|| ||( )

( )� �
% %

1/2

1, l J.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.
Ñõåìó (31)–(34), èñõîäÿ èç (14), (15), (35), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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s N N� �1 0 2, ,

l n x m n x0 1 0 2� �cos ( , ), cos ( , ) , n — âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êîíòóðó.

Èñêîìûé âåêòîð ðåøåíèÿ 
( ' )N çàäà÷è (41) íà j-ì âðåìåííîì ñëîå, j J�1, ,

èìååò òàêóþ ñòðóêòóðó:


 
 
 
( ) ( ( ), ( ), ( ))t t t tj j j j� �1 2 3
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� ( ( ), ( ), ..., ( ), ( ), ( ), , , , ,
 
 
 
 
1 1 1 2 1 2 1 2 2t t t t tj j N j j j , ...

..., ( ), ( ), , ( )) ., , , ( )
 
 
2 3 1 3 2 0 2N j j N N jt t t� �
T

Çàìåòèì, ÷òî èñõîäÿ èç èçëîæåííîé â (42)–(45) áëî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö è
âåêòîðîâ, ñõåìà (41) ëåãêî ðàñêëàäûâàåòñÿ íà òðè ñëåäóþùèõ ñõåìû äëÿ ìàòðèö
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå è íà êàæäîé èòåðà-
öèè ïðèìåíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî:
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Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ñôîðìóëèðîâàííîé ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîé çàäà÷è è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ íåïðåðûâíîãî ïî âðåìåíè è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðè-
áëèæåííûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ðàáîò, íàïèñàííûõ â ñîàâòîð-
ñòâå ñ Â.Â. Ñêîïåöêèì, ñâåòëàÿ ïàìÿòü î êîòîðîì, ïîëíàÿ óâàæåíèÿ è áëàãîäàð-
íîñòè, íàâñåãäà îñòàíåòñÿ â íàøèõ ñåðäöàõ.
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