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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðè îïåðàòèâíî-êàëåíäàðíîì ïëàíèðîâàíèè (ÎÊÏ) äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè ìî-
æåò îñòàâàòüñÿ íåèçâåñòíîé âïëîòü äî ìîìåíòà åå çàâåðøåíèÿ, ïîýòîìó ïðèìå-
íåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî ìåòîäà [1, 2] äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàñïèñà-
íèé âûïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà îïåðàöèé ìàëîýôôåêòèâíî. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå
ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ íåîïðåäå-
ëåííûìè ïàðàìåòðàìè [2–6]. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â òåîðèè ðàñïèñàíèé
ïîëó÷èë ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä [2, 7–12], èñïîëüçóþùèé ïðåäñòàâëåíèå äëèòåëü-
íîñòåé îïåðàöèé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ èçâåñòíûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé. Åñëè íå óäàåòñÿ îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëè-
òåëüíîñòåé îïåðàöèé, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ (â òîì èëè èíîì ñìûñëå)
ðàñïèñàíèé ïðèìåíÿþòñÿ èíûå ìåòîäû. Â ÷àñòíîñòè, â ðîáàñòíîì ìåòîäå
[13–15] ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ðàñïèñàíèþ, èñêëþ÷àþùåìó ïîòåðè ïðè íàèõóä-
øåì ñöåíàðèè. Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â [16–20], ñî÷åòàåò àíàëèç óñòîé÷èâîñòè
îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé (ðåøåíèé) [21–30] ñ óòî÷íåíèåì ðåàëèçóåìîãî ðàñïè-
ñàíèÿ ïî ìåðå ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î âûïîëíåííûõ íà äàííûé ìîìåíò îïå-
ðàöèÿõ [4, 18]. Èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ ÎÊÏ èìåþò
ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ. Ìåòîäû, ýôôåêòèâíûå äëÿ îäíîãî êëàññà çàäà÷,
ìîãóò îêàçàòüñÿ ìàëîýôôåêòèâíûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíîãî êëàññà. Îò òîãî,
êàêîé èç ìåòîäîâ âûáðàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÎÊÏ, çàâèñÿò êàê êà÷åñòâî ïî-
ñòðîåííîãî ðàñïèñàíèÿ, òàê è âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè çàäà-
÷è äëÿ âûáîðà ìåòîäà åå ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
Áåëëìàíà–Äæîíñîíà [31] ñ äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé, çàäàííûìè èíòåðâàëàìè
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è Áåëëìàíà–Äæîíñîíà îñíî-
âàíà íà ìîùíîñòè ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê
îáñëóæèâàåìûõ òðåáîâàíèé.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Êàæäîå òðåáîâàíèå J i èç ìíîæåñòâà � � { }J J Jn1 2, , ..., , n � 2 , íåîáõîäèìî
îáñëóæèòü âíà÷àëå íà ïðèáîðå M1, à çàòåì — íà ïðèáîðå M 2 . Äëèòåëüíîñòü
pij îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ J i �� íà ïðèáîðå M M Mj � �� { }1 2, ìîæåò
îñòàâàòüñÿ íåèçâåñòíîé âïëîòü äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèÿ J i íà ïðèáîðå M j è ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîé ëþáîìó äåéñòâèòåëüíîìó
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ïåðåñòàíîâêó � k îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé � , ìèíèìèçèðóþùóþ äëèíó ðàñ-
ïèñàíèÿ (îáùåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé � ):

C C C J
k kS

k
S

i k imax maxmin ( ) min max ( ) |� � �
� �� �

� �{ { }}� .

Çäåñü è äàëåå Ci k( )� îáîçíà÷àåò ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâà-
íèÿ J i �� ïðè ðàñïèñàíèè � k îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé � , à
S n� { }� � �1 2, , , !� — ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê � k k k kJ J J
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� ( , , , )
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îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé � � { }J J Jk k kn1 2
, , ,� . Â òðåõïîçèöèîííîé êëàññè-

ôèêàöèè � � �| | çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé [32] äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è
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(ñöåíàðèåâ):
T p p p p J Mij

L
ij ij

U
i j� � � � �{ }| , ,� � . (1)

Ïîñêîëüêó ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûé ñöåíàðèé p T� ìîæåò áûòü íåèçâåñò-
íûì âïëîòü äî ìîìåíòà çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé � , òî è ìîìåíòû
C Ci i k� ( )� çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé J i �� íåëüçÿ îïðåäå-
ëèòü äî ðåàëèçàöèè ðàñïèñàíèÿ � k . Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì ðåàëèçîâàòü ðàñïèñàíèå,

åãî íàäî êàê-òî ïîñòðîèòü. Ïîýòîìó çàäà÷à F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ïîèñêà ïå-

ðåñòàíîâêè � k ñ ìèíèìàëüíûì îáùèì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé �
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Åñëè ñöåíàðèé p T� çàôèêñèðîâàí äëÿ íåîïðåäåëåííîé çàäà÷è

F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � , òî ïîëó÷àåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à Áåëëìà-

íà–Äæîíñîíà, îáîçíà÷àåìàÿ F C2 | | max . Îïòèìàëüíóþ ïåðåñòàíîâêó

� i i i iJ J J S
n

� �( , , , )
1 2

� äëÿ çàäà÷è F C2 | | max ìîæíî ïîñòðîèòü çà âðåìÿ

O n n( log ) , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ Äæîíñîíà (2). Åñëè äëÿ ïàðû òðåáîâàíèé Jk
è Jm , 1 � � �k m n , âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

min , min ,{ } { }p p p pi i i ik m m k1 2 1 2� , (2)

òî ïåðåñòàíîâêà � i ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è F C2 | | max [31]. Ïåðåñòà-
íîâêó � i íàçûâàþò ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà.

ÎÁÇÎÐ ÌÅÒÎÄÎÂ È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Äëÿ íåîïðåäåëåííîé çàäà÷è � �| |p p pij
L

ij ij
U

� � â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâó-

åò ðàñïèñàíèÿ, êîòîðîå îñòàâàëîñü áû îïòèìàëüíûì äëÿ âñåõ ñöåíàðèåâ èç
ìíîæåñòâà T . Ïîýòîìó ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé
îïðåäåëèòü, ÷òî ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä ðåøåíèåì íåîïðåäåëåííîé çàäà÷è
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� � . Íàïðèìåð, â [13–15] èññëåäîâàëîñü ðîáàñòíîå ðàñïèñàíèå,

êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò àáñîëþòíîå èëè îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå îò îïòèìó-
ìà ïðè íàèõóäøåì èç âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
T ñîäåðæèò ëèáî êîíòèíóóì ñöåíàðèåâ (ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1)), ëèáî êîíå÷-
íîå ÷èñëî r ñöåíàðèåâ:
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n
j
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Äëÿ ïåðåñòàíîâêè � k S� è ñöåíàðèÿ p T� ðàçíîñòü � � �p
k

p
t

kr p� � ( , ) îïðå-

äåëÿåò ïîòåðè öåëåâîé ôóíêöèè ïðè îáñëóæèâàíèè òðåáîâàíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïå-
ðåñòàíîâêîé � k . Âåëè÷èíà Z r p p Tk k( ) max ( , ) |� �� �{ } îïðåäåëÿåò àáñîëþòíûå
ïîòåðè ïðè íàèõóäøåì ñöåíàðèè äëÿ ïåðåñòàíîâêè � k . Îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè ïðè

íàèõóäøåì ñöåíàðèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê 	 � �Z r p p Tk k p
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 0 . Â [13, 15] èññëåäîâàëàñü çàäà÷à 1| |p p p Ci
L

i i
U

i� � � ìèíèìèçàöèè

ñóììàðíîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ n òðåáîâàíèé íà îäíîì ïðèáîðå. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ñöåíàðèè p T� âîçíèêàåò äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à 1| | Ci� , êîòîðàÿ
ðåøàåòñÿ çà âðåìÿ O n n( log ) ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó êðàò÷àéøåé îïåðà-
öèè [33]: òðåáîâàíèÿ ìíîæåñòâà � äîëæíû îáñëóæèâàòüñÿ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ
ñâîèõ äëèòåëüíîñòåé. Â [13] (à òàêæå â [15]) óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ïåðåñòàíîâêè � t S� , ìèíèìèçèðóþùåé àáñîëþòíûå ïîòåðè Z t( )� (îòíîñèòåëü-

íûå ïîòåðè 	Z k( )� ) äëÿ çàäà÷è 1| |p p p Ci
L

i i
U

i� � � , ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé

äàæå äëÿ äâóõ ñöåíàðèåâ, r � 2.

Àíàëîãè÷íî ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðîâàííàÿ è íåîïðåäåëåí-
íàÿ çàäà÷è Áåëëìàíà–Äæîíñîíà. Çàäà÷à F C2 | | max ðåøàåòñÿ çà âðåìÿ O n n( log ) ,
à çàäà÷à ìèíèìèçàöèè àáñîëþòíûõ ïîòåðü Z t( )� äëÿ çàäà÷è

F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äëÿ äâóõ ñöåíàðèåâ [14].

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû [2] ïîñâÿùåíà ñòîõàñòè÷åñêîìó ìåòîäó, ïîçâîëÿþùåìó
ìèíèìèçèðîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè îáñëóæèâàíèè
òðåáîâàíèé ñî ñëó÷àéíûìè äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé. Äëÿ çàäà÷è Áåëëìà-
íà–Äæîíñîíà â ñòîõàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [12].
Åñëè äëèòåëüíîñòü pi1 îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ J i �� íà ïðèáîðå M1 çàäàíà
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ � i , à äëèòåëüíîñòü pi2 îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ J i íà ïðèáîðå M 2 —
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ � i , òî äëÿ ìèíèìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Cmax äîñòàòî÷íî
îáñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ J i �� â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ðàçíîñòåé � �i i� .

Â [11] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Åñëè äëèòåëüíîñòü pij îáñëóæèâà-
íèÿ òðåáîâàíèÿ J i �� íà ïðèáîðå M j �� çàäàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàñïðå-
äåëåííîé ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì � ij , 0 1� �� ij , òî äëÿ ìèíè-
ìèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Cmax äîñòàòî÷íî îáñëóæèâàòü òðåáîâàíèÿ

J i �� â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ îòíîøåíèé
1

1

1

2

�

�

�

�

i

i

.

Åñëè äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé � ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ íå÷åòêèìè èíòåðâàëàìè ñ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè, òî äëÿ

ðåøåíèÿ íåîïðåäåëåííîé çàäà÷è � �| |p p pij
L

ij ij
U

� � èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä íå÷åò-

êîé ëîãèêè. Äëÿ çàäà÷è Áåëëìàíà–Äæîíñîíà ñ íå÷åòêèìè äëèòåëüíîñòÿìè îïåðà-
öèé óñòàíîâëåíî [34], ÷òî îïòèìàëüíîå óïîðÿäî÷åíèå òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà �

ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà íå÷åòêîì àíàëîãå ñîîòíîøåíèé Äæîíñîíà (2).

Åñëè íå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé êðèòåðèé, îïðåäåëÿþùèé ðåøåíèå íå-
îïðåäåëåííîé çàäà÷è (êàê â ðîáàñòíîì ìåòîäå), ïðè÷åì íåèçâåñòåí çàêîí ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé íà îòðåçêå [ , ]p pij
L

ij
U (ñòîõàñòè÷åñ-

êèé ìåòîä) è íå èçâåñòíà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé íà

íå÷åòêîì îòðåçêå [ , ]p pij
L

ij
U (ìåòîä íå÷åòêîé ëîãèêè), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

� �| |p p pij
L

ij ij
U

� � ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä, îñíîâàííûé íà óñòîé÷èâîñòè

îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé [4, 16, 17]. Ýòîò ìåòîä âêëþ÷àåò ïîñòðîåíèå ìèíèìàëü-
íîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà S T( ) ïåðåñòàíîâîê îáñëóæèâàåìûõ òðåáîâàíèé
[4, 16, 17, 19, 20] è ïîýòàïíîå âûäåëåíèå ðàñïèñàíèÿ èç ìíîæåñòâà S T( ) ïî ìåðå
ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î äëèòåëüíîñòÿõ îáñëóæåííûõ òðåáîâàíèé [4, 18].
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Ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî S T( ) èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ
[4, 16, 17, 35, 36] äëÿ êðèòåðèÿ Cmax è â ðàáîòàõ [4, 20, 35, 37] äëÿ êðèòåðèÿ

Ci� . Â [37] äëÿ çàäà÷è Fm p p p Cij
L

ij ij
U

i| |� � � íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëî-

âèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïåðåñòàíîâêà òðåáîâàíèé � ìèíèìèçèðóåò ñóì-
ìàðíîå âðåìÿ èõ îáñëóæèâàíèÿ íà äâóõ (m � 2) èëè òðåõ (m � 3) ïðèáîðàõ. Â [35]

àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è F p p pij
L

ij ij
U2 | |� � � ñ êðèòåðèÿìè

� � Cmax è � � �Ci â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé çàðàíåå èç-
âåñòíû, à äëèòåëüíîñòè ïåðåíàëàäîê ïðèáîðîâ çàäàíû èíòåðâàëàìè âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé. Â [36] äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ïîðÿäîê ïàðû òðåáîâà-

íèé âî ìíîæåñòâå S T( ) . Äëÿ çàäà÷è Jm p p p Cij
L

ij ij
U

i| |� � � ñ ðàçëè÷íûìè òåõ-

íîëîãè÷åñêèìè ìàðøðóòàìè â [20] ðàçðàáîòàíû òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå àëãî-
ðèòìû íà îñíîâå ñìåøàííûõ ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî S T S( ) � íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì äîìèíèðó-

þùèì ìíîæåñòâîì äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � , åñëè äëÿ ëþáîãî ñöåíà-

ðèÿ p T� âî ìíîæåñòâå S T( ) ñîäåðæèòñÿ ïåðåñòàíîâêà Äæîíñîíà äëÿ äåòåðìèíè-
ðîâàííîé çàäà÷è F C2 | | max ñî ñöåíàðèåì p , ïðè÷åì íè îäíî ñîáñòâåííîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà S T( ) òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Äëÿ ââåäåíèÿ ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ïî-

òðåáóþòñÿ ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå â [36]. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå � � ��  0 1

 � �2
* , îïðåäåëÿþùåå ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà � :

� � �0 1 2 2 1 1 2 2
� � � � � � � �{ } {J p p p p J p p pi i

U
i
L

i
U

i
L

i i
U

i
L

i
U| , | � �p p

i
L

i1
},

� � � �1 1 2 2 1 0 1 2
� � � � � � �{ } { }J p p p p J p pi i

U
i
L

i
U

i
L

i i
U

i
L| , \ | ,

� � � �2 1 2 2 1 0 2 1
� � � � � � �{ } { },J p p p p J p pi i

U
i
L

i
U

i
L

i i
U

i
L| , \ |

(3)

� �
* | ,� � � �{ }J p p p pi i

U
i
L

i
U

i
L

1 2 2 1
.

Òåîðåìà 1 [36]. Îäíîýëåìåíòíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî S T( ) , | ( ) |S T �1,

ñóùåñòâóåò äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

ëþáîé ïàðû òðåáîâàíèé J i è J j èç ìíîæåñòâà � 1 (èç ìíîæåñòâà � 2) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî p p
i
U

j
L

1 1
� èëè p p

j
U

i
L

1 1
� (íåðàâåíñòâî p p

i
U

j
L

2 2
� èëè p p

j
U

i
L

2 2
� ); âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | |*
� � 1; äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ J

i*
*

�� (åñëè �
*


 �)

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà p p J
i

L
i
U

i*
max |

1 1 1� �{ }� , p p J
i

L
j
U

j*
max |

2 2 2� �{ }�

è íåðàâåíñòâî max ,
* *

{ }p p p
i

L

i

L
k

1 2
� äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ Jk �� 0 .

Òåîðåìà 2 [36]. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñò-

âà S T( ) äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � , âî âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ êîòîðîãî ïî-

ðÿäîê òðåáîâàíèé J	 �� è Jw �� îäèíàêîâûé (J	 ïðåäøåñòâóåò Jw), íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

p pU L
	 	1 2

� è p pU
w
L

	1 1
� (4)

èëè
p p

w
U

w
L

2 1
� è p p

w
U L

2 2
�

	
. (5)

Òåîðåìà 3 [36]. Âûïîëíÿåòñÿ S T S( ) � , åñëè

max | , min | ,{ } { }p J M p J M
ik
L

i k ik
U

i k� � � � �� � � � . (6)

Òåîðåìà 4 [36]. Åñëè (6) âûïîëíÿåòñÿ, òî äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè � k S� íà-

éäåòñÿ ñöåíàðèé p T� , ïðè êîòîðîì � k — åäèíñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà Äæîíñîíà.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÌÅÐÛ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

Ìîùíîñòü | ( ) |S T ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà õàðàêòåðèçóåò íå-

îïðåäåëåííîñòü çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � . Â ÷àñòíîñòè åñëè | ( ) |S T �1,

òî íåîïðåäåëåííîñòü çàäà÷è íå âëèÿåò íà åå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó òàêàÿ çàäà÷à

F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ìîæåò áûòü ðåøåíà òî÷íî, êàê è åå äåòåðìèíèðîâàí-

íûé àíàëîã — çàäà÷à F C2 | | max . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü S T k( ) � { }� , òîãäà ðå-

øåíèåì çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêà � k , îïòèìàëüíàÿ

ïðè ëþáîì ñöåíàðèè p T� . Ïåðåñòàíîâêó � k ìîæíî ïîñòðîèòü çà O n n( log ) ýëå-
ìåíòàðíûõ äåéñòâèé, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííîå â [36] êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 1. Íàèáîëüøàÿ íåîïðåäåëåííîñòü çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � äîñòè-

ãàåòñÿ, êîãäà | ( ) | !S T n� . Â ñèëó òåîðåì 3 è 4 â òàêîì ñëó÷àå ëþáàÿ ïåðåñòà-
íîâêà � k S S T� � ( ) ìîæåò îêàçàòüñÿ åäèíñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà
äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è F C2 | | max , ïîðîæäåííîé íåîïðåäåëåííîé çàäà-

÷åé F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � â ðåçóëüòàòå ôèêñàöèè ñöåíàðèÿ p T� .

Ïóñòü � — ìíîæåñòâî âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå 
 : � � �R 1 , ãäå


( )
! | ( ) |

!
,z

n S T

n
z� �

�

�
�1

1
� . (7)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âåëè÷èíó 
( )z ìîæíî áûëî íàçûâàòü ìåðîé íåîïðåäåëåííîñòè

çàäà÷è z ��, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå 
 : � � �R 1 áûëî âïîëíå àääè-

òèâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâî 
( )z � 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çàäà÷ z �� . Àääèòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 
 : � � �R 1

ìîæíî îáåñïå÷èòü, ïîëàãàÿ, ÷òî åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷

z z zk1 2� � �� � �, , , ,� � , (8)

îòðåçêè [ , ]p pij
L

ij
U âîçìîæíûõ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé ðàçíûõ çàäà÷ ïîïàðíî

íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (8) ðàâ-

íà ñóììå

i

iz

�

�

�
1


( ) .

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ 
: � � �R 1 , çàäàííîãî

â (7). Ê ñîæàëåíèþ, íà âñåì ìíîæåñòâå � îòîáðàæåíèå 
: � � �R 1 ôóíêöèåé íå

ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

íåñêîëüêî ìèíèìàëüíûõ (ïî âêëþ÷åíèþ) äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó

( )z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è z �� , åñëè ìîù-
íîñòü ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è z îïðåäåëåíà îäíî-
çíà÷íî. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå òàêîé ìåðû, 
( )z � 0 , äîñòèãàåòñÿ, êîãäà äëÿ çàäà-
÷è z �� èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî | ( ) |S T �1, ò.å. { }� k S T� ( ) . Â ýòîì ñëó÷àå ïåðå-
ñòàíîâêà � k ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî àíàëîãà çàäà÷è z �� ïðè

ëþáîì ñöåíàðèè p T� . Õàðàêòåðèçàöèÿ çàäà÷ F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ñ íóëå-

âîé ìåðîé 
( )z äàíà â òåîðåìå 1.
Äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è z �� íàèáîëüøåå çíà÷åíèå 
( )z �1äîñòèãàåòñÿ,

êîãäà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî | ( ) | !S T n� . Õàðàêòåðèçàöèÿ çàäà÷

F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � ñ åäèíè÷íîé ìåðîé 
( )z äàíà â òåîðåìå 3.

Êðîìå òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå 
 : � � �R 1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íå íà âñåì

ìíîæåñòâå çàäà÷ � , äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ 
( )z ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëü-
øîé îáúåì âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S T( ) äëÿ
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ðàçëè÷íûõ çàäà÷ z �� ìîæåò ïðèíèìàòü íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 1 (òåîðåìà 1)
äî n! (òåîðåìà 3), òî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íåâîçìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå
ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà S T( ) .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è

F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � , èñïîëüçóþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëüíûõ äîìèíè-

ðóþùèõ ìíîæåñòâ â âèäå îðãðàôà îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå � .
Òàêàÿ ìåðà õàðàêòåðèçóåò êàê íåîïðåäåëåííîñòü, òàê è ñëîæíîñòü çàäà÷è z �� .
Îíà âû÷èñëÿåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, è îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò
ñî âñåì ìíîæåñòâîì çàäà÷ � .

ÌÅÐÀ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ È ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ìîæíî ïîëó÷èòü êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìèíèìàëü-

íûõ äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � â âèäå

îðãðàôà � � �� ( , ) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí � è ìíîæåñòâîì äóã � . Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé (4) è (5) òåîðåìû 2 äëÿ êàæäîé
ïàðû òðåáîâàíèé Ju è J	 èç ìíîæåñòâà � è ïîñòðîèòü îðãðàô � � �� ( , ) îò-
íîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå � , ïîëàãàÿ, ÷òî äóãà ( , )J Ju 	 ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4)
èëè (5). Â îòëè÷èå îò ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà S T( ) îðãðàô
� îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî äëÿ ëþáîé çàäà÷è z ��, ïðè÷åì äëÿ ïîñòðîåíèÿ

îðãðàôà � òðåáóåòñÿ O n( )2 ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå � : � � �R 1 , ãäå

�( )
| |

( )
,z

n n
z� �

�
�1

1

�
� . (9)

Èç åäèíñòâåííîñòè îðãðàôà � � �� ( , ) äëÿ ëþáîé çàäà÷è z �� ñëåäóåò, ÷òî

îòîáðàæåíèå � : � � �R 1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî

ýòà ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ è âïîëíå àääèòèâíàÿ (àääèòèâíîñòü îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ òàê æå, êàê è àääèòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 
( )z , îïðåäåëåííîãî â (7)). Òàêèì îá-
ðàçîì, ôóíêöèþ �( )z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è

F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � . Âåëè÷èíà �( )z õàðàêòåðèçóåò íå òîëüêî íåîïðåäåëåí-

íîñòü çàäà÷è z �� , íî è ñëîæíîñòü åå ðåøåíèÿ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà óñòîé-
÷èâîñòè îïòèìàëüíûõ ðàñïèñàíèé [18]. Äëÿ çàäà÷è z �� íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
�( )z �1 ìåðà �( )z äîñòèãàåò, êîãäà äëÿ çàäà÷è z èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
| ( ) | !S T n� , ò.å. êîãäà ìíîæåñòâî äóã îðãðàôà � ïóñòî: | |� � 0 . Â òàêîì ñëó÷àå
ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî çàäà÷è z �� èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîù-
íîñòü è, ñëåäîâàòåëüíî, � 
( ) ( )z z� �1 .

Íóëåâîìó çíà÷åíèþ îòîáðàæåíèÿ 
( )z ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå �( ) .z � 05
ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè �( )z . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è z ��

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî | ( ) |S T �1, ò.å. ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî
äëÿ çàäà÷è z �� ñîäåðæèò òî÷íî îäèí ýëåìåíò: { }� k S T� ( ) , à ïåðåñòàíîâêà � k
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî àíàëîãà F C2 | | max çàäà÷è z �� ïðè ëþ-
áîì ñöåíàðèè p T� . Äëÿ çàäà÷è z �� íóëåâîå çíà÷åíèå ìåðû �( )z äîñòèãàåòñÿ
ïðè ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ìíîæåñòâà äóã � �: | | ( )� �n n 1 , ò.å. êîãäà îðãðàô
� ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äëÿ òàêîé çàäà÷è z �� ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà � k S� îïòè-
ìàëüíàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, ïðè ðàâåíñòâå � �� 0 .

ÌÅÐÀ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ � 0 � �

Â îáùåì ñëó÷àå áèíàðíîå îòíîøåíèå � , çàäàííîå íà ìíîæåñòâå � îðãðàôîì
� � �� ( , ) , íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, ïðè÷åì îðãðàô � ìîæåò ñîäåðæàòü
êîíòóðû. Â [38] äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5 [38]. Åñëè � 0 � �, òî îòíîøåíèå � � �� � òðàíçèòèâíî.

8 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 5



Òåîðåìà 6 [38]. Îðãðàô � � �� ( , ) íå ñîäåðæèò êîíòóðîâ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî � � � ��  1 2
* íå ñîäåðæèò òðåáîâàíèé J i k�� è

J j k�� , k �{ }1 2, , äëÿ êîòîðûõ

p p p p
ik
L

ik
U

jk
L

jk
U

� � � . (10)

Ïóñòü � � � ��  1 2
* . Îïðåäåëèì îòíîøåíèå � � �� � � íà ìíîæåñòâå� .

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ( , )J Jw	 �� è ( , )J Jw 	 �� , òî J Jw	 � . Åñëè

( , )J Jw	 �� , ( , )J Jw 	 �� è 	 � w , òî J Jw	 � è J Jw �� 	 .

Åñëè � 0 � � , òî îòíîøåíèå �� ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà íà
ìíîæåñòâå � . Ñòðîãèé ïîðÿäîê �� îïðåäåëÿåò îðãðàô äîìèíèðîâàíèÿ
� � �� ( , )� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí � è ìíîæåñòâîì äóã �� . Åñëè âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà (10), òî îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè � : � � �R 1 çà-

äà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � :

�( )
| |

( )
,z

n n
z� �

�
�1

2

1

��
� . (11)

Òðåáîâàíèÿ J i �� è J j �� áóäåì íàçûâàòü êîíôëèêòíûìè, åñëè íè îäíî èç

îòíîøåíèé J Ji j� èëè J Jj i� äëÿ òðåáîâàíèé J i è J j íå âûïîëíÿåòñÿ. Îðãðàô

äîìèíèðîâàíèÿ � � �� ( , )� îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê �( )G òðå-

áîâàíèé � , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòðîãîìó ïîðÿäêó �� .

Òåîðåìà 7 [38]. Ïóñòü � � � ��  *
1 2 . Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p T� ìíîæåñò-

âî �( )� ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâêó Äæîíñîíà äëÿ çàäà÷è F C2 | | max ñî ñöåíàðèåì p.

Ëåììà 1 [38]. Ïóñòü � � � ��  *
1 2 . Ïåðåñòàíîâêà âèäà � g iJ� ( , ,� �

� � �, , , , ) ( )J Jr j �� � ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîé ïåðåñòàíîâêîé òèïà I (ñì. [38]), åñëè
äëÿ ïàðû òðåáîâàíèé J i k�� è J j k�� , k �{ }1 2, , âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (10)
è òðåáîâàíèå Jr ñîñòàâëÿåò êîíôëèêòíûå ïàðû êàê ñ òðåáîâàíèåì J i , òàê è ñ òðå-
áîâàíèåì J j .

Ïóñòü J j �� * . Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà � :

	 � � � � � � � �j q j
U

j
U

q
U

r j
UJ p p p J p{ { } } { {2 1 2 2 1 1

| min , | min*� , ;p p
j
U

r
L

2 1
} }� (12)

		 � � �� �j w j
U

j
U

w
UJ p p p{ { } }1 1 2 1

| min , �

� { { } }J p p pu j
U

j
U

u
L

�  �� �2 1 2 2
* | min , . (13)

Ëåììà 2 [38]. Ïóñòü � � � ��  *
1 2 . Åñëè J j �� * , Jq j� 	� , Jw j� 		� , òî

ïåðåñòàíîâêà âèäà � g q j wJ J J� �( , , , , , , ) ( )� � � � � � ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîé
ïåðåñòàíîâêîé òèïà II.

Ëåììà 3 [38]. Ïóñòü � � � ��  *
1 2 . Åñëè ïåðåñòàíîâêà � t ��( )� ÿâëÿåòñÿ

èçáûòî÷íîé, òî � t — èçáûòî÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà ëèáî òèïà I, ëèáî òèïà II (ñì. [38]).

Â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ èç ìíîæåñòâà �( )G èçáûòî÷íûõ ïåðåñòàíîâîê òèïà I

è òèïà II ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî íåèçáûòî÷íûõ ïåðåñòàíîâîê � �
* ( ) ( )G G� .

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÄÎÌÈÍÈÐÓÞÙÅÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Äîêàæåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ìíîæåñòâà S T( )
â ñëó÷àå ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà � 0 .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü � � � ��  
*

1 2 . Ìíîæåñòâî �( )� ñîäåðæèò åäèí-

ñòâåííîå ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî S T( ) ( )*
� � � òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèé J i �� * , J j �� * è Jk �� , äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:
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max , min ,{ } { }p p p p p p p p
i
L

j
L

i
L

i
U

j
L

j
U

i
U

j
U

2 2 1 1 1 1 2 2
� � � � � , (14)

J J p p J p pk w j
U

w
U

w j
U

w
L

� � � �  �{ } { }� � �1 1 1 2 1 2
| |*

� ;

max , min ,{ } { }p p p p p p p p
i
L

j
L

i
L

i
U

j
L

j
U

i
U

j
U

1 1 2 2 2 2 1 1
� � � � � , (15)

J J p p J p pk q j
U

q
U

q j
U

q
L

� � � �  �{ } { }� � �2 2 2 1 2 1
| |*

� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû äîêàæåì ìåòîäîì îò

ïðîòèâíîãî. Ïóñòü S T G( ) ( )*
� � , îäíàêî ñóùåñòâóþò òðåáîâàíèÿ J i �� * ,

J j �� * è Jk �� , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14). (Cëó÷àé, êîãäà äëÿ

òðåáîâàíèé J i �� * , J j ��
* è Jk �� âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15), ðàññìàòðèâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî.)

Èç óñëîâèÿ (14) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (12) è (13) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ
J i i� 	� , J j i� 	� , Jk i� 		� è Jk j� 		� . Ñîãëàñíî ëåììå 2 êàê ïåðåñòàíîâêè âèäà
� u i j kJ J J� ( , , , , , , )� � � � , òàê è ïåðåñòàíîâêè âèäà � 	 � ( , , , ,� � �J Jj i

� �, , )Jk ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè ïåðåñòàíîâêàìè òèïà II: � u G���
* ( ) ,

� 	 ��
* ( )G . Äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà S T G( ) ( )� �

èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå �
* ( ) ( )G S T� (ïîñêîëüêó âñå íåèçáûòî÷íûå ïåðåñòàíîâêè

ñ íåîáõîäèìîñòüþ âõîäÿò â ëþáîå ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî).

Ðàññìîòðèì ñöåíàðèé p T� ñî ñëåäóþùèìè äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé:

p p pi j j
U

1 1 1
� � , p pi i

U
2 2

� , p pj j
U

2 2
� , p pk k

U
1 1

� , p pk k
U

2 2
� . Îñòàëüíûå êîìïîíåí-

òû âåêòîðà p ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

äëÿ òàêîãî ñöåíàðèÿ p âñå ïåðåñòàíîâêè Äæîíñîíà âî ìíîæåñòâå �( )G èìåþò âèä

� u èëè � 	 , à ìíîæåñòâî �
* ( )G íå ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâîê Äæîíñîíà äëÿ òàêîãî

ñöåíàðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå ìíîæåñòâà �
* ( )G , ëþáîå ìèíèìàëüíîå äîìèíèðó-

þùåå ìíîæåñòâî S T G( ) ( )� � äîëæíî ñîäåðæàòü ïåðåñòàíîâêè âèäà � u è (èëè) � 	 ,

ò.å. �
* ( ) ( )G S T� . Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî �( )G äîëæíî ñîäåðæàòü íåñêîëüêî

ìèíèìàëüíûõ äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî

S T G( ) ( )� � (òàêîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò â ñèëó òåîðåìû 7). Ìíîæåñòâî S T( ) ñî-

äåðæèò ïåðåñòàíîâêè âèäà � u è (èëè) � 	 . Ïóñòü îíî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïåðå-

ñòàíîâêó âèäà � 	 , à èìåííî ïåðåñòàíîâêó 	 � �� 	 ( , , , , ) ( )s J s J s S Tj i1 2 3 , ãäå

J sk �{ }3 . Ïîìåñòèâ â ýòîé ïåðåñòàíîâêå òðåáîâàíèå J i �� * íåïîñðåäñòâåííî ïå-

ðåä òðåáîâàíèåì J j ��
* , ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó 		 �� 	 ( , , , , )s J J s si j1 2 3 âèäà � u .

Äîêàæåì âêëþ÷åíèå 		 �� 	 �( )G . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå

J ss �{ }2 , äëÿ êîòîðîãî J Js i� , òî â ñèëó (14) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà

p p
s
U

s
L

1 2
� è p p

s
U

i
L

1 1
� . Ïîñêîëüêó p p

i
L

j
L

1 1
� , òî J Js j� . Ñëåäîâàòåëüíî, 	 �� 	 �( )G .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñöåíàðèé 	 �p T , ïðè êîòîðîì ïåðåñòàíîâêà 	� j ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà. Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà 	p äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ

J sq �{ }1 è ëþáîãî òðåáîâàíèÿ J sw �{ }3 ñîîòíîøåíèå Äæîíñîíà (2) äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ, åñëè ëèáî i qk � , i im � , ëèáî i qk � , i jm � , ëèáî i ik � , i wm � , ëèáî

i jk � , i wm � . Òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå 	 � 	 � 	 	p p p pi j i j1 1 2 2min ,{ }

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëî áû ìåñòî îäíî èç íåðàâåíñòâ: min ,{ }	 	 �p pi k1 2

� 	 	min ,{ }p pk i1 2 èëè min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pj k k j1 2 1 2 , è ïåðåñòàíîâêà 	� 	 íå ÿâëÿ-

ëàñü áû ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ 	 �p T). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîìïî-

íåíò âåêòîðà 	 �p T äëÿ ëþáîãî òðåáîâàíèÿ J st �{ }2 íåðàâåíñòâî Äæîíñîíà (2) âû-

ïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ïðè i tk � , i im � è ïðè i tk � , i jm � . Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê
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òðåáîâàíèé â ïåðåñòàíîâêàõ s1, s2 è s3 íå ìåíÿëñÿ, òî ïåðåñòàíîâêà 		� 	 ÿâëÿåòñÿ ïå-

ðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ 	 �p T . Ïîñêîëüêó âåêòîð 	 �p T áûë âûáðàí

ïðîèçâîëüíî, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ñöåíàðèåâ, ïðè êîòîðûõ

ïåðåñòàíîâêà 	� 	 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà.

Ïîñêîëüêó S T G( ) ( )� � — ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî, òî ìíî-

æåñòâî 	 �S T G( ) ( )� , îòëè÷àþùååñÿ îò S T( ) çàìåíîé ïåðåñòàíîâêè 	� 	 íà ïåðå-

ñòàíîâêó 		� 	 , ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïåðåñòàíîâêó Äæîíñîíà äëÿ ëþáîãî ñöåíà-

ðèÿ p T� . Ïðîâåðèâ ìíîæåñòâî 	S T( ) íà ìèíèìàëüíîñòü ïî âêëþ÷åíèþ è óäàëèâ

èç íåãî èçáûòî÷íûå ïåðåñòàíîâêè, ïîëó÷èì ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíî-

æåñòâî 		 �S T G( ) ( )� , êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâà S T( ) . Òàêèì îáðàçîì,

�( )G ñîäåðæèò áîëüøå îäíîãî ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Åñëè ìíîæåñòâî S T( ) íå ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâîê âèäà � 	 , òî âîçüìåì ïðîèç-

âîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó âèäà � u èç ìíîæåñòâà S T( ) è ïðèâåäåì åå ê âèäó � 	 , ïîìåñ-

òèâ òðåáîâàíèå J j íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä òðåáîâàíèåì J i . Äàëüíåéøèå ðàññóæäå-

íèÿ ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ïåðåñòàíîâêè � 	 . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû 8 ìíîæåñ-

òâî �
* ( )G ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì

äëÿ çàäà÷è F p p p Cij
L

ij ij
U2 | | max� � . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âî ìíî-

æåñòâå �
* ( )G äëÿ ëþáîãî ñöåíàðèÿ p T� íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà Äæîíñîíà.

Ïóñòü � �
* ( ) ( )G G� . Â ñèëó òåîðåìû 7 ìíîæåñòâî �( )G ñîäåðæèò õîòÿ áû

îäíó ïåðåñòàíîâêó Äæîíñîíà äëÿ êàæäîãî ñöåíàðèÿ p T� . Ñîãëàñíî ëåììå 3 äëÿ

êàæäîé ïåðåñòàíîâêè � i G��
* ( ) íàéäåòñÿ ñöåíàðèé p T� , äëÿ êîòîðîãî ïåðå-

ñòàíîâêà � i ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âî ìíîæåñòâå �( )G ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñî-

íà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî � �( ) ( )*G G� — ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå

ìíîæåñòâî äëÿ çàäà÷è F p p p C G G S Tij
L

ij ij
U2 | | : ( ) ( ) ( )max

*
� � � �� � .

Ïóñòü � �
* ( ) ( )G G
 . Òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû äâà êîíôëèêòíûõ òðåáîâàíèÿ:

J i �� è J j �� . Ïóñòü p — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç ìíîæåñòâà T . Ðàññìîòðèì
âîçìîæíûå ñëó÷àè: (i) è (ii).

(i) Ïóñòü äëÿ ëþáîé ïàðû êîíôëèêòíûõ òðåáîâàíèé J i è J j ñîîòíîøåíèå
Äæîíñîíà (2) âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ëèáî ïðè i ik � è i jm � , ëèáî
ïðè i jk � è i im � . Ïóñòü � k G��( ) — ïåðåñòàíîâêà Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ
p T� (îíà ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìå 7). Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà �( )G äëÿ
ëþáîé äðóãîé ïåðåñòàíîâêè � l G��( ) íàéäóòñÿ êîíôëèêòíûå òðåáîâàíèÿ Jx è
J y òàêèå, ÷òî ïåðåñòàíîâêà � k èìååò âèä � k x yJ J� ( , , , , )� � � , à ïåðåñòà-
íîâêà � l — âèä � l y xJ J� ( , , , , )� � � . Ñîîòíîøåíèå (2) ïðè i xk � è i ym �

âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî; ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñòàíîâêà � l G��( ) íå
ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ p T� . Ïîñêîëüêó � l — ëþáàÿ
îòëè÷íàÿ îò � k ïåðåñòàíîâêà èç ìíîæåñòâà �( )G , òî � k — åäèíñòâåííàÿ âî ìíî-
æåñòâå �( )G ïåðåñòàíîâêà Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ p T� . Ñëåäîâàòåëüíî,

ïåðåñòàíîâêà � k íå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íîé: � k G��
* ( ) .

(ii) Ïóñòü ñóùåñòâóþò êîíôëèêòíûå òðåáîâàíèÿ J i �� è J j �� òàêèå, ÷òî
äëÿ êîìïîíåíò pi1, pi2 , p j1, p j2 âåêòîðà p èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

min , min ,{ } { }p p p pi j j i1 2 1 2� . (16)

Äàëåå íà îñíîâàíèè âåêòîðà p T� áóäåì ñòðîèòü âåêòîð 	 �p T â ðåçóëüòàòå
èçìåíåíèÿ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i è J j òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

min , min ,{ } { }	 	 
 	 	p p p pi j j i1 2 1 2 . (17)
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Ïîñêîëüêó òðåáîâàíèÿ J i è J j ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè, òî óêàçàííûå â ñîîò-
íîøåíèè (17) äîïóñòèìûå äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé ñóùåñòâóþò. Îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû âåêòîðà p T� îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ: 	 �p pw w1 1 è 	 �p pw w2 2 ,
åñëè J Jw i
 è J Jw j
 .

Îáîçíà÷èì � � � �� �min | |, , , ; , ,x t n y t xy tsp p{ } { }{ }1 1 2 0� (� � 0), � �i i i
Lp p1 1 1� �min ,{ },

� �i i
U

ip p2 2 2� �min ,{ }, � �j j
U

jp p1 1 1� �min ,{ } è � j2 � min ,{ }� p pj j
L

2 2
� .

Î÷åâèäíî, � i1 0� , � i2 0� , � j1 0� , � j2 0� , ïðè÷åì âåëè÷èíà � tm , t i j�{ }, ,

m �{ }1 2, , ðàâíà íóëþ ëèøü òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ëèáî p ptm tm
L

� , ëèáî

p ptm tm
U

� . Íîâûå äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i è J j îïðå-

äåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: 	 � � �p p i ni i i1 1 1
2� / , 	 � � �p p i ni i i2 2 2

2� / ,

	 � � �p p j nj j j1 1 1
2� / , 	 � � �p p j nj j j2 2 2

2� / . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûé

âåêòîð 	p ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé ïî îá-

ñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i �� è J j � � , îïðåäåëÿåìûõ âåêòîðîì 	 �p T , äîëæíî âû-

ïîëíÿòüñÿ (17) (ñëó÷àé (ii) ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ (i)).

Åñëè íåðàâåíñòâî � tm � 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ t i j�{ }, è m �{ }1 2, (çà èñ-
êëþ÷åíèåì âåëè÷èíû � t m' ' , ðàâíîé íóëþ), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pi j j i1 2 1 2 . (18)

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (17). Åñëè ðàâåíñòâî � tm � 0 ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

t i j�{ }, è m �{ }1 2, èëè òîëüêî îäíà èç âåëè÷èí � t m' ' îòëè÷íà îò íóëÿ, òî òðåáîâà-

íèÿ J i �� è J j � � íå ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èõ âûáîðó.

Ïóñòü òî÷íî äâå èç âåëè÷èí � t m' ' è � t m'' '' îòëè÷íû îò íóëÿ. Åñëè ýòè âåëè÷èíû

îòíîñÿòñÿ ê äëèòåëüíîñòÿì îïåðàöèé, ðàñïîëîæåííûì ïî îäíó ñòîðîíó îò çíàêà ðà-

âåíñòâà â (16), òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (18). Åñëè îíè îòíîñÿòñÿ ê äëè-

òåëüíîñòÿì îïåðàöèé, ðàñïîëîæåííûì â ñîîòíîøåíèè (16) ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

çíàêà ðàâåíñòâà, òî âîçíèêàåò îäèí èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ: à) � �i i1 2 0� � ;

á) � �j j1 2 0� � ; â) � �i j1 1 0� � èëè ã) � �i j2 2 0� � .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé à). Èç ðàâåíñòâ � �i i1 2 0� � ñëåäóåò

p p p pi i
L

i i
U

1 1 2 2
� � � . (19)

Åñëè min ,{ }p p pi j j1 2 2� , òî íåðàâåíñòâî (18) âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî p pi j1 2� . Åñëè min ,{ }p p p pj i j i1 2 1 2� � , òî ñïðàâåäëèâî íå-
ðàâåíñòâî (18). Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ñîîòíîøåíèå p pj i1 2� .

Òîãäà âû÷èñëèì 	 �� i1 0 è 	 �� i2 0 ïî ôîðìóëàì 	 � �� �i i
U

ip p1 1 1min ,{ } è 	 �� i2

� �min ,{ }� p pi i
L

2 2
.

Åñëè 	 � 	 �� �i i1 2 0 , òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà p p p pi i
U

i i
L

1 1 2 2
� � � , ÷òî âìåñòå

ñ ðàâåíñòâîì (19) âëå÷åò âêëþ÷åíèå J i �� 0 , ïðîòèâîðå÷àùåå óñëîâèþ � 0 � � .
Ïóñòü 	 � 	 
� �i i1 2 0 . Íîâûå çíà÷åíèÿ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé ïî îáñëóæèâà-

íèþ òðåáîâàíèé J i è J j âû÷èñëèì ïî ôîðìóëàì: 	 � � � 	p p i ni i i1 1 1
2� / ,

	 � � � 	p p i ni i i2 2 2
2� / , 	 �p pj j1 1, 	 �p pj j2 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîì-

ïîíåíò 	 	 	 	p p p pi i j j1 2 1 2, , , âåêòîðà 	 �p T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pi j j i1 2 1 2 . (20)

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (17).
Ñëó÷àé á) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ à).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé â). Èç ðàâåíñòâ � �i j1 1 0� � ñëåäóþò ðàâåíñòâà

p p p pi i
L

j j
U

1 1 1 1
� � � . (21)
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Åñëè min ,{ }p p pi j j1 2 2� , òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (18). Ïóñòü
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p pi j1 2� . (22)

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå p p p p
i
L

i j j
U

1 1 2 2
� � � . Åñëè ïðè ýòîì p pi j2 1� , òî

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (18). Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ñîîòíîøåíèå

p pj i1 2� . (23)

Âû÷èñëèì 	 �� i1 0 è 	 �� j1 0 ïî ôîðìóëàì 	 � �� �i i
U

ip p1 1 1min ,{ } è 	 �� j1

� �min ,{ }� p pj j
L

1 1
. Åñëè 	 � 	 
� �i j1 1 0 , òî íîâûå çíà÷åíèÿ äëèòåëüíîñòåé îïåðà-

öèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i è J j âû÷èñëèì ïî ôîðìóëàì

	 � � � 	p p i ni i i1 1 1
2� / , 	 �p pi i2 2 , 	 � � � 	p p j nj j j1 1 1

2� / , 	 �p pj j2 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðà 	 �p T âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (20);
ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (17). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâ 	 � 	 �� �i j1 1 0
âûòåêàåò

p p p pi i
U

j j
L

1 1 1 1
� � � . (24)

Åñëè p p
j
L

i2 1� èëè p p
i
L

j2 1� , òî èç ñîîòíîøåíèé (21) è (24) ïîëó÷àåì óñëî-

âèå òåîðåìû 2 è òðåáîâàíèÿ J i è J j íå ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè, ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåíñòâà:

p p
j
L

i
L

2 1
� è p p

i
L

j
L

2 1
� . Èç ñîîòíîøåíèé (22) è (23) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

p p
i
U

j
U

1 2
� è p p

j
U

i
U

1 2
� (âîîáùå ãîâîðÿ, èç (23) ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ðàâåíñòâà

p p
j
U

i
U

1 2
� , îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è òðåáî-

âàíèÿ J i è J j íå ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè). Èòàê, äëÿ ãðàíèö âîçìîæíûõ äëè-
òåëüíîñòåé îïåðàöèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i è J j âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå
ñîîòíîøåíèå èç óñëîâèÿ (14), ïðè÷åì p p p pi j i j1 1 2 2� � min ,{ }.

Îáîçíà÷èì � j x n j x
L

j x
Lp p p p� � � ��min |, ,{ }{ }1 1 2 1 2

0� . Íîâûå çíà÷åíèÿ äëè-

òåëüíîñòåé îïåðàöèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i è J j âû÷èñëèì ïî ôîðìóëàì

	 �p pi i1 1, 	 �p pi i2 2 , 	 �p pj j1 1, 	 � � �p p j nj j j2 1
2min , /{ }� � . Òîãäà äëÿ êîìïîíåíò

âåêòîðà 	 �p T èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (18) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (17).

Äëÿ âñåõ òðåáîâàíèé J l �� , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
min , min ,{ } { }p p p pj l l j1 2 1 2� , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåíñòâî
min , min ,{ } { }	 � 	p p p pj l l j1 2 1 2 .

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òðåáîâàíèå J l �� (êîíôëèêòíîå ñ òðåáîâàíèåì J j �� ) òà-
êîå, ÷òî min , min ,{ } { }p p p pj l l j1 2 1 2� è min , min ,{ } { }	 � 	p p p pj l l j1 2 1 2 . Â ýòîì
ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà p pj l1 2� è p pj l1 1� , îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåí-

ñòâî p p
j
U

l
U

1 1
� . Äëÿ âñåõ òàêèõ òðåáîâàíèé ïîëîæèì 	 �p pl l1 1,

	 � � � �p p j l nl j j2 1
2min , ( ) /{ }� � . Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pj l l j1 2 1 2 . Åñëè 	 �p pl l
L

2 2
, òî â ñèëó âûáîðà � è � j ïîëó÷àåì

p pj l
L

1 2
� , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî p p

j
U

l
L

1 2
� . Òàêèì îáðàçîì, 	 �p pl l

L
2 2

(èíà÷å èìåëî

áû ìåñòî ïðîòèâîðå÷èå: äëÿ òðåáîâàíèÿ J l �� âûïîëíÿëîñü áû âòîðîå ñîîòíîøå-
íèå èç óñëîâèÿ (14)). Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ òðåáîâàíèé 	J l è 		J l ñïðàâåäëèâû îáà
íåðàâåíñòâà: min , min ,{ } { }p p p pl l l l' '' ' ' '1 2 1 2� è min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pl l l l' ' ' ' ' '1 2 1 2 ,
òî çíà÷åíèÿ 	pl' 2 è 	pl''2 ïîìåíÿåì ìåñòàìè.

Äëÿ êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ òðåáîâàíèé J l �� , åñëè íàéäåòñÿ òðåáîâà-
íèå J t �� (êîíôëèêòíîå ñ òðåáîâàíèåì J l �� ) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâû îáà ñî-
îòíîøåíèÿ min , min ,{ } { }p p p pl t t l1 2 1 2� è min , min ,{ } { }	 � 	p p p pl t t l1 2 1 2 , òî ïîëî-
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æèì 	 �p pt t1 1, 	 � � � � �p p j l t nt j j2 1
2min , ( ) /{ }� � . Åñëè ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

	 �p pt t
L

2 2
, òî äëÿ òðåáîâàíèÿ J t �� âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå èç óñëî-

âèÿ (14), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî J Jt i
 è J Jt j
 . Åñëè
îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ òðåáîâàíèé 	J t è 		J t âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
min , min ,{ } { }p p p pt t t t' '' '' '1 2 1 2� è min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pt t t t' '' '' '1 2 1 2 , òî ïîìåíÿ-
åì ìåñòàìè çíà÷åíèÿ 	pt'2 è 	pt''2 . Åñëè æå äëÿ òðåáîâàíèé 	J t è 		J t âûïîëíÿåòñÿ
min , min ,{ } { }p p p pt t t t' '' '' '1 2 1 2� è min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pt t t t' '' '' '1 2 1 2 (ýòî âîçìîæ-
íî â ñëó÷àå 	 � 	 � 		 � 		l t l t ), òî â êà÷åñòâå íîâîãî çíà÷åíèÿ 	pt''2 âîçüìåì

	 � � 		 �p t nt j''2
22 1 2min , ( ) /{ }� � .

Òàê áóäåì ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð òðåáî-
âàíèé, äëÿ êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå Äæîíñîíà (2) äëÿ êîìïîíåíò èñõîäíîãî âåêòî-
ðà âûïîëíÿëîñü êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, äëÿ êîìïîíåíò ïîñòðîåííîãî âåêòîðà
ñîîòíîøåíèå Äæîíñîíà (2) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå íåðàâåíñòâî. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ äëèòåëüíîñòåé îïåðàöèé ïî îáñëóæèâàíèþ òðåáîâàíèé J i �� è
J j �� , îïðåäåëåííûõ âåêòîðîì 	 �p T , ñîáëþäåíèå óñëîâèÿ òåîðåìû âëå÷åò (17).
Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ ïàð òðåáîâàíèé Ju �� è J	 �� , äëÿ êîòîðûõ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî min , min ,{ } { }p p p pu u1 2 1 2	 	� , ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
min , min ,{ } { }	 	 
 	 	p p p pu u1 2 1 2	 	 , à äëÿ êàæäîé ïàðû êîíôëèêòíûõ òðåáîâàíèé
Ju �� è J	 �� , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî min ,{ }p pu1 2	 �

� min ,{ }p pu	1 2 , èç ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà 	 �p T ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pu u1 2 1 2	 	 . Èòàê, äëÿ âåêòîðà 	 �p T ïî ñðàâíåíèþ ñ âåêòî-
ðîì p T� êîëè÷åñòâî ïàð òðåáîâàíèé, äëÿ êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå (2) âûïîëíÿåòñÿ
ñî çíàêîì ðàâåíñòâà, ñîêðàòèëîñü ïî êðàéíåé ìåðå íà åäèíèöó.

Ñëó÷àé ã) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ â) ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ (15).

Ïðîäîëæèì àíàëèç ïàð êîíôëèêòíûõ òðåáîâàíèé äî ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà p T* �

òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîíôëèêòíûõ òðåáîâàíèé J i è J j äëÿ êîìïîíåíò pi1
* ,

p p pi j j2 1 2
* * *, , âåêòîðà p* ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå min , min ,* * * *{ } { }p p p pi j j i1 2 1 2
 .

Ïî òåîðåìå 7 ìíîæåñòâî �( )G ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâêó Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ

p T* � . Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ (i) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ïåðåñòàíîâêà � * ( )� � G ÿâ-

ëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé âî ìíîæåñòâå �( )G ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ

p T* � . Ñëåäîâàòåëüíî, � * * ( )�� G . Ïðè ýòîì ïåðåñòàíîâêà � * ( )� � G ÿâëÿåòñÿ

ïåðåñòàíîâêîé Äæîíñîíà äëÿ ñöåíàðèÿ p T� . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ òðåáîâàíèé
Jq �� è Jw �� èìååò ìåñòî îòíîøåíèå J Jq w� , òî èç ñîîòíîøåíèÿ

min , ,{ } { }p p p pq w w q1 2 1 2� ñëåäóåò min , ,* * * *{ } { }p p p pq w w q1 2 1 2� . Åñëè æå òðåáîâà-

íèÿ Ju �� è J	 �� ÿâëÿþòñÿ êîíôëèêòíûìè, òî èç íåðàâåíñòâà min ,{ }p pu1 2	 �
� min ,{ }p pu	1 2 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî min , min ,{ } { }	 	 � 	 	p p p pu u1 2 1 2	 	 è íåðàâåíñò-

âî min , min ,* * * *{ } { }p p p pu u1 2 1 2	 	� .

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ (i) è (ii) äëÿ ñöåíàðèÿ p T� íàéäåòñÿ

ïåðåñòàíîâêà Äæîíñîíà � i G��* ( ) . Ïîñêîëüêó âåêòîð p T� âûáðàí ïðîèçâîëü-

íî, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p T� . Òàê êàê ìíî-

æåñòâî �* ( )G ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà �( )G â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âñåõ èçáûòî÷-

íûõ ïåðåñòàíîâîê òèïà I è II, òî ïî ëåììå 3 ìíîæåñòâî �* ( )G ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì è îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî

S T( ) äëÿ çàäà÷è F p p p C G S Tij
L

ij ij
U2 | | : ( ) ( )max

*
� � �� .

Òåîðåìà 8 äîêàçàíà.

Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ
çàäà÷è z �� (òåîðåìà 8) äîêàçàí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî � 0 ïóñòî. Çà-
ìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è z òàêîå îãðà-
íè÷åíèÿ íåñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó � 0 — ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òðåáîâàíèé ñ ôèê-
ñèðîâàííûìè (ò.å. çàðàíåå îïðåäåëåííûìè) äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé, ïðè÷åì
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îäèíàêîâûìè äëÿ îáîèõ ïðèáîðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ çàäà÷è z �� íóæíî ïðî-
âåðèòü íàëè÷èå òðåáîâàíèé èç ìíîæåñòâà � 0 . Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî òàêèå òðåáîâà-
íèÿ ñóùåñòâóþò, ò.å. � 0 � � , òî ìèíèìàëüíîå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî
è îðãðàô äîìèíèðîâàíèÿ ñëåäóåò ñòðîèòü íà ìíîæåñòâå òðåáîâàíèé, ïîëó÷åííîì
èç ìíîæåñòâà � â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ âñåõ òðåáîâàíèé ïîäìíîæåñòâà � 0 . Ñîîò-

âåòñòâåííî âìåñòî ìíîæåñòâà S T( ) áóäåò ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S T0 ( )

ïåðåñòàíîâîê òðåáîâàíèé ìíîæåñòâà � �\ 0 , à âìåñòî îðãðàôà � � �� ( , ) —

îðãðàô � � � �
0

0
0

� ( \ , ) . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåðû 
( )z (ìåðû �( )z ñîîòâåòñòâåí-

íî) â ðàâåíñòâå (7) (â ðàâåíñòâå (11)) ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S T( ) (ìíîæåñòâà �)

íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà S T0 ( ) (ìíîæåñòâà �
0 ).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ îáîñíîâàííîãî âûáîðà ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Áåëëìàíà–Äæîíñîíà ñ èí-
òåðâàëüíûìè äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåðó åå
íåîïðåäåëåííîñòè. Ðàññìîòðåíî òðè îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå çàäà÷ � ñ èíòåð-

âàëüíûìè äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèÿ 
 :� � �R 1 è

� :� � �R 1 ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è

z ��, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü åäèíñòâåííîñòü ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñ-
òâà äëÿ ýòîé çàäà÷è. Ïîëó÷åí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîãî äîìèíèðóþ-
ùåãî ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷è Áåëëìàíà–Äæîíñîíà ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî òðå-
áîâàíèé � íå ñîäåðæèò òðåáîâàíèé ñ îäèíàêîâûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè
äëèòåëüíîñòÿìè îïåðàöèé íà îáîèõ ïðèáîðàõ. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìåðû íåîïðåäåëåííîñòè çàäà÷è Áåëëìàíà–Äæîíñîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ôóíê-

öèþ � :� � �R 1 , çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ çà O n( )2 ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé.
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