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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñóììà ïî Ìèíêîâñêîìó äâóõ ýëëèïñîèäîâ E1 è E2 â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé íåýëëèïñîèäàëüíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî C E E� �1 2 , öåíòð ñèììåò-

ðèè êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììîé öåíòðîâ ñóììèðóåìûõ ýë-

ëèïñîèäîâ [1]. Â çàäà÷àõ ãàðàíòèðîâàííîãî îöåíèâàíèÿ [2] óäîáíî è åñòåñòâåííî

àïïðîêñèìèðîâàòü òàêóþ ñóììó ýëëèïñîèäîì, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò äàëü-

íåéøåå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà. Âûïîëíÿþòñÿ âíåøíÿÿ àïïðîêñè-

ìàöèÿ, êîãäà ýëëèïñîèä ñîäåðæèò ìíîæåñòâî C, è âíóòðåííÿÿ — ýëëèïñîèä ñî-

äåðæèòñÿ â C. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèè.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîòåðü èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, ò.å. èíôîðìàöèè î âîçìîæíîì ñî-

ñòîÿíèè ñèñòåìû, íåîáõîäèìî ïîëó÷àòü ìàêñèìàëüíûå ïî ïðèíÿòîìó êðèòåðèþ ýë-

ëèïñîèäû. Äàëåå ïîêàçàíî, êàê äëÿ ñóììû äâóõ ýëëèïñîèäîâ ïðè âíóòðåííåé ýëëèï-

ñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè íàéòè ýëëèïñîèä, ýêñòðåìàëüíûé ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîð-

ìå [3] äëÿ íåêîòîðîãî áàçècíîãî íàáîðà âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì îáúåì ïîëó÷åííîãî

ýëëèïñîèäà ìàêñèìàëåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ëþáûìè ýëëèïñîèäàìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â C.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Äàíû äâà ýëëèïñîèäà: E1 è E2 , çàäàííûå â âèäå
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— ñèììåòðè÷åñêàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà j-ãî ýëëèïñîèäà, ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííàÿ â (1) èëè íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ â (2); íåðàâåíñòâî l 
 0 ïî-
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: , ,0 1 . Åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå R
n
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÷òî ýëëèïñîèäû E1 è E2 îäíîâðåìåííî âûðîæäåíû ïî îäíîìó è òîìó æå áàçèñ-

íîìó âåêòîðó, ò.å. ïðîåêöèè ýëëèïñîèäîâ E1 è E2 íà ýòîò áàçèñíûé âåêòîð ðàâ-

íû íóëþ, òî íåîáõîäèìî ïåðåéòè â ïðîñòðàíñòâî R
k

, k n , â êîòîðîì ýëëèïñîè-

äû íå áóäóò îäíîâðåìåííî âûðîæäåíû. Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî îáà ýëëèïñîèäà îä-

íîâðåìåííî íå âûðîæäåíû ïî îäíîìó è òîìó æå áàçèñíîìó âåêòîðó.

Ýëëèïñîèä, ñîäåðæàùèéñÿ â C, îáîçíà÷èì E int . Çàïèøåì óñëîâèå âêëþ÷å-

íèÿ E Cint � , âîñïîëüçîâàâøèñü àïïàðàòîì îïîðíûõ ôóíêöèé [4]:

l Q l l Q l l Q l l R
nT T T

int � � 	 �1 2 . (3)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíòñâà (3) ïðåäñòàâëÿåò ñóììó îïîðíûõ ôóíêöèé ýëëèï-

ñîèäîâ E1 è E2 , à ëåâàÿ — îïîðíóþ ôóíêöèþ âïèñàííîãî ýëëèïñîèäà E int , îïðå-

äåëÿåìîãî öåíòðîì a a aint � �1 2 è ìàòðèöåé Qint .
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ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÛÐÀÆÅÍÈß

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî ýëëèïñîèäà E int , çàäàííîãî ìàòðèöåé
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êàÿ, ÷òî ðàâåíñòâî â (3) äîñòèãàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì äëÿ 2n âåêòîðîâ � �l i n
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Òàêèì îáðàçîì, êàñàíèå ýëëèïñîèäîì E int ìíîæåñòâà C áóäåò ïî êðàéíåé

ìåðå â 2n òî÷êàõ. Åñëè îñè ñèììåòðèè ýëëèïñîèäîâ E1 è E2 ñîâïàäàþò, ò.å. èõ ìàò-

ðèöû êîììóòèðóþò è â êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïðîåêöèè ýòèõ ýëëèï-

ñîèäîâ ïîäîáíû, òî ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà C è ýëëèïñîèäà E int â ýòîé ïëîñêîñòè ñîâ-

ïàäóò. Â ýòîì ñëó÷àå êàñàíèå C è E int ïðîèçîéäåò ïî ãðàíèöå èõ ñå÷åíèÿ â äàííîé

ïëîñêîñòè. Åñëè ïîäîáíûõ ïðîåêöèé áîëüøå îäíîé ïàðû, òî êàñàíèå áóäåò èìåòü

ìåñòî ïî ïîâåðõíîñòè ìíîæåñòâà C. Ëèíèÿ èëè ïîâåðõíîñòü êàñàíèÿ îïðåäåëèòñÿ

âñåâîçìîæíûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ðàçëè÷íûì îñÿì ñèììåòðèè ïàð ïîäîáíûõ ïðîåêöèé. Òàêîé ýëëèïñîèä E int

áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüíûì ïî ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå [3] äëÿ íåêîòîðîãî áà-
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ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ìàòðèöå G [5, 6] è ïðèðàâíÿåì
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Èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç â îáùåì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòíîé
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Ïîäñòàâèì (7) â (3) è âîçâåäåì â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ëåâóþ è ïðàâóþ
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Îòìåòèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: åñëè ìàòðèöû Q1 è Q2 êîììóòèðóþò, òî

(10) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
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ðàëëåëüíû ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà.
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1

1 2� /
,

à ñïðàâà íà Q
1

1 2/
è ïîëó÷èì Q Q Q Q Q Q Q Q

1

1 2

1

1

2

1 2

1

1 2

1

1 2

2 1

1 2 1 2

1

/ / / / / /
( ) ( )

� � �

� . Óìíî-

æèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðàíñïîíèðîâàííûå

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
1

1 2

2 1

1 1 2

1 1

1

2

1 2

1

1 2

1

1 2

2 1

1 2/ / / / / /
( ) ( )

� �

� , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Q2 �

�

� �

( ) ( )
/ /

Q Q Q Q Q2 1

1 1 2

1 1

1

2

1 2
. Íàêîíåö, óìíîæèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà

( )
/

Q Q2 1

1 1 2� �

ñëåâà èëè íà ( )
/

Q Q
1

1

2

1 2� �

ñïðàâà è ïîëó÷èì ( )
/

Q Q Q1 2

1 1 2

2

�

�

�

�

Q Q Q1 1

1

2

1 2
( )

/
èëè Q Q Q Q Q Q2 2

1

1

1 2

2 1

1 1 2

1( ) ( )
/ /� �

� . Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíèõ

ðàâåíñòâ äîêàçàíà âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, âïèñàííûé ýëëèïñîèä îêàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì è ïî êðè-

òåðèþ ìàêñèìóìà îáúåìà. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäèíàêîâîãî ìàêñèìàëüíîãî ýëëèïñîèäà ñ ïî-

ìîùüþ âûðàæåíèÿ (10), ìåíüøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè âûðàæåíèÿ (12).

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåííîñòü îáîèõ ñóììè-

ðóåìûõ ýëëèïñîèäîâ ïî ðàçíûì äëÿ êàæäîãî ýëëèïñîèäà âåêòîðàì êàêîãî-ëèáî

áàçèñà ïðè íåêîììóòàòèâíîñòè èõ ìàòðèö, âûïîëíèì íåâûðîæäåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå íåðàâåíñòâà (3):

l Q l l l l Q l l Q l l I l l l
n

pT T T T T T

int int

( )~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
� � � � �� �1 2 2 	 �l R

n
. (13)

Çäåñü
~ ~
l S D S l�

2 1 1

T T
; D1 — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ìàòðèöû Q1, ãäå âìåñòî íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòîÿò åäèíèöû; S1 —

îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Q1 òàêàÿ, ÷òî

Q S S1 1 1 1�

T
� ;

~
S

2

T
— îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû

~
Q D S Q S D2 1

1

1 2 1 1

1
�

� �T
òàêàÿ, ÷òî

~ ~ ~ ~
Q S S2 2 2 2

� �

T
; I

n

p( )
— äèàãîíàëüíàÿ ìàòðè-

öà èç íóëåé è åäèíèö, òàêàÿ, ÷òî rank rankI Q p n
n

p( )
� � �1 ;

~
� 2 — äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà, òàêàÿ, ÷òî rank rank
~
� 2 2� � �Q m n. Ïðè ýòîì rank

~

int� � � �n m p .

Äëÿ ìàêñèìèçàöèè E int íà îñíîâàíèè (13) çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ
~

int� :

~
( )

~

int

( )
� �� � �

�

GI G G I
n

p

n

1

2 , G G I G I
n n

� �

� � �

1 1
( ) . (14)
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Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ìàêñèìèçàöèè íà îñíîâàíèè (3), ïðîäèôôåðåíöèðóåì

(14) è ïîëó÷èì
~ ~ ~ ~

int

* ( ) ( ) ( )
� � � �� � � � � �I I I D

n

p

n

p

n

p

2 2 22 22 ,

(15)
D I

n

p

2 2�

( ) ~
� , 0 2� �rank { }D p mmin , .

Âûïîëíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåïèøåì (15):

Q Q Q S S D S Sint

* ~ ~
� � �1 2 1 1 2 2 2 1 1

2 � �

T T
. (16)

Åñëè Q1 0� , Q2 0� , òî (16) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q Q Q S Q Sint

* ~
� � � �1 2 1 1 2 1 1

2 � �

T

� � �

�

�

�

�

�

�

� �

Q Q S S Q S S1 2 1 1 1

1

1 2 1 1

1
1 2

1 1
2 � � � �

T T
/

. (17)

Ïîêàæåì, ÷òî (17) ðàâíî (10). Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ, íàïðèìåð, ðà-

âåíñòâî S S Q S S Q Q Q1 1 1

1

1 2 1 1

1
1 2

1 1 1 2

1

2� � � �

� � ��

�

�

�

�

�
�

T T
/

. Äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà óìíîæèì åãî ñëåâà íà S
1 1

1

�

�

�

�

�

�

�

�

, à ñïðàâà íà �1 1

1

S
T�

�

�

�

�

�

�

, â ðåçóëüòàòå

èìååì � � � �

1

1

1 2 1 1

1
1 2

1

1

1 1 2

1

2 1 1

1� � � � ��

�

�

�

�

�
�S Q S S Q Q Q S

T T
/

. Âîçâåäåì â êâàä-

ðàò îáå ÷àñòè: � � � �

1

1

1 2 1 1

1

1

1

1 1 2

1

2 1

1

1 2

1

2 1 1

1� � � � � � �

�S Q S S Q Q Q Q Q Q Q S
T T

.

Ïðåäñòàâèì Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q2 1

1

2 1

1

2 1

1

1 2

1
1

1 2

1
1

� � � �

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
. Ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè è ñîêðàùåíèÿ ìàòðèö ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîå ðàâåíñòâî è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ðàâåíñòâî âûðàæåíèé (17) è (10).

Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò âàðèàíòîâ âûðîæäåííîñòè ìàòðèö Q1 è Q2

è èõ êîììóòàòèâíîñòè èñïîëüçóåì äëÿ Qint

*
âûðàæåíèÿ (10), (11) è (16). Âîçìîæíî,

íà ïðàêòèêå óäîáíåå ìàëûì âîçìóùåíèåì ðåãóëÿðèçîâàòü íåîòðèöàòåëüíî îïðå-

äåëåííóþ ìàòðèöó [3].

Òåïåðü âûÿñíèì, êàê âçàèìíî êàñàþòñÿ âíóòðåííèé ýëëèïñîèä E int , ïîëó-

÷åííûé ñîãëàñíî (10), è ìíîæåñòâî C. Êàê èçâåñòíî, ðàâåíñòâî â (9) èìååò ìåñòî

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû êîëëèíåàðíûå [8], ò.å. Q Q Q l2 2

1

1

�

�

� | |� Q l2 , ãäå � 
 0 — ñêàëÿð. Óìíîæèì ñêàëÿðíî ëåâóþ ÷àñòü íà ïðàâóþ

l Q Q Q l l Q l
T T

2 2

1

1

2

2

�

� � . (18)

Èç ðàâåíñòâà (18) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

ìàòðèöû Q2 ñóùåñòâóåò 2n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �
i

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âåêòî-

ðîâ � l
i( )

, i n�1, , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (18). Ýòè âåêòîðû îïðåäåëÿò 2n òî÷åê

êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà E int

*
è ìíîæåñòâà C. Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè ìàòðèö Q1 è

Q2 âåêòîðû l
i( )

áóäóò îðòîãîíàëüíûìè è îáðàçóþò ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

E int

*
è C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî åå îñåé [7]. Âîçìîæíî, ÷òî ïðè ýòîì íàé-

äóòñÿ m ïàð (2 � �m n) ïîäîáíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ó ìàòðèö Q1 è Q2 , ñîîòâå-

òñòâóþùèõ îäèí äðóãîìó ïðè îáùåì äëÿ íèõ îðòîãîíàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñóùåñòâóåò m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (m � 2 — êîîðäè-

íàòíàÿ ïëîñêîñòü), â êîòîðîì ïðîåêöèè ýëëèïñîèäîâ E1 è E2 áóäóò ïîäîáíûìè.
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Òîãäà â ðàâåíñòâå (18) ïîÿâÿòñÿ êðàòíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à ñîáñòâåííûå âåê-

òîðû, îïðåäåëÿþùèå ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ãåîìåòðè÷åñ-

êîé êðàòíîñòè, ìîæíî âûáðàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ m îðòîãîíàëüíûõ âåê-

òîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó êðàòíîñòè m [7]. Ãåîìåòðè÷åñêè

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñàíèå E int

*
è C (ñ ó÷åòîì ñëàãàåìûõ Q1 è Q2 â ðàâåíñòâå (10))

ïðîèçîéäåò ïî ëèíèè ýëëèïñà (m � 2) èëè ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé m -ìåðíîãî ýëëèïñîèäà — ïðîåêöèè íà ñîîòâåò-

ñòâóþùåå m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî [10]. Â ñëó÷àå, åñëè Q2 0� , Q1 0� , ïîëó-

÷àåì òàêèå æå ðåçóëüòàòû ñ çàìåíîé èíäåêñîâ. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ìîæíî

ïîëó÷èòü ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ Q2 0� , Q1 0� , ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé

(16) è íåðàâåíñòâîì Êîøè–Øâàðöà.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß Â MATLAB

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: Q1 �

� diag { }1 0; , Q2 0 4� diag { }; äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, êîãäà ýëëèïñîèäû E1, E2 âû-

ðîæäåíû ïî ðàçíûì áàçèñíûì îñÿì; Q1 1 0 0 0111� [ ; , ] , Q2 0 278� [ , �0 222, ;

�0 222 0 278, , ] , êîãäà ýëëèïñîèäû íåâûðîæäåíû.

Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷åíû ìàòðèöû Qint

*
;� diag { }1 4 è Qint

*
[ , , ;� �2 0799 0 4502

�0 4502 0 7320, ; , ] ìàêñèìàëüíûõ ïî ïëîùàäè äëÿ âïèñàííûõ ýëëèïñîèäîâ.

Íà ðèñ. 1 è 2 ïîêàçàíû ñóììèðóåìûå ýëëèïñû E1 è E2 , èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ

ñóììà C è âíóòðåííèé àïïðîêñèìèðóþùèé ýëëèïñ E int

*
, ñîîòâåòñòâåííî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Âïèñàííûé â ñóììó äâóõ ýëëèïñîèäîâ ìàêñèìàëüíûé ïî îáúåìó ýëëèïñîèä ïî-

ëó÷åí áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì, ÷åì â ðàáîòå [9]. Òàêîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ àï-

ïðîêñèìèðóþùåãî ýëëèïñîèäà îñîáåííî âàæåí â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Êðîìå òîãî, íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáà

ñóììèðóåìûõ ýëëèïñîèäà îäíîâðåìåííî âûðîæäåíû ïî ðàçíûì îñÿì îáùåãî

âåêòîðíîãî áàçèñà, ïðè ýòîì èçâåñòíîå ðåøåíèå [9] íåëüçÿ ïðèìåíèòü. Ýòî ïî-

çâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýëëèïñîèäàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ âî ìíîãèõ èìåþùèõñÿ

íà ïðàêòèêå ñëó÷àÿõ, êîãäà ýëëèïñîèäû âûðîæäåíû.
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