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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, àëãåáðàè÷åñêîå ïðîãðàììè-

ðîâàíèå, èíñåðöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, ñèñòåìà ìîäåëèðîâàíèÿ IMS.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçëîæåí íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ (ÑËÍ), îñíîâàííûé íà òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå òðàïåöîèäîâ [1].

Ìåòîäîëîãèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçîâàííàÿ â [1],

çàêëþ÷àåòñÿ â êîíñòðóêòèâíîì îïðåäåëåíèè ìíîãîñîðòíîé àëãåáðàè÷åñêîé

ñèñòåìû [2], îáúåêòû êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû â âèäå âûðàæåíèé, à àëãîðèòìû

âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé, ò.å. ñòðîÿò èõ êàíîíè÷åñêèå ôîðìû

[3–8]. Îñíîâíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ÑËÍ ïðåäñòàâëÿåò ìíîãîãðàííèê ðåøå-

íèé ÑËÍ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òðàïåöîèäîâ. Ýòà êàíîíè÷åñêàÿ

ôîðìà èñïîëüçóåò èäåþ ïðîåêòèðîâàíèÿ (ýëèìèíàöèè êâàíòîðà) ìåòîäîâ

Ôóðüå–Ìîöêèíà [9,10], ×åðíèêîâà [11]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ

âòîðàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ÑËÍ, ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ

îñíîâíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ÑËÍ âî âòîðóþ êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó. Ýòà

êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ÑËÍ èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò àëãîðèòìà

ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà áàçèñíûõ âåêòîðîâ ìíîãîãðàííèêà ðåøåíèé ÑËÍ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäèòñÿ èíñåðöèîííàÿ ìîäåëü äàííîãî àëãîðèòìà.

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ Â ÌÍÎÃÎÑÎÐÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÅ

Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî (ËÍ) L èìååò âèä

L a x a x a x b
n n

� � � � �
1 1 2 2

� , x Variable a b Coef
j j
� �, , ,

A a a X x x L AX b
n n

� � � �( , , ), ( , , ),
1 1

� � .

Ïðè ýòîì àëãåáðà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

LinComb íàä óïîðÿäî÷åííûì ïîëåì Coef, à òàêæå àëãåáðó ïåðåìåííûõ

Variable. ÑËÍ çàäàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ôîðìóëàìè âèäà S L L L
m

�
1 2
& &� , ãäå

L
j

— ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü x — ïåðåìåííàÿ ëåâîé ÷àñòè ËÍ ñ íåíóëåâûì êîýô-

ôèöèåíòîì è Y X x� �{ }. Òîãäà ËÍ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

x BY b� � èëè x BY b� � . (1)

Òàêóþ ôîðìó ËÍ áóäåì íàçûâàòü ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî x (x-ðàçðåøåí-

íîé). Åñëè êàæäîå ËÍ ñèñòåìû, çàâèñÿùåå îò x, ïðåäñòàâëåíî â ðàçðåøåííîé

ôîðìå, òî ÑËÍ áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåííîé â x-ðàçðåøåííîé ôîðìå.

Ëþáóþ ÑËÍ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â x-ðàçðåøåííîé ôîðìå (1). Áîëåå òî÷íî

ÑËÍ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå LL x GL x FL( )& ( )& , ãäå êàæäîå íåðàâåíñòâî

LL x( ) èìååò âèä x BY b� � , êàæäîå íåðàâåíñòâî GL x( ) èìååò âèä x BY b� � , êàæ-

äîå íåðàâåíñòâî FL íå çàâèñèò îò x.
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Ìíîãîîñíîâíàÿ àëãåáðà ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñîñòîèò èç

ñëåäóþùèõ ñîðòîâ.

LinUnEqu. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ñîðòà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà,

ïðåäñòàâëåííûå â x-ðàçðåøåíîé ôîðìå

x a x a x b
n n n

� � � �
� �1 1 1 1 1

� èëè x a x a x b
n n n

� � � �
� �1 1 1 1 1

� ,

ãäå x
n

— ñòàðøàÿ ïåðåìåííàÿ ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà.

Ìíîãîñîðòíàÿ îïåðàöèÿ XCan L( ) ïðèâîäèò ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå

L B X b B X b� � � �
1 1 2 2

â ñèãíàòóðå àëãåáðû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ê êàíîíè÷åñ-

êîé ôîðìå (1).

VarSegment — ñîðò ýëåìåíòàðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

ÑËÍ. Ýëåìåíò ýòîãî ñîðòà îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêòîðîì s L Y x G Y� [ ( ), , ( )]

ñ ñåìàíòèêîé L Y x G Y( ) ( )� � , ãäå x — ïåðåìåííàÿ, Y X x� �{ }, L Y G Y( ), ( ) —

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà Y Variable	 ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç Coef , ò.å. ýëåìåíòàìè ñîðòà LinComb Y Coef( , ). Ýëåìåíòû ñîðòà VarSegment

íàçîâåì x-ñåãìåíòàìè èëè ñåãìåíòàìè. Íåðàâåíñòâî, ïðåäñòàâëåííîå

â x-ðàçðåøåííîé ôîðìå x G Y� ( ) èëè x L Y� ( ), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â x-ñåãìåíò

s x G Y� � 
[ , , ( )] èëè s L Y x� � 
[ ( ), , ] .

Îñíîâíûå îïåðàöèè ñîðòà — îïåðàöèÿ ðàçáèåíèÿ ñåãìåíòà è îáðàòíàÿ åé

îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ ñåãìåíòà. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì [ , , ]L x G �

� �[ , , ] [ , , ]L x H H x G .

Trapezoid — ñîðò ýëåìåíòàðíûõ òðàïåöîèäîâ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ÑËÍ.

Äëÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà W X( ), ãäå X x x
n

� { }
1
, ,� , ýëåìåíò ýòîãî ñîðòà

çàäàí êîíñòðóêöèåé

T L X x G X L x x G x L
n n n n n

�
� �

[ ( ), , ( )] [ ( ), , ( )].[ ,
1 1 2 1 2 2 1 1

. .� x G
1 1
, ] ,

ãäå X x x
n k� �

�
1 1 1

{ }, ,� , c ñåìàíòèêîé

T L X x G X L x x G x L
n n n n n

� � � � � �
� �

[ ( ) ( )]& & [ ( ) ( )]& [
1 1 2 1 2 2 1 1

� x G
1 1

� ] ,

Òî÷êîé îòìå÷åí êîíñòðóêòîð ñîðòà Trapezoid.

Çàìå÷àíèå 1. Òðàïåöîèä — âûïóêëàÿ ôèãóðà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîåêöèè êîòîðîé íà ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè

— òàêæå òðàïåöîèäû. Óðàâíåíèÿ

x L X
n n

�
�

( )
1

, x G X
n n

�
�

( )
1

çàäàþò

íèæíþþ è âåðõíþþ «øàïêè»

òðàïåöîèäà, åñëè ÷èñëîâóþ îñü Ox
n

ðàññìàòðèâàòü êàê âåðòèêàëüíóþ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðàïåöîèä T

çàäàí ôîðìóëîé T s T� .
1
, òî x

n
—

ñåãìåíò S îïðåäåëÿåò T ïî

êîîðäèíàòå x
n

, à T
1

— ïðîåêöèÿ T íà

ïîäïðîñòðàíñòâî W X
n

( )
�1

. �

Òî÷êà (îòìåòêà êîíñòðóêòîðà

ñîðòà Trapezoid) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê

îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ òðàïåöîèäîâ

ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå áåñêîíå÷íûé ñåãìåíò

I x x( ) [ , , ]� � 
 � 
 (ðèñ. 1) . Òîãäà

T s x T X
k k

�
�

( ). ( )
1 1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

� � �� � � � �
� �

T s x I x I x T I x T X T T
k k k k

( ). ( ) ( ), ( ). ( ), &
1 1 1 1

. .� �T .

Îïåðàöèè ðàçáèåíèÿ è ïðèâåäåíèÿ ñåãìåíòîâ ðàñøèðÿþòñÿ äî (÷àñòè÷íûõ)

îïåðàöèé íàä òðàïåöîèäàìè

[ , , ]. [ , , ]. [ , , ].L x G T L x H T H x G T� � .
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Ðèñ. 1. Òðàïåöîèä è åãî ïðîåêöèè â òðåõìåðíîì
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ConPol (Convex Polygon) — ñîðò âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â ïðîñòðàíñòâå

ðåøåíèé ÑËÍ. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíò ýòîãî ñîðòà (ïîëèãîí,

âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê) çàäàí êîíñòðóêöèåé P T T T
k

� � � � � � �
1 2

� .

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòêà ++ êîíñòðóêòîðà ñîðòà ôèêñèðóåò ðàçáèåíèå

âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ëèáî ñìåæíûå ïî ãðàíÿì

òðàïåöîèäû, ìåíüøèõ, ÷åì n ðàçìåðíîñòåé. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê, çàôèêñè-

ðîâàííûé íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ Variable, îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðîåêòèðîâàíèé âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà P íà ïîäïðîñòðàíñòâà âñå ìåíüøåé è

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Îïåðàöèÿ ðàçáèåíèÿ/ïðèâåäåíèÿ òðàïåöîèäîâ ðàñøè-

ðÿåòñÿ äî îïåðàöèè ðàçáèåíèÿ/ïðèâåäåíèÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Îñíîâíàÿ

îïåðàöèÿ íà ñîðòå ConPol — ïåðåñå÷åíèå äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

ÎÏÅÐÀÖÈß ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß ÍÀ ÑÎÐÒÅ ConPol

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà â öåëîì çàâèñèò îò ýôôåêòèâíîñòè ðåàëèçàöèè

îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ íà ñîðòå ConPol. Ñèìâîë îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ — çíàê

êîíúþíêöèè &. Ýòà îïåðàöèÿ çàäàíà íà ñîðòå ConPol ÷åðåç åå îïðåäåëåíèÿ íà

áàçîâûõ ñîðòàõ VarSegment è Trapezoid. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ñîðòà

VarSegment îïðåäåëåíî ôîðìóëîé

[ ( ), , ( )]& [ ( ), , ( )] [max ( ( ), ( )),L Y x G Y L Y x G Y L Y L Y
1 1 2 2 1 2

� x G Y G Ymin ( ( ), ( ))]
1 2

.

Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò îïåðàöèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

max ( ( ), ( )) min ( ( ), ( ))L Y L Y G Y G Y
1 2 1 2

� .

Îäíàêî max ( , )L L
1 2

è min ( , )G G
1 2

íå ïðèíàäëåæàò áàçîâîìó ñîðòó LinComb.

Ïîýòîìó îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà áîëåå òî÷íî. Äåéñòâè-

òåëüíî, îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òðàïåöîèäîâ ñâîäèòñÿ ê îïåðàöèè ïåðåñå÷å-

íèÿ òðàïåöîèäà è ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàäàííîãî íåðàâåíñòâîì x G Y� ( ) èëè íå-

ðàâåíñòâîì x L Y� ( ). Ðèñ. 2 èëëþñòðèðóåò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïî-

ëîæåíèÿ ãðàíèö ñåãìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ n � 2, ïðè êîòîðîì ðàññìàòðèâàåìûå

ìíîãîãðàííèêè — ñóòü òðàïåöèè. Ýòè æå âàðèàíòû èìåþò ìåñòî â îáùåì ñëó÷àå.

Ñîîòíîøåíèå L G
T

� îçíà÷àåò, ÷òî â òðàïåöîèäå [ ( ), , ( )].L X x G X T
k k k� �1 1

âåð-

õíÿÿ «øàïêà» ðàñïîëîæåíà âûøå íèæíåé: åñëè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ «øàïêè» çà-

äàíû óðàâíåíèÿìè x G X x L X
k k k k

� �
� �

( ), ( )
1 1

, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

X x x T
k k� �

� �

1

0

1

0

1

0( ) ( ) ( )
( , , )� èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî L X G X

k k
( ) ( )

( ) ( )

� �

�

1

0

1

0
. Â êà-

íîíè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ òðàïåöîèäà ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû âû-

ïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ k n�1 2, , ,� .

Ðàññìîòðèì âñå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âåðõíåé è íèæíåé øàïîê

òðàïåöîèäà x G X x L X
k k k k

� �
� �1 1 1 1

( ), ( ) ïðè óñëîâèè L G
T1 1

� è ïåðåñåêàþ-

ùåé ãèïåðïëîñêîñòè x G X
k k

�
�

( )
1

.

Âàðèàíò 1:

G G s T s s T
T1 1 1

�  �. & . .

Âàðèàíò 2:

( & )& ( ) . & [ , , ]. [ , , ].G G L G s T s L x G T L x G
T T k k1 1 1 1 1 1 1

� � �  � � � T
2

,

ãäå T X G G T T T
k T1 1 1 2 1

� � � �
�

{ }: , .

Âàðèàíò 3:

( & )& ( & ) . & [ , , ]. [ , ,G G G L s T s L x G T L x G
T T k k1 1 1 1 1 1 1

� � � �  � � � ].T
2

,

ãäå T X G G T X G G
k T k T1 1 1 2 1 1

� � � �
� �

{ } { }: , : .

Âàðèàíò 4:

L G G s T s L x G T
T T k1 1 1 1

� �  �. & [ , , ]. .

Âàðèàíò 5:

( )& ( & ) . & [ , , ].G G L G s T s L x G T
T T k

� � �  �
1 1 1 1 1

, ãäå T X L G
k T1 1 1

� �
�

{ }: .

Âàðèàíò 6:

G L s T s
T

�  � �
1 1

. & .
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Îñíîâíîé èñòî÷íèê íåýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà, îïèñûâàåìîãî ñîîòíîøå-

íèÿìè ýòèõ âàðèàíòîâ, — íàëè÷èå äâóõ ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé

è íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèé íîâûõ òðàïåöîèäîâ-ïðîåêöèé T
1

è T
2

. Â âàðèàíòå 6

êîëè÷åñòâî òðàïåöîèäîâ â ïåðåñå÷åíèè óìåíüøàåòñÿ, â âàðèàíòàõ 1 è 4 êîëè÷åñ-

òâî òðàïåöîèäîâ íå èçìåíÿåòñÿ, ïðè÷åì ïðîåêöèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, â âà-

ðèàíòå 5 êîëè÷åñòâî òðàïåöîèäîâ íå èçìåíÿåòñÿ, íî ïðîåêöèÿ èçìåíÿåòñÿ.

Õóäøèå ñëó÷àè — âàðèàíòû 2, 3, â êîòîðûõ è êîëè÷åñòâî òðàïåöîèäîâ

óâåëè÷èâàåòñÿ, è ïðîåêöèè èçìåíÿþòñÿ.

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ âàðèàíòà. Âñå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëåííûå â âà-

ðèàíòàõ, ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè. Óñëîâèÿ îïðåäåëåíû â òåðìèíàõ îòíîøåíèÿ ÷àñ-

òè÷íîãî ïîðÿäêà �
T

. Èìåííî íà òðàïåöîèäå T
k( )

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

G X L X
k k

( ) ( )
� �

� �
1 1

0. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

y L X G X

X T

max
max( ( ) ( ))� � �

�

0.

Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ y L X G X� �( ) ( ) ëèíåéíà è òðàïåöîèä T —

ìíîãîãðàííàÿ îáëàñòü, ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí

òðàïåöîèäà T . Íàêîíåö, ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ òðàïåöîèäà â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè åãî ïðîåêöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâà âñå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ïîçâîëÿåò âû-

÷èñëèòü èñêîìûé ìàêñèìóì äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî — çà âðåìÿ O n( )
2

. Ïîêàæåì ýòî.

Ïðèâåäåì òðàïåöîèä

T s s s
n

n n

( )
.�

�1 1
. .� , s l X x g X

j j j j j j
�

� �

[ ( ), , ( )]
1 1

, j n n� �, , ,1 1� ,

ê âèäó

� � � � �
�

T s s s
n n

.
1 1
. .� , � � � � �

�

s x g X
j j j j

[ , , ( )]0
1
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Ðèñ. 2. Âàðèàíòû ïåðåñå÷åíèÿ òðàïåöîèäà ïîëóïëîñêîñòüþ
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G



ïðåîáðàçîâàíèÿìè: äëÿ âñåõ j n�1 2, , ,� òàêèõ, ÷òî l X
j j
( )

�

� � 

1

, ïîëîæèì

h X g X l X
j j j j j j
( ) ( ) ( )

� � �

� �
1 1 1

ñ ïîñëåäóþùèìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ

x x l X
j j j j

� � �
�

( )
1

â h X
j j
( )

�1
: � � �

� � � �

�

�

g X h X
j j

x

x l X

j
j

j j j

( ) ( ( ))

( )

Sub
1

1
. Ýòè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà òðàïåöîèäå T
n( )

çà âðåìÿ O n( )
2

.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÇËÏ). Íàéòè

ìàêñèìóì MF ëèíåéíîé ôóíêöèè F c x c x
n n

� � �
1 1

� íà òðàïåöîèäå T
n( )

(øòðè-

õè â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ â äàëüíåéøåì äîêàçàòåëüñòâå îïóñêàåì). Ïî-

ñêîëüêó ðåøåíèå ÇËÏ äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíàõ òðàïåöîèäà T
n( )

, ìîãóò èìåòü

ìåñòî òðè ñëó÷àÿ.

1. Èìååì l x
n n

� � 
 � � 
, . Òîãäà åñëè c
n

� 0, òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

x g X
n n n

�
�

( )
1

. Åñëè c
n

� 0, òî MF � � 
.

2. Èìååì l x
n n

� �0 0, . Òîãäà ÇËÏ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàçìåðíîñòè n �1: íà

òðàïåöîèäå T s s
n

n

( )�

�

�

1

1 1
. .� íàéòè ìàêñèìóì MF

1
ôóíêöèè

F c x c x
n n1 1 1 1 1

� � �
� �

� .

3. Èìååì x g X
n n n

�
�

( )
1

. Òîãäà ÇËÏ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ÇËÏ ðàçìåð-

íîñòè n �1: íà òðàïåöîèäå T s s
n

n

( )�

�

�

1

1 1
. .� íàéòè ìàêñèìóì MF

2
ôóíêöèè

F c x c x c g X
n n n n n2 1 1 1 1 1

� � � �
� � �

� ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, MF MF MF� max ( , )
1 2

.

Ïîñêîëüêó íà T
n( )�1

g g X
n n

� �
�

( )
1

0, èìååò ìåñòî îäèí èç ñëó÷àåâ:

a) c
n

� 0, MF MF F g MF� � �max ( , )
1 1 1

;

á) c
n

� 0, MF MF F MF� �max ( , )
1 2 2

.

Èòàê, ÇËÏ ðàçìåðíîñòè n íà òðàïåöîèäå T ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàçìåðíîñòè

n �1 íà òðàïåöîèäå T
n( )�1

çà âðåìÿ O n( ). Ñëåäîâàòåëüíî, ÇËÏ ðàçìåðíîñòè n

ðåøàåòñÿ íà òðàïåöîèäå çà âðåìÿ O n( )
2

.

Ïîëîæèì F X G X G X
n n n1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )
� � �

� � , F X G X
n n2 1 1

( ) ( )
� �

� � L X
n1 1

( )
�

.

Òîãäà:

åñëè min ( )
( )

X T

n

n

n

F X

�

�

�

�

�

1

1 1 1
0, òî èìååò ìåñòî âàðèàíò 1;

åñëè max ( )
( )

X T

n

n

n

F X

�

�

�

�

�

1

1 1 1
0, min ( )

( )

X T

n

n

n

F X

�

�

�

�

�

1

1
1 1

0,

min ( )
( )

X T

n

n

n

F X

�

�

�

�

�

1

1 2 1
0, òî èìååò ìåñòî âàðèàíò 2.

Îñòàëüíûå âàðèàíòû ðàñïîçíàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Èòàê, àëãîðèòì ðàñïî-

çíàâàíèÿ âàðèàíòà ñâîäèòñÿ ê àëãîðèòìó ðåøåíèÿ ÇËÏ íà òðàïåöîèäå.

ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê — ýëåìåíò ñîðòà ConPol,

ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçáèåíèÿ åãî íà òðàïåöîèäû:

P T T T
k

� � � � � � �
1 2

� . (2)

Íà ìíîæåñòâå òðàïåöîèäîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæåò áûòü çàäàíî

îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, èíäóöèðîâàííîå îòíîøåíèÿìè ïîðÿäêà íà ñîðòàõ

Coef, Variable è ðàñøèðåííîå âíà÷àëå íà ñîðò Trapezoid, à çàòåì è íà ñîðò

ConPol . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T T T
k1 2

� � �� ,

T s s s
j jn jn j

�
�

.
1 1
. .� , j k�1 2, , ,� .

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ

s s I s T T T. , . ,0 0 0 0� � � � � � � � ,
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ìîæíî èñêëþ÷èòü «ëèøíèå» ñëàãàåìûå è ñîìíîæèòåëè. Òîãäà ýëåìåíò P

ïðåäñòàâèì â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

P S
ji

i

n

j

k

�

��

��

11

. (3)

Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé (îñíîâíîé) íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÏÍÔ)

ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Ïîñêîëüêó â êîíñòðóêòèâíîé àëãåáðå ñîðòà ConPol èìååò ìåñòî çàêîí

äèñòðèáóòèâíîñòè, íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãî÷ëåíà P â âèäå ñóììû

ìîíîìîâ — òðàïåöîèäîâ T
j

ìîæíî îïðåäåëèòü åùå îäíó êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó

— òàê íàçûâàåìóþ ðåêóðñèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó (ÐÍÔ) [1].

Âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé íîðìàëüíîé ôîðìû. Íàèáîëåå ïðîñòîé

ïîäõîä ê óïðàâëåíèþ âû÷èñëåíèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëå-

íèè ê óæå ïîñòðîåííîé ÏÍÔ (èëè ÐÍÔ) íîâîãî íåðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëåííîãî â

x-ðàçðåøåííîé ôîðìå:

l P l s T sk T l s T l s T
k k k

& & ( . . ) ( & ). ( & ).� � � � � � � � � �
1 1 1 1

� � .

Êàê áûëî ïîêàçàíî, àëãîðèòì ïåðåâû÷èñëÿåò íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå

òðàïåöîèä, çà âðåìÿ O n( )
2

. Ïóñòü C m n( , ) — êîëè÷åñòâî òðàïåöîèäîâ (ìîíîìîâ)

â òåêóùåì ïðåäñòàâëåíèè (3). Òîãäà íà ïåðåâû÷èñëåíèå ïîëèíîìà (2) òðàòèòñÿ

O n C m n( ( , ))
2

øàãîâ. Ïîñêîëüêó àëãîðèòì äîáàâëåíèÿ íåðàâåíñòâà ïîâòîðÿåòñÿ

m ðàç, òî T m n O mn C m n( , ) ( ( , ))�

2
.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ðàçáèåíèè ìíîãîãðàííîé îáëàñòè P íà òðàïåöîèäû

êàæäûé òðàïåöîèä ìîæíî àññîöèèðîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå ñ îäíîé (ñâîåé) âåð-

øèíîé P. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òðàïåöîèäîâ â P íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà V åãî

âåðøèí (0-ãðàíåé). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è áåñêîíå÷íî óäàëåííûå

âåðøèíû. Ïîýòîìó T m n O mn V m n( , ) ( ( , ))�

2
.

Ïîñêîëüêó òðàïåöîèä ñîäåðæèò 2
n

âåðøèí, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíîé. Ïðè ýòîì îíà ïîëèíîìèàëüíà îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà âåðøèí

ìíîãîãðàííèêà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÁÀÇÈÑÍÛÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Ïóñòü ïîëèãîí â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí â ïîëèíîìèàëüíîé

êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (2), ò.å. â âèäå ðàçáèåíèÿ íà òðàïåöîèäû:

P T T T T S S S S L x G
k i i i in ij ij j ij

� � � � � � � � �
1 2 1 2

� �, . , [ , , ]. . .

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî áàçèñíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

âåðøèí (0-ãðàíåé) ïîëèãîíà P. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî âñå èñêîìûå âåðøèíû — ñóòü

âåðøèíû òðàïåöîèäîâ. Îáðàòíîå, îäíàêî, íåâåðíî. Ñðåäè âåðøèí òðàïåöîèäîâ

ìíîãî ëèøíèõ, ïîñêîëüêó ðàçáèåíèå íà òðàïåöîèäû ó÷èòûâàåò è íèæíèå, è

âåðõíèå ãðàíè îäíîâðåìåííî. Èç

ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî âåðøèíà íèæíåé

ãðàíè ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé íèæíåé

ãðàíè òðàïåöîèäà, îäíàêî ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ åé òî÷êà âåðõíåé ãðàíè

ëåæèò íå íà âåðøèíå, à íà ñòîðîíå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà

âåðøèí ïîëèãîíà ñíà÷àëà ïðåîáðà-

çóåì êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó ýëåìåí-

òà (3) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Äëÿ êàæäîãî òðàïåöîèäà

T S T S L x G
i i i

n

i i n i
� �

�

1

1

1 1 1
. , [ , , ]

( )
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Ðèñ. 3. Ðàçáèåíèå ïîëèãîíà íà òðàïåöîèäû ïî

âåðõíåé è íèæíåé «øàïêàì»

P

A
1

T
2

T
1

T
3

T
4

T
5

B
1



âûäåëèì åãî íèæíþþ è âåðõíþþ øàïêè:

T T T T x G T T L x
i i i i n i i

n

i i n
� � � � � 
 � � 


� � � � �

, [ , , ]. , [ , ,
( )

1

1

1
]

( )
.T

i

n�1
.

2. Ïîëîæèì S x G
i

n i1 1

�

� ( , ] , S L x
i i n1 1

�

� [ , ), T S T
i

i i

n� � �

�

1

1
.

( )
, T S T

i i i

n� � �

�
1

1
.

( )
.

3. Ïðåîáðàçóåì ôîðìó (3) ê âèäó

P P P T T T T T T
k

k
� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

& ( )& ( )
1 2 1 2

� � ,

P T T T P T T T
k

k

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

1 2 1 2
� �, .

4. Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû â ïðåäñòàâëåíèÿõ ïîëèãîíîâ P P
� �

, , èñïîëü-

çóÿ ñîîòíîøåíèå S T S T S T T. . . ( )
1 2 1 2

� � � � � è ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè

[ , , ]. [ , , ]. [ , , ].L x H T H x G T L x G T� � � .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå âåðõíåé è íèæíåé øàïîê ïîëèãîíà

P s P s P
k

k

� � � � �

� � �

�1 1
. .� , P s P s P

k
k

� � � � �

� � �
�1 1

. .� ,

â êîòîðîì âåðõíèå ( )n �1 ãðàíè ïîëèãîíà P çàäàíû óðàâíåíèÿìè s
i

�

âèäà

x G x x
n i n

�
�

( , , )
1 1

� è îãðàíè÷åíû ( )n �1 -ìåðíûìè ïîëèãîíàìè P
i

�

, à íèæíèå

( )n �1 ãðàíè ïîëèãîíà P çàäàíû óðàâíåíèÿìè s
i

�

âèäà x L x x
n i n

�
�

( , , )
1 1

�

è îãðàíè÷åíû ( )n �1 -ìåðíûìè ïîëèãîíàìè P
i

�

. Ïðèìåíèâ ðåêóðñèâíî

ñâåðõó–âíèç ïðåîáðàçîâàíèÿ 1–4 ê P P
i j

� �

, , ïîëó÷èì åùå îäíó êàíîíè÷åñêóþ

ôîðìó P, êàæäàÿ k-ÿ ãðàíü êîòîðîé ïî ñóùåñòâó ïðåäñòàâëåíà ñâîèìè

âåðøèíàìè. Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 4. Íàçîâåì

ýòó êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó âåðõíå–íèæíåé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÂÍÍÔ).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ÂÍÍÔ äëÿ ïîëèãîíà, ïðåäñòàâëåííîãî íà

ðèñ. 5, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

P y f x x a x a
� � �

� � � � � �( ( )). ( , )
1 1 1

( ( )). ( , )y f x x a x a� � � � �

� �

2 2 2
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Ðèñ. 4. Ðàçáèåíèå ïîëèãîíà íà òðàïåöîèäû â ôîðìå ÏÍÔ (à); îòäåëåíèå âåðõíèõ è íèæíèõ

øàïîê (á); ïðåîáðàçîâàíèå ïîëèãîíà ê òðåòüåé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (â)
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( ( )). ( , ) ( )y f x x a x a x a� � � � � �

� � �

3 3 3 3
,

P y g x x b x b
� � �

� � � � � �( ( )). ( , )
1 1 1

( ( )). ( , )y g x x b x b� � � � �

� �

2 2 2

( ( )). ( , )y g x x b x b� � �

� �

3 3 3
.

Çàìåòèì, ÷òî a a a a
1 2 2 3

� � � �

� �, , f a f a f a f a
1 1 2 2 2 2 3 3

( ) ( ), ( ) ( )
� � � �

� � , ïî-

ñêîëüêó êîîðäèíàòû âåðøèí ëîìàíîé — âåðõíåé øàïêè, âû÷èñëåííûå ïî óðàâ-

íåíèÿì ñìåæíûõ çâåíüåâ, ñîâïàäàþò. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî è äëÿ

íèæíåé øàïêè. Ôîðìóëû äëÿ ïîëèãîíîâ P P
� �

, ïîçâîëÿþò ëåãêî âû÷èñëèòü êî-

îðäèíàòû âåðøèí âåðõíåé è íèæíåé øàïîê ñíèçó–ââåðõ.

Îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ âåðøèí. Î÷åâèäíûé è ïðîñòîé

àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ âåðøèí ïîëèãîíà (áàçèñíûõ âåêòîðîâ) çàêëþ÷à-

åòñÿ â ñëåäóþùåì.

Âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ñíèçó–ââåðõ ïî ôîðìóëå òðåòüåé êàíîíè-

÷åñêîé ôîðìû. Ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ áàçèñû ãðàíåé ïðîåêöèé òðàïåöîèäîâ â k-ìåð-

íûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïî k îò åäèíèöû äî n.

1. Åñëè âû÷èñëåí áàçèñ V P v v
k

l

( )
( ) , ,� { }

1
� è óðàâíåíèå øàïêè S èìååò

âèä x f x x
k k�

�
1 1

( , , )� , òî áàçèñ k �1 ãðàíè S P. âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V S P v f v v f v
k

l l

( )
( . ) ( , ( )), , ( , ( ))

�

�

1

1 1
{ }� .

2. Åñëè âû÷èñëåíû áàçèñûV P v v
k

l

( )
( ) , ,� { }

1
� , V Q u u

k

r

( )
( ) , ,� { }

1
� k-ïî-

ëèãîíîâ P Q, , òî áàçèñ V P Q
k( )

( )� � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V P Q V P V Q
k k k( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )� � � � .

3. Åñëè âû÷èñëåíû áàçèñû V P v v
k

l

( )
( ) , ,

�

� { }
1

� ,V P u u
k

r

( )
( ) , ,

�

� { }
1

�

k-ïîëèãîíîâ P P
� �

, , òî áàçèñ V P P
k( )

( , )
� �

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

V P P V P V P
k k k( ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )
� � � �

� � .

Ðèñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ âåðøèí ïîëèãîíà
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Áàçèñ ðåêóðñèâíûõ âû÷èñëåíèé î÷åâèäåí: V x a a
( )

( ) ( )
1

1
� � .

Ñìåæíûå ãðàíè âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî: åñëè âû÷èñëåíû áàçèñûV P
k( )

( ) �

� { }v v
l1

, ,� , V Q u u
k

r

( )
( ) , ,� { }

1
� k ïîëèãîíîâ P Q, , òî áàçèñV P Q

k( )
( )� âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå V P Q V P V Q
k k k( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )� � � .

ÌÅÒÎÄÛ ÎÒËÀÄÊÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

ÂÅÐØÈÍ ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÀ

Ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà V P( ) íå ìîæåò áûòü îòëàæåíà âðó÷íóþ.

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì çàäà÷ó àâòîìàòè÷åñêîé ãåíåðàöèè îòëàäî÷íûõ ïðèìåðîâ.

Òðåáîâàíèÿ ê ïðîãðàììíîìó ìîäóëþ ãåíåðàöèè îòëàäî÷íûõ ïðèìåðîâ.

1. ÏÌ «Îòëàä÷èê» äîëæåí ãåíåðèðîâàòü ïðèìåðû â ïðîñòðàíñòâàõ ëþáîé

ðàçìåðíîñòè è ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì íåðàâåíñòâ.

2. Îòëàäî÷íûå ïðèìåðû äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå ñåðèé îäíîòèïíûõ

ïðèìåðîâ.

3. Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ ïðèìåðà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè-

÷åñêè (íå òðåáîâàòü îò ïîëüçîâàòåëÿ ðó÷íûõ âû÷èñëåíèé).

Ñåðèÿ 1. Ïóñòü C
n( )

— åäèíè÷íûé n-ìåðíûé êóá, çàäàííûé ìíîæåñòâîì

åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, è A — íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé (àôôèííûé) îïåðàòîð,

êîòîðûé ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî âûïóêëîñòè n-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. Îáîçíà÷èì

S C
n

( )
( )

ñèñòåìó èç n ïàð ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ C
n( )

; A S C
n

( ( ))
( )

— ëèíåéíîå (àôôèííîå) ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû S C
n

( )
( )

, A Slg ( ) — ðåçóëüòàò

ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí. Ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà

ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì C A A A S C
n n( ) ( )

( ( ( ( ))))�

�1
lg .

Ñåðèÿ 2. Ïóñòü V V V
n

�
�

{ }
1 1
, ,� — ìíîæåñòâî âåêòîðîâ n-ìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà, S V( ) — ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç n �1ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà, îïðåäå-

ëÿþùàÿ n-ìåðíûé ãèïåðòåòðàýäð ÷åðåç åãî n ãðàíåé. Ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà

ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì V A S V� lg( ( )).

Ðåàëèçàöèÿ ñåðèè òðåáóåò àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòè

— n-ãðàíè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç n òî÷åê ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü l X( ) � 0 — òàêîå

óðàâíåíèå. Òîãäà èñêîìîå ËÍ èìååò âèä l X( ) � 0 èëè l X( ) � 0. ×òîáû ïîëó÷èòü

îãðàíè÷åííûé ãèïåðòåòðàýäð, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû

òî÷åê âåêòîðîâ V V V
n

�
�

{ }
1 1
, ,� :

V

n

V V
m n

�

�

� �
�

1

1
1 1

( )� .

Çíàê ÷èñëà l V
m

( ) ñîâïàäàåò ñ èñêîìûì çíàêîì íåðàâåíñòâà.

Ñåðèè 1, 2 ñîçäàþò ïðèìåðû, â êîòîðûõ êàæäîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-

íûì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ — ñëåäñòâèé èç ñèñòåìû îñíîâíûõ íåðàâåíñòâ,

èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò.

Ïóñòü S l X l X
k

� � �( ( ) )& ... ( ( ) )
1

0 0 — ÑËÍ è a a a
k k1 1

, , ,�

�

— íåîòðèöà-

òåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà l X a l X a l X a
k k k

( ) ( ) ( )� � � �
�1 1 1

� — ñëåäñòâèå ñèñòåìû S .

Åñëè ñèñòåìà S ñîäåðæèò òîëüêî îñíîâíûå íåðàâåíñòâà è a
k�

�
1

0, òî ýòî ñëå-

äñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. Åñëè ñèñòåìà S ñîäåðæèò òîëüêî îñíîâíûå íåðàâåíñòâà è

a
k�

�
1

0, íåðàâåíñòâî l X( ) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì.

Ñåðèè 1, 2 ìîãóò áûòü äîïîëíåíû àëãîðèòìîì ãåíåðàöèè ñëåäñòâèé èç

îñíîâíûõ ñèñòåì ýòèõ ñåðèé. Âõîäíûå ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ñîäåðæàò êàê

îñíîâíûå íåðàâåíñòâà, òàê è ñëåäñòâèÿ èç íèõ, ðàñïîëîæåííûå â ñèñòåìå

õàîòè÷åñêè.

Êðîìå òîãî, ñèñòåìó ìîæíî äîïîëíèòü íåñêîëüêèìè îñíîâíûìè íåðàâåíñòâàìè,

«îòðåçàÿ» îò îñíîâíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà íåêîòîðóþ ÷àñòü ñ ëåãêî âû÷èñëÿå-

ìûìè âåðøèíàìè. Íàïðèìåð, îò òðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà ìîæíî «îòðåçàòü»

âåðøèíó ( , , )1 1 1 , çàìåíèâ åå òðåìÿ âåðøèíàìè: ( / , , ), ( , / , ), ( , , / )2 3 1 1 1 2 3 1 1 1 2 3 .
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Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåì ñèñòåìó èíñåðöèîííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ IMS [12], ñîçäàííóþ íà îñíîâå ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ APS [13] ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÍÀÍÓ À.À. Ëåòè÷åâñêîãî.

Cèñòåìà àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ APS ðàçðàáîòàíà â ñåðåäèíå

80-õ ãîäîâ â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû (Êèåâ) [14]. Â 2010 ã. íà áàçå

ñèñòåìû APS áûëà ñîçäàíà ñèñòåìà èíñåðöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ IMS â ðàìêàõ

ñîòðóäíè÷åñòâà ìåæäó Èíñòèòóòîì êèáåðíåòèêè è Õåðñîíñêèì ãîñóäàð-

ñòâåííûé óíèâåðñèòåòîì [15].

Ñèñòåìû APS è IMS ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðîòîòèïèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ è ìî-

äåëèðîâàíèÿ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì. Îíè óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ â ðÿäå êîì-

ìåð÷åñêèõ ïðîäóêòîâ: VRS (Verification for Requirement Specification) [16],

TerM [17], ÷òî ïîçâîëÿåò àâòîðàì APS è IMS ïîçèöèîíèðîâàòü èõ êàê êîììåð-

÷åñêèå ñèñòåìû [18].

Èíñåðöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå — íàïðàâëåíèå, ðàçâèâàåìîå â ïîñëåäíåå äå-

ñÿòèëåòèå êàê ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàñïðåäåëåííûõ ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåì è

ðàçðàáîòêå ñðåäñòâ âåðèôèêàöèè ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîãðàìì è àï-

ïàðàòóðû [12].

Îáùåïðèíÿòûì ñðåäñòâîì äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì â ñîâðåìåííîé

êîìïüþòåðíîé íàóêå ÿâëÿþòñÿ òðàíçèöèîííûå ñèñòåìû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé è îòíîøåíèåì ïåðåõîäîâ. Îáû÷íî ýòî ïîíÿòèå îáîãàùà-

åòñÿ ðàçëè÷íûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóêòóðàìè, âàæíåéøåé èç êîòîðûõ ÿâëÿåò-

ñÿ ðàçìåòêà ïåðåõîäîâ (ðàçìå÷åííûå òðàíçèöèîííûå ñèñòåìû, ââåäåííûå Ä. Ïàð-

êîì [19] äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ àâòîìàòîâ íà áåñêîíå÷íûõ ñëîâàõ). Â èíñåðöè-

îííîì ìîäåëèðîâàíèè èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå àòðèáóòíîé òðàíçèöèîííîé

ñèñòåìû [12], êîòîðîå ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïÿòåðêà� �S A U T, , , , � (ãäå S

— ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, A — ìíîæåñòâî äåéñòâèé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðàçìåòêè

ïåðåõîäîâ, U — ìíîæåñòâî àòðèáóòíûõ ðàçìåòîê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðàçìåòêè

ñîñòîÿíèé, T — îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ, T S A S S S	 � � � � ) è ñîñòîèò èç ðàçìå-

÷åííûõ ïåðåõîäîâ s s
a

� � � è íåðàçìå÷åííûõ ïåðåõîäîâ s s �. Ýòà ÷àñòü ñòðóê-

òóðû ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó ïîíÿòèþ ðàçìå÷åííîé òðàíçèöèîííîé ñèñòåìû (ñî

ñêðûòûìè ïåðåõîäàìè). Ôóíêöèÿ � :S U íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàçìåòêè ñî-

ñòîÿíèé. Îáû÷íî U îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî U D
R

� îòîáðàæåíèé ìíîæåñ-

òâà R àòðèáóòîâ âî ìíîæåñòâî äàííûõ D (îáëàñòü çíà÷åíèé àòðèáóòîâ) èëè â

ñëó÷àå òèïèçèðîâàííûõ äàííûõ êàê ñåìåéñòâî U D
R

�
�

( )
� �

�

�

, ãäå � —

ìíîæåñòâî òèïîâ äàííûõ. Îáû÷íî ýòî èíòåðïðåòèðîâàííûé èëè

íåèíòåðïðåòèðîâàííûé ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà, âîçìîæíî, ðàñøèðåííûé

íåêîòîðûìè ìîäàëüíîñòÿìè òåìïîðàëüíîé ëîãèêè.

Òðàíçèöèîííûå ñèñòåìû ìîãóò òàêæå íàñòðàèâàòüñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ íåêî-

òîðûõ ñïåöèôè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé S . Âàæíåé-

øèìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ S
0

, çàêëþ÷èòåëüíûõ S
�

è íåîïðå-

äåëåííûõ S
�

ñîñòîÿíèé. Ïîñëåäíèå èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ îò-

íîøåíèÿ àïïðîêñèìàöèè è ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì â âèäå ïðåäåëîâ

êîíå÷íûõ.

Â èíñåðöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè â êà÷åñòâå èíâàðèàíòîâ èñïîëüçóþòñÿ

(â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íûå) âûðàæåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé â àëãåáðå ïî-

âåäåíèé. Ñàìà àëãåáðà ïîâåäåíèé óñòðîåíà äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Îíà ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé äâóõîñíîâíóþ àëãåáðó � �U A, , ïåðâûé êîìïîíåíò êîòîðîé — ìíîæåñòâî

U ïîâåäåíèé, à âòîðîé — ìíîæåñòâî äåéñòâèé A. Ñèãíàòóðà àëãåáðû ïîâåäåíèé
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ñîñòîèò èç äâóõ îïåðàöèé, îäíîãî îòíîøåíèÿ è òðåõ êîíñòàíò. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ

a u. íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñèíãîì. Åå àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ à — äåéñòâèå è u — ïî-

âåäåíèå, à ðåçóëüòàòîì — íîâîå ïîâåäåíèå. Âòîðàÿ îïåðàöèÿ — íåäåòåðìèíèðî-

âàííûé âûáîð u v� . Ýòî áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå

ïîâåäåíèé. Îíà êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà è èäåìïîòåíòíà. Êîíñòàíòû àëãåá-

ðû ïîâåäåíèé — óñïåøíîå çàâåðøåíèå �, íåîïðåäåëåííîå ïîâåäåíèå � è òóïè-

êîâîå ïîâåäåíèå 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì íåäåòåðìèíèðîâàí-

íîãî âûáîðà. Íà ìíîæåñòâå ïîâåäåíèé îïðåäåëåíî áèíàðíîå îòíîøåíèå àïïðîê-

ñèìàöèè � , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ñ íàèìåíüøèì

ýëåìåíòîì � . Îïåðàöèè ïðåôèêñèíãà è íåäåòåðìèíèðîâàííîãî âûáîðà ìîíîòîí-

íû è íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòíîøåíèÿ. Â îñíîâíîé ðîëè âûñòóïàåò

ïîëíàÿ àëãåáðà ïîâåäåíèé F A( ), êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïðåäåëû âñåõ íàïðàâëåííûõ

ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé àëãåáðå èìååò ìåñòî òåîðåìà î íàèìåíüøåé

íåïîäâèæíîé òî÷êå. Òî÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ àëãåáðû F A( ) (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî,

âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íîå, ìíîæåñòâà äåéñòâèé) èçëîæåíà â [20].

Ñïðîåêòèðóåì îïèñàííûå âûøå àëãåáðû â òåðìèíàõ ðàñøèðåíèé (äâîéíàÿ

ñòðåëêà) è íàñëåäîâàíèÿ (îäèíaðíàÿ ñòðåëêà) (ðèñ. 6) [4, 6, 21]. Çäåñü LinMonom —

îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Coef, � � �� � � � ��{ }, ,*,/, , , (äåëå-

íèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî) è íîñèòåëåì S � � � �{ }c v v Variable c Coef c* , , , 0 .

LineSpace — âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íàä ïîëåì Coef,

� � � � � ��{ }, ,*, /, (äåëåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî) è íîñèòåëåì S � � �{lm ls lm,

� �LinMonom ls LineSpace, }.

Affspace — àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñî ñâîáîäíûì

÷ëåíîì íàä ïîëåì Coef, � � �� � � � ��{ }, ,*, /, , , ,NOD NOK (äåëåíèå è óìíîæåíèå

íà ÷èñëî) è íîñèòåëåì S � � � � �{ }ls c ls LinSpace c Coef, , .

Ðàñøèðåíèå àëãåáðû ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ââåäåíèÿ íîâûõ êîíñòðóêòîðîâ ýëå-

ìåíòîâ íîñèòåëåé, îïèñàííûõ âàøå, îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ òðàïåöîèäîâ îïðåäå-

ëÿåò íàñëåäîâàíèå ìåæäó ñîðòàìè LinSpace è ConPol.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî àëãîðèòìà ñðåäñòâàìè èíñåðöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ ðàçâåðòûâàíèÿ ñîñòîÿíèé (unfolding) è ôóíêöèþ

ïîãðóæåíèÿ àãåíòîâ â ñðåäó (insertion) [20]. Âû÷èñëåíèÿ â àëãåáðå LinSpace ëåãêî

ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ÿçûêà APLAN mrg [21] (îïåðàöèÿ ++ îïðåäåëÿåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî îïåðàöèè +), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå ëè-

íåéíûõ íåðàâåíñòâ âñå íåðàâåíñòâà ïðèâåäåíû ê âèäó f x x
k n

( , , )�

1
0� .

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âûáåðåì âñþ îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøå-

íèé. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ è ïðèâåäåì ýòó

îáëàñòü ê íîñèòåëþ àëãåáðû Trapezoid: ( , , ). ( , , ).� 
 � 
 � 
 � 

�

x x
n n 1

� Êâàäðàò-

íûå ñêîáêè áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âõîæäåíèÿ êîíöà

îòðåçêà â ïðîìåæóòîê.
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Ðèñ. 6. Äèàãðàììà ðàñøèðåíèé è íàñëåäîâàíèÿ ñîðòîâ

LinMonom

A X�

LinSpace

LM LS� �

AffSpace

LS A�

ConPol

Tr CP� �

Trapezoid

VS. Trapezoid

Coef AVariable X

VarSegment

L Y x G Y( ) ( )� �



Ôóíêöèÿ ðàçâåðòûâàíèÿ ñîñòîÿíèé äëÿ ýòîãî ïðèìåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

êîíñòðóêòîð ñîðòà VarSegment:

unfold rs rs x y
�

�: ( , )(

( ) ( )x SolveLinUnEq x� � �0 0 ,

( ) ( )x SolveLinUnEq x� � �0 0

);

Ôóíêöèÿ SolveLinUnEq ðåàëèçóåò êîíñòðóêòîð ñîðòà LinUnEqu.

Ôóíêöèÿ ïîãðóæåíèÿ ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå êàæäîãî

îãðàíè÷åíèÿ è îïåðàöèþ ðåêóðñèâíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îãðàíè÷åíèé ñ òðàïåöîèäîì:

ins rs E P x y: ( , , , )(�

E Delta Delta[ ] � , (4)

E x y ins insE x y[ & ] ( [ ])[ ]� , (5)

( )[ ] [ ] [ ]x y P insx P ins y P� � � � � , (6)

( . )[ ] ( [ ]. [ ])x y P split tr insx P ins y P�
�

, (7)

E x y cross vs x y E P[( )] ( , , )� � �
�

, (8)

E x y cross vs x y E P[( )] ( , , )� � �
�

, (9)

E P E short intensP[ ] [ ]�
�

(10)

);

Ïðàâèëî (4) îçíà÷àåò, ÷òî ïîãðóæåíèå òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ Delta çàêàí-

÷èâàåòñÿ ôîðìèðîâàíèåì òðàññû «óñïåøíîå çàâåðøåíèå»; (5) — ðåàëèçàöèÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ íåðàâåíñòâ; (6), (7) — ïåðåñå÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ ñ

âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì è òðàïåöîèäîì ñîîòâåòñòâåííî; (8), (9) — ïåðåñå÷å-

íèå îãðàíè÷åíèÿ ñ ýëåìåíòîì ñîðòà VarSegment — ôóíêöèÿ cross vs
–

; (10) — âû-

çîâ ôóíêöèè ðàçâåðòûâàíèÿ ñîñòîÿíèé. Ôóíêöèÿ split_tr ðåàëèçóåò çàêîí äèñòðè-

áóòèâíîñòè: x y z x y x z. ( ) . .� � � � � .

Äëÿ âõîäíûõ äàííûõ ïðîãðàììû èñïîëüçóåòñÿ òåðì1
1 2

[ & & ]L L L
n

� (L
j

—

ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî), òîãäà ôóíêöèÿ cross vs
–

ïðè E �1 ïðèâîäèò ñîñòîÿíèå E

ê íîñèòåëþ ñîðòà Trapezoid.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíû àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-

âåíñòâ è åãî ðåàëèçàöèÿ ñðåäñòâàìè èíñåðöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Èçëîæåííûé

àëãîðèòì óñïåøíî èñïîëüçîâàí äëÿ ÷àñòè÷íîé êîíêðåòèçàöèè ñèìâîëüíûõ òðàññ.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò àêàäåìèêà À.À. Ëåòè÷åâñêîãî çà âíèìàíèå ê ïîñòàíîâêå

çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ìåòîäàìè

àëãåáðàè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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