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ôóíêöèÿ öåëè, ðàçìåùåíèå.

Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ ïî-

ñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (íàïðèìåð, [1–15]), ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñ-

êèõ çàäà÷ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäå-

ëåé. Àêòóàëüíûìè îñòàþòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

íà îòäåëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, íà ìíîæåñòâå ðàçìå-

ùåíèé, è ïðîáëåìà ïîèñêà áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Â ðàáîòàõ [2, 3, 5, 6–8, 10–15] îïèñàíû ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåé-

íûõ óñëîâíûõ çàäà÷ íà ïåðåñòàíîâêàõ, ïîëèïåðåñòàíîâêàõ, ðàçìåùåíèÿõ è ïîëè-

ðàçìåùåíèÿõ. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ óñëîâíûõ çàäà÷

íà ìíîæåñòâàõ ïåðåñòàíîâîê [4, 15] è ðàçìåùåíèé [7].

Ïðåäëîæåííûé â [9] ìåòîä ðåøåíèÿ óñëîâíûõ çàäà÷ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé öå-

ëåâîé ôóíêöèåé íà ðàçìåùåíèÿõ îñíîâàí íà ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà íà êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîñëåäóþùåì íàïðàâëåííîì ïðîñìîòðå ýòèõ êëàññîâ. Ýòî

îäèí èç íåìíîãèõ òî÷íûõ ìåòîäîâ äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷, êîòîðûé ó÷èòûâàåò

ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé. Ïðèìåíåíèå èäåé ìåòîäîâ äèñêðåòíîé îïòèìè-

çàöèè [16–18] ê çàäà÷àì íà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ öåëåñîîáðàçíî âñëåä-

ñòâèå îïðåäåëåííîé ñõîæåñòè îòäåëüíûõ ñâîéñòâ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ äèñ-

êðåòíîé è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèé. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó êîìáèíà-

òîðíûõ îãðàíè÷åíèé, ïðèìåíèì íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷

äëÿ çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Öåëü äàííîé ñòàòüè — ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ðàçìåùåíèÿõ ñ äðîáíî-ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé è äî-

ïîëíèòåëüíûìè ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå îáîñíîâàòü àëãîðèòì ýòîãî

ìåòîäà.

Èçëîæèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ìíîæåñòâî k ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
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Êîìáèíàòîðíîå óñëîâèå (3) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îòîáðàæåíèÿ (5) çàïèøåòñÿ â âèäå
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Ñðåäè êîìáèíàòîðíûõ ìåòîäîâ âàæíîå çíà÷åíèå êàê â ïðàêòè÷åñêîì, òàê
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(2)–(4), îñíîâàííûé íà èäåÿõ Ëýíä è Äîéã [18]. Îáîçíà÷èì � íîìåð èòåðàöèè

(îäèí ïîëíûé öèêë àëãîðèòìà).
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Øàã 12. Åñëè îáå çàäà÷è âèäà (6)–(9), (13) è (6)–(9), (14) èìåþò ðåøåíèÿ, òî
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� �� ïóñòîå äëÿ çàäà÷è (2)–(4), ïîýòîìó èç äàëü-

íåéøåãî âåòâëåíèÿ åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü.

Ïðèìåíèâ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ, êîòîðûå îïèñûâàþò ìíîæåñòâà D
1

,

D D
*

,

2

, ïðåîáðàçîâàíèå (5), ïîëó÷èì Q Q Q
1 2

, ,

*

.

Óòâåðæäåíèå 1. Îãðàíè÷åíèÿ (13), (14) íå îòñåêàþò íè îäíîé òî÷êè

z y z z
m

� ( , , ..., )

0 1

òàêîé, ÷òî y E� , ãäå y z j J
j j k

� � � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò z Q
* *

� òàêàÿ, ÷òî z
*

— ðåøåíèå çàäà-

÷è (6), (7), (9), (10). Ïðèìåíÿÿ ê z
*

ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå (5), ïîëó÷èì òî÷êó

t
*

, t z y
* *

( )�




0

1

. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàäà÷è (6), (7), (9), (10) è (2)–(4) ýêâèâàëåíòíû,

ïîëó÷àåì t
*

— ðåøåíèå çàäà÷è (2)–(4). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7] ñëåäóåò, ÷òî

îòîáðàæåíèå � çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì òî-

÷åê D , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò (2)–(4), è ìíîæåñòâîì òî÷åê Q , êîòîðûå óäîâëåò-

âîðÿþò (6), (7), (9), (10), à ñëåäîâàòåëüíî, t D
* *

� . Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæå-

ñòâî D
*

ïóñòîå äëÿ çàäà÷è (2)–(4). Èìååì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæå-

ñòâî Q
*

íå ñîäåðæèò ðåøåíèé çàäà÷è (6), (7), (9), (10).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî çàäà÷è (1), (2), (4) è (6)–(9) ýêâèâàëåíòíû, ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Îöåíêàìè äîïóñòèìûõ îáëàñòåé D
i

çàäà÷ (2)–(4), (11) èëè

(2)–(4), (12) ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ (1), (2),

(4), (11) èëè (1), (2), (4), (12).

Êàæäîìó èç ìíîæåñòâ îáëàñòåé D
i

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé

çàäà÷è âèäà: íàéòè (2) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1), (4) è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-

íèÿõ (11) èëè (12), ïðèïèñûâàþò îöåíêó �( ) max ( )D f x
i

x D
i

�

�

. Åñëè îïòèìàëüíûå ðå-

øåíèÿ ïîëó÷åííûõ çàäà÷ óäîâëåòâîðÿþò êîìáèíàòîðíîìó óñëîâèþ (3), òî ðåøå-

íèå ñ ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Èíà÷å ïðî-

äîëæàåì ïðîöåññ âåòâëåíèÿ, âûáèðàÿ ìíîæåñòâî D
i

ñ íàèáîëüøåé îöåíêîé. Äëÿ

èòåðàöèé � �1 â ñëó÷àå, åñëè âûáðàííàÿ îáëàñòü D
i

íå ñîäåðæèò òî÷åê, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ðàçìåùåíèÿìè, èñïîëüçóåì äëÿ äàëüíåéøåãî âåòâëåíèÿ âòîðóþ îáëàñòü,

íàéäåííóþ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè (øàã 10 ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà).
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Ðàçáèâàÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìíîæåñòâî D íà ïîäìíîæåñòâà D
i
, �

�

�

i

i
D D ,

èìååì, ÷òî îöåíêà äëÿ ëþáîãî èç íèõ íå áîëüøå ÷åì îöåíêà äëÿ èñõîäíîãî ìíî-

æåñòâà D, ò.å. äëÿ âñåõ D
i

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî � �( ) ( )D D
i

� .

Ñîãëàñíî ïðàâèëàì îòñå÷åíèÿ îòñåêàþòñÿ òîëüêî òå îáëàñòè D
i
, êîòîðûå íå

ñîäåðæàò òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3) (øàã 6 àëãîðèòìà), è òå, äëÿ êîòî-

ðûõ �( ) ( )D f x
i

�
0

, ãäå f x( )

0

— äîïóñòèìîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Èç èçëîæåííûõ ñïîñîáîâ âåòâëåíèÿ, îòñå÷åíèÿ è îöåíèâàíèÿ ñëåäóåò ñïðà-

âåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Óòâåðæäåíèå 3. Àëãîðèòì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, ïðèìåíåííûé ê çàäà÷å

(2)–(4), íàõîäèò åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Íàéòè ìàêñèìóì ôóíêöèè

x x

x x

1 2

1 2

2

�

�

� max ïðè êîìáè-

íàòîðíîì óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâó k-ðàçìåùåíèé ( )k � 2 èç ýëåìåí-

òîâ ìóëüòèìíîæåñòâà G x x x E G: ( , ) ( )

,

� �
1 2

5 4

2

, ãäå G � { }1 2 2 4 5, , , , , ïðè äîïîë-

íèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ x x
1 2

4� � , 
 � �2 3 7

1 2

x x .

Ðåøåíèå.

Øàã 1. Çàìåíèâ êîìáèíàòîðíîå óñëîâèå ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé, îïèñûâàþ-

ùèõ ìíîãîãðàííèê ðàçìåùåíèé èñõîäíîé çàäà÷è, ïîëó÷èì çàäà÷ó

x x

x x

1 2

1 2

2

�

�

� max

ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ x x
1 2

4� � , 
 � �2 3 7

1 2

x x , 1 5

1

� �x , 1 5

2

� �x ,

3 9

1 2

� � �x x . Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå (5) ê ïîëó÷åííîé çàäà÷å, èìååì

y y
1 2

� � max ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 
 
 
 �y y y
1 2 0

4 0 , 
 � 
 �2 3 7 0

1 2 0

y y y ,


 
 �y y
1 0

5 0, 
 � �y y
1 0

0 , y y
2 0

5 0
 � , 
 � �y y
2 0

0, 
 
 � �y y y
1 2 0

3 0 ,

y y y
1 2 0

9 0� 
 � , 2 1

1 2

y y� � .

Øàãè 2–3. Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó, èìååì y � ( / , / , / )1 5 1 5 3 5 , îòêóäà

x � ( , ).1 3

Øàã 4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( , ) ( )

,

1 3

5 4

2

�E G , ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

Øàã 5. Îïðåäåëèì èíäåêñ � � 2 , ïîñêîëüêó 3 �G .

Øàã 6. Çàïèøåì äâà îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå îòñåêàþò x : x
2

2� , x
2

4� , ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî

e e e S G e e E G
i i i i i

1

54

2

3 1 2� � � � �max | ( ), , ( , ) ( ){ } ,

e e e S G e e E G
i i i i i

2

54

2

3 1 4� � � � �min { | ( ), , ( , ) ( )} .

Øàã 7. Ïðèìåíèâ ê îãðàíè÷åíèÿì x
2

2� , x
2

4� ïðåîáðàçîâàíèå (5), ïîëó-

÷èì y y
2 0

2 0
 � , 
 � �y y
2 0

4 0 .

Øàã 8. Ê ëèíåéíîé çàäà÷å øàãà 1 äîáàâèì îãðàíè÷åíèå y y
2 0

2 0
 � è ðå-

øèì åå: F y f x x( ) ( ) / , ( , )

1 1 1

2 3 2 2� � � .

Øàã 9. Ê ëèíåéíîé çàäà÷å øàãà 1 äîáàâèì îãðàíè÷åíèå 
 � �y y
2 0

4 0 è ðå-

øèì åå: F y f x x( ) ( ) / , ( / , )

2 2 2

13 18 5 2 4� � � .

Øàã 10. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

2

3

13

18

� , äëÿ äàëüíåéøåãî âåòâëåíèÿ âûáåðåì çàäà÷ó

øàãà 9. Äàëåå, ïðèìåíèâ àëãîðèòì ê çàäà÷å, ðåøåííîé íà øàãå 9, ïîëó÷èì äâå çà-

äà÷è: ê îäíîé äîáàâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå âèäà y y
1 0

2 0
 � , ê äðóãîé — îãðàíè÷å-

íèå âèäà 
 � �y y
1 0

4 0. Ïåðâàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, à âòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò

öåëåâîé ôóíêöèè çíà÷åíèå F y( ) /

4

9 13� , îòêóäà F x( ) /

4

9 13� , x
4

4 5� ( , ) . Ïàðà

� �9 13 4 5/ , ( , ) — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí àëãîðèòì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà êîìáèíàòîðíîì ìíîæåñòâå ðàçìåùåíèé
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â ñëó÷àå äðîáíî-ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè è äîïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ. Öåëåñîîáðàçíî â äàëüíåéøåì ïðîâåñòè òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó åãî

ñëîæíîñòè, à òàêæå íàéòè ãðàíèöû åãî ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå.
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