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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â òåîðèè áàéåñîâñêèõ ñåòåé ðàçðàáîòàíû îðèãèíàëüíûå ïðîöåäóðû ñåïàðàöèè
(d-ñåïàðàöèè) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà óñëîâíûõ íåçàâèñèìîñòåé ìåæäó ïå-
ðåìåííûìè (âåðøèíàìè) àöèêëè÷åñêè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Ñåïàðàöèîí-
íûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí â àëãîðèòìàõ âûâîäà ñòðóêòóðû ãðàôà èç ýìïèðè÷åñ-
êèõ äàííûõ. Îñîáåííîñòü ìåòîäîâ ñåïàðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè îïè-
ðàþòñÿ ëèøü íà ñòðóêòóðó ãðàôà, à óñëîâíûå íåçàâèñèìîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ
â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó d-ñåïàðà-
öèåé è óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòüþ: ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ìàðêîâà êàæäàÿ
d-ñåïàðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòüþ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî êàæäàÿ óñëîâíàÿ íåçàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ d-ñåïàðàöèåé, âûïîëíÿåò-
ñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì æåñòêîì ïðåäïîëîæåíèè äîñòîâåðíîñòè
(faithfulness) — êîãäà èç óñëîâèÿ Ìàðêîâà âûâîäÿòñÿ âñå óñëîâíûå íåçàâèñè-
ìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè ìîäåëè [1, 2].

Â ëèíåéíîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ðîäè-

òåëüñêèõ ïåðåìåííûõ è ñëó÷àéíûõ ïîìåõ è ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ óñëîâíûõ íå-

çàâèñèìîñòåé îáðàçóåò âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî

ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, îáðàçóåò

ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî ìåðû íóëü, ò.å. ïî÷òè âñå óñëîâíûå íåçàâèñèìîñòè îïðå-

äåëÿþòñÿ d-ñåïàðàöèåé [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, ïîñòðîåííûõ íà îãðàíè÷åí-

íûõ âûáîðêàõ, ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ïðåäïîëîæåíèå äîñòîâåð-

íîñòè, è ïðèìåðû (èõ ïðèáëèçèòåëüíî ñòîëüêî æå), äëÿ êîòîðûõ îíî íå âûïîëíÿ-

åòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä òåîðåì î ñåïàðàöèîííîì ïîäõîäå â [1–3] è äðóãèõ ìî-

íîãðàôèÿõ ïî áàéåñîâñêèì ñåòÿì òåðÿþò ñìûñë äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, â òîì

÷èñëå è ñàìî ïðåäïîëîæåíèå äîñòîâåðíîñòè.

ÁÀÇÎÂÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Îðèåíòèðóåìûé ãðàô – ïàðà G V� ( , )E , ãäå V — êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí

(ïåðåìåííûõ), E — ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ïàð ýëåìåíòîâ èç V, íàçûâàå-

ìûõ äóãàìè. Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ X �V ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî çíà÷åíèé { }x . Åñëè â ãðàôå åñòü äóãà X Y� , òî âåðøèíà x íàçûâàåòñÿ «ðî-

äèòåëåì» âåðøèíû y, F x( ) — ìíîæåñòâî ðîäèòåëåé x. Êîãäà îðèåíòàöèÿ äóãè

íåèçâåñòíà èëè èãíîðèðóåòñÿ, îíà îáîçíà÷àåòñÿ êàê ðåáðî: x y� . Âåðøèíû, ñî-

åäèíåííûå ðåáðîì, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, à ïóòü, íà êîòîðîì âñå ðåáðà îðè-

åíòèðîâàíû â îäíîì íàïðàâëåíèè x y� �� , — îðïóòåì. Âåðøèíà Y íàçûâà-

åòñÿ ïîòîìêîì âåðøèíû X , åñëè ñóùåñòâóåò îðïóòü èç X â Y . Ôðàãìåíò âèäà

x y z� � íàçûâàåòñÿ êîëëàéäåðîì. Àöèêëè÷åñêèé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô

(ÀÎÃ) — ýòî îðãðàô, â êîòîðîì îðèåíòèðîâàííûå öèêëû îòñóòñòâóþò. Òåðìèíû

«ïåðåìåííàÿ» è «âåðøèíà» óïîòðåáëÿþòñÿ êàê âçàèìîçàìåíÿåìûå.
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Ïàðà ( , )G P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàðêîâà, åñëè äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé

X �V ìíîæåñòâî { }x óñëîâíî íåçàâèñèìî îò ìíîæåñòâà âñåõ íåïîòîìêîâ ND( )x ïðè

çàäàííîì ìíîæåñòâå ðîäèòåëåé è îáîçíà÷àåòñÿ I x x F xP ( , ( )| ( )){ } ND , ãäå P — âå-

ðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Åñëè ( , )G P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàðêîâà, òî

P x x P x F xn i i

i

( , , ) ( | ( ))1 � � � , (1)

ò.å. âåðîÿòíîñòü P ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé âñåõ ïåðåìåí-

íûõ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ èõ ðîäèòåëåé.

ÊÐÈÒÅÐÈÉ d-ÑÅÏÀÐÀÖÈÈ

Ïóñòü Z — ìíîæåñòâî âåðøèí, X è Y — âåðøèíû âî ìíîæåñòâå V � Z. Ïó-

òåì ìåæäó âåðøèíàìè X è Y íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã èç X â Y

ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè. Ïóòü � ìåæäó âåðøèíàìè X è Y áëîêèðóåòñÿ ìíî-

æåñòâîì Z, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

– ïóòü � ñîäåðæèò öåïî÷êó i m j� � èëè âåòâëåíèå i m j� � òàêèå, ÷òî

m Z� ;

– ïóòü � ñîäåðæèò êîëëàéäåð � �u , ïðè÷åì u Z� è íåò íèêàêîé âåðøèíû

w Z� òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò îðïóòü u w� �� .

Ìíîæåñòâî Z d-ñåïàðèðóåò âåðøèíû X è Y , åñëè Z áëîêèðóåò âñå ïóòè ìåæ-

äó X è Y . Òàêèì îáðàçîì, d-ñåïàðàöèÿ áëîêèðóåò ïîòîê èíôîðìàöèè ìåæäó âåð-

øèíàìè X è Y . Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àåòñÿ I X Y ZG ( , | ). Åñòåñòâåííûì îáðàçîì d-ñå-

ïàðàöèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ìíîæåñòâà âåðøèí X è Y .

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî èç d-ñåïàðàöèè âûòåêàåò óñëîâíàÿ íåçàâèñèìîñòü.

Òåîðåìà 1. Åñëè âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ìàðêîâà äëÿ ãðàôà G è ìíîæåñòâî Z d-ñåïàðèðóåò ìíîæåñòâà âåðøèí X è Y , òî

X è Y íåçàâèñèìû ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå Z, ò.å. èìååò ìåñòî I X Y ZP ( , | ).

Îòìåòèì, ÷òî d-ñåïàðàöèÿ — äèñêðåòíàÿ ïðîöåäóðà íà ãðàôå. Åå âîçìîæíîñ-

òè îãðàíè÷åíû ñòðóêòóðîé ãðàôà, ò.å. êîëè÷åñòâîì âåðøèí è äóã. Îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå ê òåîðåìå 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì ïðåäïîëîæåíèè

î äîñòîâåðíîñòè òîãî, ÷òî èç óñëîâèÿ Ìàðêîâà âûâîäÿòñÿ âñå óñëîâíûå íåçàâèñè-

ìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðîâåðèòü íåâîçìîæíî, ïî-

ñêîëüêó ñòðóêòóðà ãðàôà çàðàíåå íåèçâåñòíà, à ñóùåñòâóåò, êàê ïðàâèëî, îãðàíè-

÷åííîå ìíîæåñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ.

Òåîðåìà 2. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P ( )V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äîñ-

òîâåðíîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè X è Y íåçàâèñèìû ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå Z,

åñëè è òîëüêî åñëè ìíîæåñòâî Z d-ñåïàðèðóåò X è Y .

Òåîðåìà 2 âûðàæàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîöåäóðû d-ñåïàðàöèè è ìíîæåñòâà

óñëîâíûõ íåçàâèñèìîñòåé ïðè ïðåäïîëîæåíèè î äîñòîâåðíîñòè, êîòîðîå ìîæåò

íå âûïîëíÿòüñÿ íà íåêîòîðûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.

Â ìîíîãðàôèè [3] ïðèâåäåíû îøèáî÷íûå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ñâîéñòâ d-ñåïàðàöèè, â ÷àñòíîñòè ëåììà 2.3 è òåîðåìà 2.1, â êîòîðîé óòâåðæäàåò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîöåäóðû d-ñåïàðàöèè è óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè áåç ïðåä-

ïîëîæåíèÿ î äîñòîâåðíîñòè. Ðàññìîòðèì ýòè îøèáêè.

Ëåììà 2.3 èç [3] . Ïóñòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ìàðêîâà äëÿ ãðàôà G è ìíîæåñòâà A B C V, , 	 âçàèìíî íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ. Òîãäà I IP ( | ) ( , | )A B C A B CG, � .

Òåîðåìà 2.1 èç [3]. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ìàðêîâà àöèêëè÷åñêèé îðèåí-

òèðîâàííûé ãðàô G ïîðîæäàåò òå è òîëüêî òå óñëîâíûå íåçàâèñèìîñòè, êîòîðûå

îòîæäåñòâëÿþòñÿ d-ñåïàðàöèåé.

Â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 2.1 èç [3] îòìå÷åíî, ÷òî ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ P, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ìàðêîâà íà G, äëÿ êîòîðûõ óñëîâ-
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íûå íåçàâèñèìîñòè íå îïîçíàþòñÿ d-ñåïàðàöèåé. Äàëåå ïðèâåäåí ïðèìåð 1, îïðî-

âåðãàþùèé ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.1 èç [3], íî îäíîâðåìåííî óòâåðæäàþùèé, ÷òî

ìíîæåñòâî òàêèõ ïðèìåðîâ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìè ïðèìåðàìè, äëÿ êîòîðûõ

òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ.

Â ðàçä. 2.2 ðàáîòû [3] íà îñíîâå òåîðåìû 2.1 ïðèâåäåíû íåêîððåêòíûå

óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàôîâ ïî Ìàðêîâó. Â ðàçä. 2.3.1

â [3] äàíî îïðåäåëåíèå äîñòîâåðíîñòè (faithfulness) è ïðèâåäåíà òåîðåìà 2.5, êî-

òîðàÿ ïî ñîäåðæàíèþ àíàëîãè÷íà òåîðåìå 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè.

Òåîðåìà 2.5 èç [3]. Ãðàô G è âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ äîñòîâåðíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óñëîâíûå íåçàâèñèìîñòè

äëÿ P îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ d-ñåïàðàöèè.

Â ðàáîòå [3] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

òåîðåìû 2.1. Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìû 2.1 è 2.5 ïðîòèâîðå÷àò îäíà äðóãîé, ïî-

ñêîëüêó â òåîðåìå 2.5 èìååòñÿ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè, à â òåîðåìå 2.1 åãî íåò,

ò.å. îòñþäà ñëåäóåò îøèáî÷íîñòü òåîðåìû 2.1.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ, ïîñòðîåííûõ íà îãðàíè÷åííûõ âû-

áîðêàõ, òåîðåìà 2.1 èç [3] è çàìå÷àíèå ê íåé íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøîãî ÷èñëà êîíòðïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ãðàô ( , )G P X Y Z� � ñî ñëåäóþùèìè ïåðåõîäíû-

ìè âåðîÿòíîñòÿìè ñ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè:

P x a( )1 � , P x a( )2 1� � ; P y x b c( | ) ( )1 1 1� � 
 , P y x c( | )2 1 � , P y x b( | )3 1 � ;

P y x b d( | ) ( )1 2 1� � 
 , P y x d( | )2 2 � , P y x b( | )3 2 � ;

P z y e( | )1 1 � , P z y e( | )2 1 1� � , P z y e( | )1 2 � , P z y e( | )2 2 1� � ,

P z y f( | )1 3 � , P z y f( | )2 3 1� � . (2)

Ïåðåìåííûå X è Z ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ, ïåðåìåííàÿ Y — òðè çíà÷åíèÿ.

Ãðàô G ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàðêîâà:

âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî I X Z YP ( , | ). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç (2) âûòåêàåò I X ZP ( , ),

îäíàêî I X ZG ( , ) íå èìååò ìåñòà, ò.å. ëåììà 2.3 èç [3] íå ñïðàâåäëèâà. Óñëîâèå

äîñòîâåðíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê èç óñëîâèÿ Ìàðêîâà âûòåêàåò

I X Z YP ( , | ), à I X ZP ( , ) èç íåãî íå âûâîäèòñÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ öåïåé

Ìàðêîâà èìååì

P x y z a b c e( , , ) ( ( ))1 1 1 1� � 
 , P x y z ace( , , )1 2 1 � ,

P x y z abf( , , )1 3 1 � , P x z a e bf be( , ) ( )1 1 � 
 � ;

P x y z a b c e( , , ) ( ( )) ( )1 1 2 1 1� � 
 � , P x y z ac e( , , ) ( )1 2 2 1� � ,

P x y z ab f( , , ) ( )1 3 2 1� � , P x z a e be b f( , ) ( )1 2 1� � 
 � ;

P x y z a b d e( , , ) ( ) ( ( ))2 1 1 1 1� � � 
 , P x y z a de( , , ) ( )2 2 1 1� � ,

P x y z a bf( , , ) ( )2 3 1 1� � , P x z a e bf be( , ) ( )( )2 1 1� � 
 � ;

P x y z a b d e( , , ) ( )( ( )) ( )2 1 2 1 1 1� � � 
 � , P x y z a d e( , , ) ( ) ( )2 2 2 1 1� � � ,

P x y z a b f( , , ) ( ) ( )2 3 2 1 1� � � , P x z a e be bf( , ) ( )( )2 2 1 1� � � 
 � . (3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P z e bf be( )1 � 
 � , ò.å. âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü

P X Z P X P Z( , ) ( ) ( )� .

Êîíòðïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáúåêò èäåíòèôèöèðóåòñÿ òðå-
ìÿ ïåðåìåííûìè: X îïðåäåëÿåò ôîðìó îáúåêòà (x1 — êâàäðàò, x2 — êðóã), Y —
öèôðîâóþ èíôîðìàöèþ ( y1 1� , y2 2� , y3 3� ), Z — öâåò (z1 — ÷åðíûé, z2 — áå-
ëûé). Îïðåäåëèâ ïàðàìåòðû âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (1) â âèäå ðàöèîíàëü-
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íûõ ÷èñåë a c e� � �
1

2
, b d f� � �

1

4
, ïîëó÷èì âûáîðêó îáúåìà 32, ïðè÷åì êî-

ëè÷åñòâî îáúåêòîâ m x y z( , , ) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ ( , , )x y z âûðà-
æàåòñÿ â âèäå öåëûõ ÷èñåë:

m x y z( , , )1 1 1 2� , m x y z( , , )1 1 2 2� ,

m x y z( , , )1 2 1 4� , m x y z( , , )1 2 2 4� ,

m x y z( , , )1 3 1 1� , m x y z( , , )1 3 2 3� ,

m x y z( , , )2 1 1 4� , m x y z( , , )2 1 2 4� ,

m x y z( , , )2 2 1 2� , m x y z( , , )2 2 2 2� ,

m x y z( , , )2 3 1 1� , m x y z( , , )2 3 2 3� . (4)

Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î êîíñòðóêòèâíîì îïðåäåëåíèè îáúåêòîâ.

Ïîäòâåðæäàåì íåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ X è Z: P x( )1
1

2
� , P x z( | )1 1

1

2
� , çà-

âèñèìîñòü ïåðåìåííûõ X è Y : P y( )2
3

8
� , P y x( | )2 1

1

2
� , à òàêæå çàâèñèìîñòü ïå-

ðåìåííûõ Y è Z: P z( )1
7

16
� , P z y( | )1 3

1

4
� .

Àíàëîãè÷íî ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â (2) ïîëó÷àåì ïðèìåðû íà

êîðîòêèõ âûáîðêàõ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ãðàô X Y Z� � . Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (2) äëÿ ýòîãî

ãðàôà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàðêîâà, ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ I X Z YP ( , | ).

Ïîýòîìó

P X Y Z P Y P X Y P Z Y( , , ) ( ) ( | ) ( | )� . (5)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî (5) ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (3), òî

æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ãðàôà X Y Z� � ñ êîëëàéäåðîì â âåðøèíå Y . Âåðîÿòíîñ-

òíîå ðàñïðåäåëåíèå (2) äëÿ ýòîãî ãðàôà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàðêîâà, ïî-

ñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ I X ZP ( , ). Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

P X Y Z P X P Z P Y X Z( , , ) ( ) ( ) ( | , )�

ýòîãî ãðàôà ñîâïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (3) ãðàôà X Y Z� � .

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå òðè ñòðóêòóðû ãðàôà ÿâ-

ëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Îòìåòèì, ÷òî òàêîå ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè íå ñîâ-

ïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ãðàôîâ â [3].

Ðàññìîòðèì ïîëíûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ òðåìÿ äóãàìè:

Ñóùåñòâóåò øåñòü âàðèàíòîâ ïîëíûõ àöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ ðàçíûìè íà-

ïðàâëåíèÿìè äóã, äâà âàðèàíòà ãðàôîâ èìåþò öèêëû. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå (2) äëÿ ãðàôà (6) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàðêîâà, ïîñêîëüêó îíî íå

ïîðîæäàåò íè îäíîé óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå òîëüêî P

(ñì. (2)), íî è ëþáîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ìàð-

êîâà äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ïîëíîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà. Ïîýòîìó âåðîÿò-

íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ãðàôà (6) P X Y Z P X P Y X P Z X Y( , , ) ( ) ( | ) ( | , )� ñîâïàäà-

åò ñ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (3) ãðàôà X Y Z� � .

Íàëè÷èå äóãè ìåæäó âåðøèíàìè X è Z â ãðàôå (6) íå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåí-

íûå X è Z íå ìîãóò áûòü óñëîâíî íåçàâèñèìûìè ïðè íåêîòîðîì çàäàííîì ìíî-

æåñòâå ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (3) âû-
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X Z

Y
(6)



ïîëíÿåòñÿ êàê ñâîéñòâî I X Z YP ( , | ), òàê è I X ZP ( , ). Åùå ðàç óáåæäàåìñÿ, ÷òî

ëåììà 2.3 èç [3] íå ñïðàâåäëèâà.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðåäûäóùèé ãðàô X Y Z� � , ó êîòîðîãî ïåðåõîä-

íûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ âîñüìåðêîé ïàðàìåòðîâ:

P x a( )1 � , P x a( )2 1� � ; P y x b c( | ) ( )1 1 1� � 
 , P y x c( | )2 1 � , P y x b( | )3 1 � ;

P y x d e( | ) ( )1 2 1� � 
 , P y x d( | )2 2 � , P y x e( | )3 2 � ;

P z y f( | )1 1 � , P z y f( | )2 1 1� � , P z y j( | )1 2 � , P z y j( | )2 2 1� � ,

P z y h( | )1 3 � , P z y h( | )2 3 1� � .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè â ýòîì ïðèìåðå âûïîëíÿåòñÿ,

ò.å. íåçàâèñèìîñòü I X ZP ( , ) íå èìååò ìåñòà. Ïðèñâîèâ ïàðàìåòðàì

a b c d e f j h, , , , , , , ñîîòâåòñòâåííî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6/ , / , / , / , / ,

1 7 1 8 1 9/ , / , / , ïîëó÷èì îãðàíè÷åííóþ âûáîðêó, äëÿ êîòîðîé êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ

m x y z( , , ) ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ ( , , )x y z âûðàæàåòñÿ â âèäå

öåëûõ ÷èñåë.

Ñäåëàâ ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9/ , / , / , / , / , / , / , / , ïîëó÷èì

8 40 320! � ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ èëè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè íå

âûïîëíÿåòñÿ. Â ïðèìåðå 1 èìååòñÿ øåñòü ïàðàìåòðîâ: a b c d e f, , , , , . Èç âîñüìè ÷è-

ñåë: 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9/ , / , / , / , / , / , / , / ìîæíî âûáðàòü øåñòü ðàçëè÷íûõ ÷èñåë

C
8
6 � 28 ñïîñîáàìè è ïðèñâîèòü èõ ïàðàìåòðàì a b c d e f, , , , , . Äëÿ êàæäîé øåñòåð-

êè ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü 6 720! � ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðèìåðîâ. Â èòîãå ïîëó-

÷àåì C
8
6 6 20 160! � ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè íå

âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ðîâíî â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì â ïðèìåðå 2.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ãðàô, ó êîòîðîãî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿ-

þòñÿ ñåìåðêîé ïàðàìåòðîâ:

P x a( )1 � , P x a( )2 1� � ; P y x b c( | ) ( )1 1 1� � 
 , P y x c( | )2 1 � , P y x b( | )3 1 � ;

P y x d e( | ) ( )1 2 1� � 
 , P y x d( | )2 2 � , P y x e( | )3 2 � ;

P z y f( | )1 1 � , P z y f( | )2 1 1� � , P z y j( | )1 2 � , P z y j( | )2 2 1� � ,

P z y j( | )1 3 � , P z y j( | )2 3 1� � .

Êàê è â ïðèìåðå 2, óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè â ïðèìåðå 3 âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ X è Z. Ñäåëàâ ïåðåñòàíîâêó ñåìè ÷èñåë:

1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8/ , / , / , / , / , / , / , ïîëó÷èì 7 5040! � ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè. Ñóùåñòâóåò C
7
6 � 7 ñïîñîáîâ âûáîðà èç

ýòèõ ÷èñåë øåñòü ðàçëè÷íûõ ÷èñåë è ïðèñâîèòü èõ ïàðàìåòðàì a b c d e f, , , , , . Ïî-

ëó÷àåì C
7
6 6 7! !� ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå äîñòîâåðíîñòè íå

âûïîëíÿåòñÿ, è ñòîëüêî æå ïðèìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ îíî âûïîëíÿåòñÿ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èçâåñòíî, ÷òî ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà ñòðîèòñÿ àêñèîìàòè÷åñêè íà ïðèíöèïàõ

äåäóêòèâíîãî ïîäõîäà. Ïîñòðîåíèÿ è âûâîäû, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿþòñÿ íà

âåùåñòâåííîì íåïðåðûâíîì ïðîñòðàíñòâå (êîíòèíóóìå). Êîíòèíóàëüíîå ìíî-

æåñòâî â îñíîâíîì ñîñòîèò èç èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áåñêî-

íå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, ò.å. ôîðìàëüíî òàêîãî ìíî-
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æåñòâà íå ñóùåñòâóåò. Ïî ñâîéñòâó êîíòèíóóìà ñ÷åòíîå è îãðàíè÷åííîå ìíî-

æåñòâà îáðàçóþò ìíîæåñòâî òî÷åê ìåðû íóëü. Ïîýòîìó àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò

íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêè íåâîçìîæíî àäåêâàòíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà äèñ-

êðåòíûõ îáúåêòîâ è ïðîöåññîâ, ïîñòðîåííûõ íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Ýòî ñòàëî ïîíÿòíî â 2003 ã., êîãäà â ðåçóëüòàòå çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà «Ãåíîì ÷å-

ëîâåêà» âûÿñíèëîñü, ÷òî âñÿ ãåíåòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ î ÷åëîâåêå çàïèñàíà â ÷åòû-

ðåõáóêâåííîì àëôàâèòå íóêëåîòèäîâ è îãðàíè÷åíà òðåìÿ ìèëëèàðäàìè áóêâ. Ïîýòî-

ìó îãðàíè÷åííûé îáúåì ãåíîìà ÷åëîâåêà ñ ïîçèöèé êîíòèíóóìà òàêæå èìååò ìåðó

íóëü, ÷òî, ïî ìåíüøåé ìåðå, àáñóðäíî. Íàïðèìåð, ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè çàïèñè

ãåíåòè÷åñêîé èíôîðìàöèè â ÄÍÊ â âèäå ñèììåòðèè âûâîäÿò èíäóêòèâíî èç ðåàëü-

íûõ äàííûõ, íå îïèðàÿñü íà àïïàðàò íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêè [4, 5].

Äëÿ íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
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ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Òî æå ñàìîå

ìîæíî ñêàçàòü î ëþáîì ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå è íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíûõ,

ïîñêîëüêó òàêèõ êîíå÷íûõ ïðàâèë íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðà-

çîì, ïî÷òè âåñü êîíòèíóóì ñîñòîèò èç ÷èñåë, êîòîðûå êîíñòðóêòèâíî íå îïðå-

äåëÿþòñÿ. Íî äàæå ïðè íàëè÷èè àëãîðèòìà áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî çíàêîâ —

â íåêîòîðîì ðîäå ôèêöèÿ, èáî ïðîöåññ âû÷èñëåíèé íèêîãäà íå çàêàí÷èâàåòñÿ.

Ñ ïîçèöèè êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà äåêëàðèðóåòñÿ, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü ñîñòîÿ-

ëàñü — áåçîñòàíîâî÷íàÿ ðàáîòà ïðîâåäåíà äî êîíöà, è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî

èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â íåïðåðûâíîé ìàòåìàòèêå íàêîï-

ëåíî ìíîãî ðàçëè÷íîãî ðîäà êîíòðïðèìåðîâ è ïàðàäîêñîâ, ñòàâÿùèõ ïîä ñîì-

íåíèå èñïîëüçîâàíèå òàêîãî èñêóññòâåííîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà [6].

Îäíàêî êîíòèíóóì ñîäåðæèò ëþáîå îãðàíè÷åííîå äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî è íà

òàêîì èñêóññòâåííîì ìíîæåñòâå ìîæíî ïîëó÷àòü «ïîñòîðîííèå» ðåçóëüòàòû, êàê

ýòî ïîêàçàíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, êîòîðûå íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ äèñêðåòíûõ (ðå-

àëüíûõ) îáúåêòîâ, ïîñòðîåííûõ íà îãðàíè÷åííûõ âûáîðêàõ. Ðåçóëüòàòû â [1–3] íå

äàþò ïðàâèëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñâîéñòâàõ ñåïàðàöèîííîãî ïîäõîäà. Ïî ñóòè

ýòè ðåçóëüòàòû âûðàæàþò ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé íà âåùåñòâåííîì ïðî-

ñòðàíñòâå. Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà, ïî-

ñêîëüêó îñíîâíîå íàçíà÷åíèå ïðîöåäóð ñåïàðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè

ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè èç îãðàíè÷åííîãî íàáîðà äàííûõ è áåñêîíå÷íîå êîí-

òèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ê ýòîìó îòíîøåíèÿ íå èìååò. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû

â [1–3] è â äðóãèõ ìîíîãðàôèÿõ òðåáóþò êàðäèíàëüíîãî ïåðåñìîòðà ñ òî÷êè çðåíèÿ

èçëîæåíèÿ ñâîéñòâ ñåïàðàöèîííîãî ïîäõîäà äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ.
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