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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàöèîíàðíàÿ è íåñòàöèîíàðíàÿ ðåãðåññèè, àïðèîðíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ, íå÷åòêèå îãðàíè÷åíèÿ, äâóõêðèòåðèàëüíîå îöåíèâàíèå, ñìåøàííàÿ
ðåãðåññèÿ, ñî÷åòàíèå ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ.

1. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÏÎËÎÆÅÍÈß

Àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñðåäñòâîì äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè

ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Îíà òàêæå íåîáõîäèìà äëÿ ïîëó÷åíèÿ èõ çàäàííûõ

ñâîéñòâ, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ ðàçðàáîò÷èêàìè, èñõîäÿ èç öåëè ñîçäàíèÿ òîé

èëè èíîé ìîäåëè. Èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè âåñüìà àêòóàëüíî,

â ÷àñòíîñòè, êîãäà èñõîäíûå äàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé ìàëóþ âûáîðêó. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåðåäêà â çàäà÷àõ ýêîíîìåòðèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé áóäåì ïîíèìàòü èíôîðìà-

öèþ î ïàðàìåòðàõ ìîäåëè, êîòîðîé ðàñïîëàãàåò ðàçðàáîò÷èê. Ïðèìåðàìè òàêîé

èíôîðìàöèè ìîãóò áûòü çíàêè ïàðàìåòðîâ, âîçìîæíûå ïðåäåëû, â êîòîðûõ îíè

íàõîäÿòñÿ, ôóíêöèîíàëüíûå ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè.

Âñå ðàññóæäåíèÿ â äàííîé ñòàòüå ïðèìåíÿþòñÿ ê ìîäåëè ëèíåéíîé ðåãðåñ-

ñèè. Â êà÷åñòâå åå îáùåãî âèäà ðàññìîòðèì ðåãðåññèþ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñ ïåðå-

êëþ÷àòåëåì, êîòîðûé çàâèñèò îò âðåìåíè t:

yt t t t� � �x A � , A t i� � 0 , t I t T i Ni i i� � �[ , ], ,1 , (1)

ãäå yt ��
1 — çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; x t

n�� — ðåãðåññîð (íåçàâèñèìàÿ ïåðå-

ìåííàÿ); � i
n0 �� — èñòèííàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ðåãðåññèè íà èíòåðâàëå I i

(íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà); � i — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Âåëè÷èíû yt è x t , t T�1, , ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Çäåñü T TN� — äëèíà èí-

òåðâàëà íàáëþäåíèÿ.

Â ôîðìóëå (1) è äàëåå øòðèõîì îáîçíà÷åíî òðàíñïîíèðîâàíèå, æèðíûì

øðèôòîì âûäåëåíû âåêòîð è ìàòðèöà.

Ïàðàìåòð ðåãðåññèè (1) ïîñòîÿíåí è ðàâåí � i
0 íà èíòåðâàëå âðåìåíè I i ñ ÷èñ-

ëîì íàáëþäåíèé mi . Ïîëîæèì t t Ti i1 11 1� � ��, , i N� 2, . Òîãäà m T ti i i� � �1 ,

i N�1, , äëèíà èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ T mi

i

N

�
�
�

1

. Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êè ïåðåêëþ÷å-

íèÿ ti , i N� 2, , èçâåñòíû: îíè ìîãóò çàäàâàòüñÿ ðàçðàáîò÷èêîì ìîäåëè èëè îïðå-

äåëÿòüñÿ íà îñíîâå íåêîòîðîé òåîðèè, ðàññìîòðåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñàìî-
ñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó è âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Íà âåëè÷èíû mi , i N�1, , íå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, êðîìå î÷åâèäíûõ:

mi � 1 , i N�1, . Ñëåäîâàòåëüíî, mi ìîæåò áûòü ìåíüøå n . Â ýòîì ñîñòîèò îòëè-

÷èå ìîäåëè (1) îò îïèñàííûõ â ëèòåðàòóðå ðåãðåññèé ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè.

Îáîçíà÷èì âåêòîð âåëè÷èí ïàðàìåòðà ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè

� � �0
1
0 0� � � �[( ) ( ) ]�

N
. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü � 0 çàâèñèò îò ÷èñëà íàáëþ-

äåíèé T , òàê êàê ñîãëàñíî (1) N çàâèñèò îò T .
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Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ (1). Ïóñòü mi �1, i N�1, . Òîãäà ðåã-

ðåññèÿ (1) ïðèìåò âèä

y t Tt t t t� � � �x � 0 1� , , , (2)

ãäå x t
n�� . Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü âåêòîðà âåëè÷èí ïàðàìåòðà ðåãðåññèè

ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè � � �0
1
0 0� � � �[( ) ( ) ]�

T
çàâèñèò îò T .

Äðóãîé ñëó÷àé (1) ïîëó÷èì èç (2) ïðè � �t t T0 0 1� �, , . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ìîäåëü ðåãðåññèè
y t Tt t t� � � �x � 0 1� , , , (3)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèåé ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì.

Â ðåãðåññèÿõ (1), (2) âåêòîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ìîäåëè � 0 èìååò ðàçìåð-

íîñòü, çàâèñÿùóþ îò ÷èñëà íàáëþäåíèé; íàçîâåì òàêèå ðåãðåññèè íåñòàöèîíàð-

íûìè. Â ðåãðåññèè (3) ðàçìåðíîñòü � 0 ïîñòîÿííàÿ è íå çàâèñèò îò ÷èñëà íàáëþ-

äåíèé; íàçîâåì ýòó ðåãðåññèþ ñòàöèîíàðíîé. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäîëî-

ãèè îöåíèâàíèÿ � 0 äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè: íåñòàöèîíàðíàÿ (1) è

ñòàöèîíàðíàÿ (3), òàê êàê ðåãðåññèÿ (2) — ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåãðåññèè (1).

Îöåíèì ïàðàìåòð � 0 ìîäåëåé (1) è (3) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ (ì.í.ê.), èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâåííî êðèòåðèè

F y

i

N

t t

T

t t i

i

i

1

1

21

2
( ) ( ) min� �� � � 	

� �
� � x , (4)

F y

t

T

t t1

1

21

2
( ) ( ) min� �� � � 	

�
� x , (5)

ãäå � i
n�� , i N�1, ; ���

n .

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé è ïðèäàíèÿ èì òðåáóåìûõ

ñâîéñòâ èñïîëüçóåì àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ îá � 0 . Êëàññèôèöèðóåì åå â âèäå

äâóõ ôîðì: íåîïðåäåëåííàÿ è îïðåäåëåííàÿ.

Ê ïåðâîé ôîðìå îòíåñåì èíôîðìàöèþ äâóõ âèäîâ: íå÷åòêóþ è ñòîõàñòè÷åñ-

êóþ. Íå÷åòêàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ íà îñíîâå íå÷åòêèõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ðàçðàáîò÷èêà ìîäåëè. Îíà ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà â âèäå íå÷åò-

êèõ îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ è îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ [1, 2]. Ê äðóãîìó âèäó íå-

îïðåäåëåííîé èíôîðìàöèè îòíåñåì ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî � 0 ,

êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðåäøåñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ èñ-

ñëåäîâàíèé. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäëîæåíû â [3, 4] ïðèìåíèòåëüíî ê ðåãðåññèè (3).

Îöåíêà � 0 , ïîëó÷àåìàÿ ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ óðàâíåíèé è êðèòåðèÿ (5), íàçâàíà

ñìåøàííîé; îíà èññëåäîâàíà è äîïîëíåíà â ðÿäå ðàáîò (cì., íàïðèìåð, [5]).

Ïîä îïðåäåëåííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íûå îãðàíè-

÷åíèÿ-ðàâåíñòâà è îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà, íàëîæåííûå íà ïàðàìåòðû ðåãðåññèè:

g i I g i Ii i( ) , , ( ) ,� �� � 
 � �0 00 ,

ãäå I 0 è I � — íåêîòîðûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ.

Âû÷èñëåíèå è ñâîéñòâà îöåíêè � 0 â ðåãðåññèè (3) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé-ðà-

âåíñòâ ðàññìîòðåíû â ðÿäå ìîíîãðàôèé [6, 7]. Îöåíèâàíèþ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷å-

íèé-íåðàâåíñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [8–12]. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îöåíèâàíèÿ â ýòèõ

ðàáîòàõ ïðèíÿòî âûðàæåíèå (5); â [12] ðàññìîòðåíû òàêæå äðóãèå êðèòåðèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî â îäíîé è òîé æå ìîäåëè îöåíèâàíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ

îáå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Íàïðèìåð, êðèòåðèåì îöåíè-

âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ (5), íåîïðåäåëåííàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ çàäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñ-
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êèìè óðàâíåíèÿìè, à íà ìíîãîìåðíûé ïàðàìåòð ðåãðåññèè íàëîæåíû îãðàíè÷å-

íèÿ-íåðàâåíñòâà âèäà g i Ii ( ) ,� 
 � �0 .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå ìîäåëè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ

ðåãðåññèé (1) è (3), èñïîëüçóþùèå íåîïðåäåëåííóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ,

êàê íå÷åòêóþ, òàê è ñòîõàñòè÷åñêóþ.

2. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÍÅ×ÅÒÊÎÉ ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ
ÏÐÈ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÈ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÃÎ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ñòàöèîíàðíàÿ ðåãðåññèÿ. Òàêàÿ ðåãðåññèÿ èìååò âèä (3), åå ïàðàìåòð � 0 îöå-

íèâàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ (5). Â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] èìååì íå÷åòêèå îãðàíè-

÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà è îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà íà ïàðàìåòð ðåãðåññèè

� 
a i i� 0 � , i I ie� , (6)

� �a i i� 0 � , i I e� , (7)

ãäå èíäåêñ ie — ñîêðàùåíèå îò inequality, èíäåêñ e — îò equality.

Â ôîðìóëàõ (6), (7) � i — íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà, ïðèíàäëåæàùàÿ íå÷åòêîìó

ïîäìíîæåñòâó ÷èñëîâîé îñè Bi . Â [1] ââåäåíû ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæ-

íîñòè � i :

� � �Bi i
i

i i
k

b( ) exp ( ) ,� � �
�

�


�

�
�

2

2
(8)

� � �Bi i
i

i i
k

b( ) exp [max ( , )] ,� � �
�

�


�

�
�

2
0 2

(9)

ãäå bi íàõîäèòñÿ íà îñíîâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, k i � 0 — êîýôôèöèåíò.

Îïðåäåëèì åãî ïî ôîðìóëå k bi i i i� � �2 0
2ln / ( )� � , ãäå � � �i ii

� B ( )0 ,

�i ib0 � , ïàðà ( , )� �i i0 çàäàåòñÿ ðàçðàáîò÷èêîì ìîäåëè.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì â [1] ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà (6) è îãðàíè÷åíèÿ-ðà-

âåíñòâà (7), ãäå ïðàâûå ÷àñòè � i îïèñàíû íå÷åòêî â âèäå íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ

÷èñëîâîé îñè ñ ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè (8) èëè (9). Òîãäà íå÷åòêîå äîïóñòè-

ìîå ìíîæåñòâî îöåíîê ïàðàìåòðà ðåãðåññèè O èìååò ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè

�O F( ) exp( ( ))� �� � 2 , F k b
k

bi

i I

i i
i

i I

i i

ie e

2
21

2
0

2
( ) [max( , )] (� � �� � � � � �

� �
� �a a )2 . (10)

Åñëè èìååòñÿ íå÷åòêàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ, òî ðàçðàáîò÷èê ìîäåëè äîë-

æåí âûáðàòü òàêóþ îöåíêó ïàðàìåòðà � , ÷òîáû îíà ìèíèìèçèðîâàëà îøèáêó ìî-

äåëè ñîãëàñíî (5) è â òî æå âðåìÿ åå ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè äîïóñòèìîìó ìíî-

æåñòâó O áûëà ìàêñèìàëüíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê äâóõêðèòåðèàëüíîé çà-

äà÷å îöåíèâàíèÿ F O1 ( ) min, ( ) max,� �	 	� ýêâèâàëåíòíîé ñîãëàñíî [1] çàäà÷å

F F1 2( ) min, ( ) min� �	 	 . (11)

Â êà÷åñòâå åå ðåøåíèé ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî (â [1]

îíè íàçâàíû P-îöåíêàìè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè).

Îáîçíà÷èì X
x

x
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

1

�

T

. Îñíîâûâàÿñü íà [1], èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ìàòðèöà X èìååò ïîëíûé ðàíã, íå÷åòêîå äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî îöåíîê ïàðàìåòðà — ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè (10). Òîãäà P-îöåíêè

ïàðàìåòðà ðåãðåññèè â çàäà÷å (11) — ðåøåíèÿ çàäà÷è

F F rF( ) ( ) ( ) min� � �� � 	1 2 , r � 0. (12)
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Ñîãëàñíî (12) Ð-îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé r; îáîçíà÷èì èõ �( )r . Â ïðî-

ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ �( )r ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïðîìèññíóþ êðèâóþ (ÊÊ). Òà-

êèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, ñîãëàñíî êîòî-

ðîìó äëÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îöåíêà � 0 , â äâóõêðè-

òåðèàëüíîé çàäà÷å îöåíèâàíèÿ èõ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà

íà ÊÊ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî Ïàðåòî ÿâëÿåòñÿ

íåóëó÷øàåìîé: óëó÷øåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) ïî îäíîìó êðèòåðèþ âåäåò ê åãî

óõóäøåíèþ ïî äðóãîìó. Íàïðèìåð, èçìåíÿÿ r, ò.å. äâèãàÿñü ïî ÊÊ, ìîæíî íàéòè

äðóãóþ òî÷êó ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì ïåðâîãî êðèòåðèÿ, íî ïðè ýòîì âòîðîé êðè-

òåðèé îáÿçàòåëüíî óâåëè÷èòñÿ.

Ðàññìîòðèì òî÷êè ÊÊ, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàéíèì çíà÷åíèÿì r: r � 0 è

r 	�. Î÷åâèäíî, ÷òî �( )0 — îöåíêà ì.í.ê. Ïðè r 	� ðåøåíèå çàäà÷è (12) ìîæ-

íî òðàêòîâàòü êàê ðåøåíèå ìåòîäîì øòðàôíûõ ôóíêöèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

F1 ( ) min� 	 , � 
 �a i i ieb i I� , ; � �a i ib� , i I e� . (13)

Ñëåäîâàòåëüíî, �( )� — ðåøåíèå çàäà÷è (13).

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó âûáîðà òî÷êè íà ÊÊ, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòü îöåí-

êó ïàðàìåòðà ìîäåëè. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,

êîãäà èìåþòñÿ òîëüêî íå÷åòêèå îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà (I ie ��). Îáîçíà÷èì

Y � �[ ]y yT1 � ,
~
A — ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ñòðîê � �a i ei I, ;

~
[ ]b � �b bm1 � ,

ãäå m — ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà I e . Ïîëîæèì

A K A b = K b� 1 2 1 2/ /~
,

~
, (14)

ãäå K � diag ( , , , )k k km1 2 � .

Èç (10), (12), (14) ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé è óñëîâèÿ I ie �� èìååì

çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ Ð-îöåíîê

F F rF( ) ( ) ( )� � �� �1 2 � � � � 	 �
1

2 2
02 2| | | | | | | | min ,Y X A b� �

r
r . (15)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (15) Y X A, , — èçâåñòíûå âåëè÷èíû. Òàêèì îáðàçîì,

ðåøåíèå (15) — ôóíêöèÿ r è b , êîòîðóþ îáîçíà÷èì êàê �( , )r nb �� .

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èìåþòñÿ òîëüêî íå÷åòêèå îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà, ìîæíî

îñëàáèòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ Ð-îöåíêè (â óòâåðæäåíèè 1). Ñ ýòîé öåëüþ ââå-

äåì ìàòðèöó M
X

A
�
�

�
�

�

�
�r

. Áóäåò ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ìàòðèöà M èìååò ïîëíûé ðàíã, äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

îöåíîê ïàðàìåòðà çàäàåòñÿ íå÷åòêèìè îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè (7). Òîãäà äëÿ

êàæäîãî r � 0 ðåøåíèå çàäà÷è (15) ÿâëÿåòñÿ Ð-îöåíêîé ïàðàìåòðà ðåãðåññèè (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (15) ïîëó÷àåì

F r r( ) Y Y R X Y A b b b� � � � �� � � � � � � � � � � � 	
1

2

1

2
min , (16)

ãäå ñîãëàñíî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ ìàòðèöà

R = M M X X A A� � � � �r (17)

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ r � 0 , ÷òî âëå÷åò ñòðîãóþ âûïóêëîñòü ôóíêöèè

F ( )� . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî r � 0 ðåøåíèå (16) åäèíñòâåííîå. Ïîýòîìó

îíî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî ðåøåíèåì çàäà÷è îöåíèâàíèÿ (11).

Èç (15) ïðè m n� , k i mi � �1 1, , ,
~
A = J n è b = On , ãäå J n — åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà ïîðÿäêà n , On — íóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð, ïîëó÷àåì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ

ïàðàìåòðà ãðåáíåâîé ðåãðåññèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå çàäà÷à (15) íàçâàíà îáîáùåí-

íîé ãðåáíåâîé ðåãðåññèåé [13]. Åå ñóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
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Äëÿ ãðåáíåâîé îöåíêè ÊÊ ñîåäèíÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò è îöåíêó ì.í.ê. Ïîíÿò-

íî, ÷òî òàêàÿ êðèâàÿ ìîæåò ïðîõîäèòü äîñòàòî÷íî äàëåêî îò � 0 . Ïðè ïåðåìåííîì b
îöåíêà âûáèðàåòñÿ èç âñåãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ (â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îïðåäå-

ëåííîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðå). Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âû-

áðàòü ÊÊ, ïðîõîäÿùóþ â îêðåñòíîñòè � 0 . Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå äîïîëíèòåëü-

íûõ ïàðàìåòðîâ r è b ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñòåïåíü «ñâîáîäû» ïðè îöåíèâàíèè.

Â [13] ïðåäëîæåí äâóõýòàïíûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ Ð-îöåíêè äëÿ ñëó÷àÿ

m n� : ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ âåêòîð b b� * (íåêîòîðàÿ ÊÊ), çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ r r� *

(íàõîäèòñÿ òî÷êà íà íåé). Ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþò èñêîìóþ Ð-îöåíêó

�( , )* *r b . Âåêòîð b* ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è; åå ôîðìóëè-

ðîâêà è ìåòîä ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â [13].

Îïðåäåëåíèå òî÷êè íà ôèêñèðîâàííîé ÊÊ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì

ðåçóëüòàòå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 2 è âåêòîð b ôèêñèðî-

âàí. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êðèòåðèåâ îöåíèâàíèÿ â ôóíêöèè r,

êîòîðûå îáîçíà÷èì êàê f r F ri i( ) ( ( ))� � , i �1 2, :

1) ôóíêöèè f r ii ( ), ,�1 2 , äèôôåðåíöèðóåìû äëÿ r � 0 ;

2) ôóíêöèÿ f r2 ( ) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè r � 0 ;

3) ôóíêöèÿ f r1 ( ) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè r � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñâîéñòâà êðèòåðèåâ ïîñëåäîâàòåëüíî.

1. Ðåøåíèå çàäà÷è (16) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî b (îöåíêà ïàðàìåòðà îáîáùåí-

íîé ãðåáíåâîé ðåãðåññèè) èìååò âèä

�( ) ( )r r� � � ��R X Y A b1 . (18)

Äëÿ r � 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
d

dr

d

dr

d

dr

T
TT

R
R R

R J
O

�
�� � �

1
1 , îòêóäà

âûòåêàåò
d

dr
r

R
R A AR

�
� �� � � �

1
1 1 0, .

Ñîãëàñíî (17), (18) èìååì

d r

dr

d

dr
r

�( )
( )� � � � �

�
�R

XY A b R A b
1

1 , r � 0.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ âûðàæåíèé ñëåäóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè

� �� ( )r äëÿ r � 0 . Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèè F1
21

2
( ) | | | | ,� �� �Y X F2 ( )� �

� �
1

2

2| | | |A b� äèôôåðåíöèðóåìû ïî ���
n . Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî 1 äîêàçàíî.

2. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 2 ðåøåíèå çàäà÷è (16) åäèíñòâåí-

íîå. Â ñèëó ýòîãî åå ñâîéñòâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë r r2 1 0� � èìååì

f r r f r f r r f r f r r f r f1 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )� � � � � ( ) ( ).r r f r1 2 2 1�

Èç ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷èì ( )( ( ) ( ))r r f r f r2 1 2 2 2 1 0� � � , îòêóäà

ñëåäóåò ñâîéñòâî 2 êðèòåðèåâ.

3. Èç ñâîéñòâà 1, âûïóêëîñòè ôóíêöèé F1 ( )� , F2 ( )� è ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ

òåîðåìû �( )r — Ð-îöåíêà, èìååì èç ëåììû 3 [14] r df df� � 1 2/ â ñîîòíîøåíèè (15).

Ôóíêöèè f f ri i� ( ), i �1 2, , äèôôåðåíöèðóåìû ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1, ïîýòîìó

r df r dr df r dr� � �( ( ) / )( ( ) / )1 2
1. Òîãäà ( ( ) / ) ( ( ) / )df r dr r df r dr1 2� � äëÿ r � 0 . Îò-

ñþäà ñëåäóåò ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå f r1 ( ) äëÿ r � 0. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

� �� ( )0 , ãäå �( )0 — ðåøåíèå çàäà÷è min ( )
�

�F1
, èìååì f F F1 1 10 0( ) ( ( )) ( )� �� � .

Ñëåäîâàòåëüíî, f f r1 10( ) ( )� äëÿ ëþáîãî r � 0 . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñâîé-

ñòâî 3, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Ïîëîæèì f r F ri i( , ) ( ( , ))b b� � , i �1 2, . Ïóñòü âåêòîð b* íàéäåí. Îïðåäåëèì

îòðåçîê Z r r� [ , ]0 1 , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èñêîìàÿ âåëè÷èíà r * . Âåëè÷èíà r1

îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòüþ ìîäåëè, òàê êàê îíà ïðîïîð-

öèîíàëüíà f r1 1( , )b è f r f r1 1 1( , ) ( , )* b b� (ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 òåîðåìû 2).

Â êà÷åñòâå r0 0� âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå r, ïðè êîòîðîì óäîâëåòâîðÿ-

þòñÿ íå÷åòêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïàðàìåòðå ðåãðåññèè. Íàïðèìåð, ïðè r0 0� çíàêè

êîìïîíåíò ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà èìåþò òðåáóåìûé çíàê.

Ðàññìàòðèâàÿ äâóõêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ñ äâóìÿ íå÷åòêèìè öå-

ëÿìè âûáîðà è èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Áåëëìàíà–Çàäå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíî-

øåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ r * [13]:

r r
z Z i

i
*

,

*max [ min ( , ) ]�
� �

arg { }
1 2

� b . (19)

Çäåñü

� i
i i

i i

r
f f r

f f
( , )

( ) ( , )

( ) ( )

*
* *

* *
b

b b

b b
�

�

�

2

2 1

,

ãäå f f ri
z Z

i1 ( ) min ( , )* *b b�
�

, f f ri
z Z

i2 ( ) max ( , ).* *b b�
�

Èçó÷èì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà Ð-îöåíêè. Îáîçíà÷èì � � �[ ]� �1 � T ,

D � � �diag( , )d d dnn11 22 � , ãäå dii — ýëåìåíò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè X X� ,

è ââåäåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ.

Äîïóùåíèå 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � t , t �1 2, , ... , â (3) öåíòðèðîâàíû è íåçà-

âèñèìû. Îíè íå çàâèñÿò îò x t t, , , ,�1 2 � èìåþò äèñïåðñèè � 2 è ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ �t u t( ), , ,�1 2 � Ïðè÷åì sup ( )
t

t

u c

u d u
� �

	�
1 2

2 0
, , || ||�

� ïðè c 	�. Òàêèì îá-

ðàçîì, E T{ }��� � � 2J , ãäå JT — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà T .

Äîïóùåíèå 2. Ìàòðèöà X èìååò ïîëíûé ðàíã äëÿ âñåõ T . Ìàòðèöà

P D X XD� �� �1 1	 P 0 ïðè T 	�, ãäå P 0 — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà. Ïðè T 	� èìååì d x d j njj T j jj	� 	 ��, / , ,
,1

2 0 1 , ãäå xtj — j-ÿ êîìïîíåíòà

x t â (3).

Óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà ìàòðèöó X ýòèì äîïóùåíèåì, — ÷àñòíûé ñëó÷àé

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Ð-îöåíêè â óòâåðæäåíèè 2.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 1, 2, òî äëÿ r � 0 âåëè÷èíà

D( ( ) )� �r � 0 èìååò ïðåäåëüíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ìàòðè÷íîé çàïèñè ìîäåëè (3) Y X� �� �0 è (17), (18)

èìååì â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû X X� (äîïóùåíèå 2) äëÿ r � 0

� � � �( ) ( ) ( )r r r r� � � � � � � � � ��0 1 0X X A A X A b A A . (20)

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà X è âåêòîð � çàâèñÿò îò îáúåìà âûáîðêè T .

Åñëè ñîáëþäàþòñÿ äîïóùåíèÿ 1 è 2, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6.1 [15, c. 35]

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Q D X Q� � � 	 ��1 0�
p

T, , ãäå �
p

— ñèìâîë ñõîäèìîñòè ïî

ðàñïðåäåëåíèþ, Q O P0 2 0~ ( , )N n � .

Èç (20) èìååì

U D P Q P D A b A A( ) ( ( ) ) [ ]r r r� � � � � � �� � �� � �0 1 1 1 0 , (21)

ãäå ìàòðèöà P îïðåäåëåíà â äîïóùåíèè 2.
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (21) â ïðåäåëå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíî,
à âòîðîå ñëàãàåìîå äëÿ êîíå÷íîãî r ñòðåìèòñÿ ê On ïðè T 	�. Òàêèì îáðàçîì,

U( )r èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N n( , ( ) )O P� 2 0 1� , ãäå

� 2 — äèñïåðñèÿ � t .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå U( )r íå çàâèñèò îò r è ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì îöåíêè ì.í.ê. Ñëåäîâàòåëüíî, âëèÿíèå íå÷åòêèõ îãðàíè÷åíèé íà

òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ âûáîðîê. Ïðè÷åì

îíî óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì T . Çäåñü èìååòñÿ îòëè÷èå îò îáû÷íûõ îãðàíè÷å-

íèé-íåðàâåíñòâ, âëèÿíèå êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ áîëüøèõ T ñîãëàñíî [12], åñëè

� 0 îáðàùàåò â ðàâåíñòâî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åíèå.

Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò êàê ñëåäñòâèå ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè �( )r äëÿ r � 0.

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà Ð-îöåíîê äëÿ êîíå÷íîãî Ò . Èç (20) èìååì

E r{ }� �( ) � 0 äëÿ r � 0 , ò.å. Ð-îöåíêà ñìåùåííàÿ. Ïîýòîìó äëÿ èçìåðåíèÿ åå òî÷íîñòè

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó ñðåäíèõ êâàäðàòîâ îøèáîê (ñ.ê.î.) îöåíêè ïàðàìåò-
ðà. Ó÷èòûâàÿ ñîñòîÿòåëüíîñòü �( )r , èç (20) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 2 è äîïóùåíèå 1. Òîã-
äà îöåíêîé ìàòðèöû ñ.ê.î. Ð-îöåíêè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè ñ íå÷åòêèìè îãðàíè÷å-

íèÿìè-íåðàâåíñòâàìè E r r{ }D D( ( ) )( ( ) )� � � �� � �0 0 , ãäå �( )r îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé (18), äëÿ êîíå÷íîãî r ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

s r2
1 1 1

1
2 2

1
1( ) ,H PH H D H H D H� �� � (22)

ãäå s r r T n2 2( ) | | ( )| | /( )� � �Y X� , H D X X A A D1
1� � � � �( ) ,r ìàòðèöà P îïðåäå-

ëåíà â äîïóùåíèè 2, H A b A A2
0� � � �r[ ]� .

Ñîîòíîøåíèå (22) — ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ìàòðèöû ñ.ê.î. Ð-îöåíêè: åå ïðåäåëîì

ïî âåðîÿòíîñòè áóäåò � 2 0 1( )P � , ò.å. ïðåäåëüíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè ì.í.ê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (22) ñðàçó âûòåêàåò èç (20). Åå ñîñòîÿòåëüíîñòü

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òðåõ ïðåäåëîâ:

lim ( ) , lim
T T

n
	�

�

	�

� �� � �H P D H H D O1
0 1 1

2 2
1 ,

p s r
r r r

T n T

T

T nT
lim ( )

( ) ( ) ( )
.

	�
�

� � �

�
�

�

�
�2 22U PU U Q D D

�

Íåñòàöèîíàðíàÿ ðåãðåññèÿ. Ðåãðåññèÿ èìååò âèä (1), åå ïàðàìåòð � 0 ��
nN

îöåíèâàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ (4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó äàííîé ðåãðåññèè ðàçíîñòü ìåæäó íåêîòîðûì ëèíåé-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì âåëè÷èíû ïàðàìåòðà íà èíòåðâàëå I i è åãî âåëè÷èíîé íà

èíòåðâàëå I i�1 äîñòàòî÷íî ìàëà è ñîñðåäîòî÷åíà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé çàäàí-

íîé òî÷êè bi
n�� . Èçëîæåííîå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê íå÷åòêîå îãðàíè÷å-

íèå-ðàâåíñòâî

� � �
i i i� � �

1
0 0Ô , i N� �1 1, , (23)

ãäå � �i i
n0 , �� , Ô — èçâåñòíàÿ ìàòðèöà ( )n n . Çäåñü � i , i N� �1 1, , — íå-

÷åòêèå ìíîãîìåðíûå âåëè÷èíû, ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðûõ êîíöåíòðè-

ðóþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê bi
n�� , i N� �1 1, . Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îáîá-

ùåíèåì ôîðìóëû (8), êîòîðîå èìååò âèä

� Bi i
i i i i ik

( ) exp
( ) ( )

�
� �

� �
� � ��

�


�

�
�

b b

2
, i N�1, , (24)

ãäå Bi — íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî �
n .
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Îãðàíè÷åíèå (23) ìîæíî çàïèñàòü êàê

� �a i i� �0 , i N� �1 1, , (25)

ãäå

� � �� � �a O Ô J Oi n i n n n N i n[ ],( ) ,( )1 1 , i N� �1 1, . (26)

Ðàâåíñòâî (25) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç n N( )�1 óðàâíåíèé, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðàâåíñòâà (7).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 1 ïðè

I ie ��, I Ne � �{ }1 1, ,� è çàìåíå bi íà bi , ÷òî äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà îöåíîê ïàðàìåòðà ðåãðåññèè O:

�O F( ) exp ( ( ))� �� � 2 , F
ki

i

N

i i2

1

1
2 2

2

1

2
( ) | | | | | | | |� � �� � � � �

�

�

� a b A b , (27)

ãäå ìàòðèöà A ñîñòîèò èç ñòðîê k i i�a , i N� �1 1, (ñì. (26)); b b� [ ]k i i ,

i N� �1 1, . Ïîýòîìó çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà ðåãðåññèè áóäåò

èìåòü âèä (11), ãäå F1 ( )� îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4), F2 ( )� — ôîðìóëîé (27).

Òîãäà P-îöåíêà ýòîãî ïàðàìåòðà — ðåøåíèå çàäà÷è (15), â êîòîðîé äëÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ñìûñë îáîçíà÷åíèé ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1),

(4), (26) è ïîÿñíåíèé ê ôîðìóëå (27) ñëåäóþùèé:

Y �
�

�

�
�

�

�

�
�

y

yT

1

� , �

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

1

�

N

, X

X O O

O X O

O O X

�

( )

( )

(

, ,

, ,

, ,

1

2
1 1

2 2

m n m n

m n m n

m n m nN N
N

�

�

� � � �

� )

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, ( )T nN ;

X

x

x
( )i

t

T

i

i

�

�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� , i N�1, ;

A

Ô J O O O

O Ô J O O

O O

�

�

�

k k

k k

n nn nn nn

nn n nn nn

nn nn

1 1

2 2

�

�

� � � � � �

O Ô Jnn N N nk k� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �1 1

, ( ( ) )n N nN�  1 ;

b
b

b

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

� �

�
k

k N N

N n
1 1

1 1

1
� �

( ) .

(28)

Â ôîðìóëå (28) T — äëèíà èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ, � i
n�� , i N�1, .

Ðåøåíèå çàäà÷è (15) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè (17), (18) â ñîîòâåòñòâèè

ñ îáîçíà÷åíèÿìè (28). Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå

äëÿ ñòàöèîíàðíîé ðåãðåññèè, ò.å. óòâåðæäåíèå 2 è ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû,

îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ðåãðåññèè.

Ñäåëàåì îäíî óòî÷íåíèå î òðåáîâàíèè ïîëíîãî ðàíãà ìàòðèöû M, ñôîðìó-

ëèðîâàííîì â óòâåðæäåíèè 2. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ íàëè÷èå ïîëíîãî ðàíãà ó ìàòðèöû X. Êàê ñëåäóåò èç áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ñòðóêòóðû X (ñì. (28)), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

m ni � , i N�1, ; ñòðîêè ïîäìàòðèö X, ò.å. ìàòðèö X( )i , ðàçìåðà m ni  , i N�1, ,

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì òðåáîâàíèåì, èñïîëüçóåìûì â ëèòåðàòó-

ðå, ïðè èññëåäîâàíèè ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè (1).

3. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ
ÏÐÈ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ñòàöèîíàðíàÿ ðåãðåññèÿ. Êàê è â ðàçä. 2, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðåãðåññèþ (3).

Åå ïàðàìåòð � 0 — äåòåðìèíèðîâàííûé âåêòîð îöåíèì ïî êðèòåðèþ (5). Â êà-

÷åñòâå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè èñïîëüçóåì m ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ îãðà-

íè÷åíèé-ðàâåíñòâ íà îöåíêè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè. Îíè èìåþò âèä (7), ãäå

I me � { }1, ,� , îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà äàííîé ðàáîòû, ïðà-

âóþ ÷àñòü îãðàíè÷åíèÿ � i áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîëîæèì

� �i i ib� � , ãäå bi — èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà, � i — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

E i{ }� � 0. Òîãäà ñ ó÷åòîì (7) ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé,

ôîðìàëèçóþùèå àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ:

bi i i� � �a � 0 � , i m�1, . (29)

Ïîëîæèì
~

[ ]b � bi , i m�1, ; � � �[ ]� �1� m . Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé â ðàçä. 2

ê ôîðìóëå (15) èìååì çàïèñü â âåêòîðíîì âèäå ñèñòåìû ðàâåíñòâ (29)

~ ~
b A� �� �0 , (30)

ãäå � 0 ��
n ,

~
A — ìàòðèöà ( )m n , ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê �a i , i m�1, .

Îòíîñèòåëüíî � ñäåëàåì ñëåäóþùåå äîïóùåíèå.

Äîïóùåíèå 3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò òàêèå õàðàêòåðèñòèêè:

E Em{ } { }� ��
�

� � � �O K, � 2 1, ãäå K — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Ïðè÷åì � è øóì � â ðåãðåññèè (3) — íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

ò.å. E mn{ }� �� �O .

Îáúåäèíèâ ìàòðè÷íóþ çàïèñü ìîäåëè (3) Y X� �� �0 ñ (30), ïîëó÷èì ñìå-

øàííóþ ðåãðåññèþ Òåéëà è Ãîëäáåðãåðà [3]

Y

b

X

A
~ ~
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � �

��
�

��
�

�

�
0 .

(31)

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà � 0 ì.í.ê. ñ ó÷åòîì äîïóùåíèé 1, 3 èìååò âèä

F
r

r( ) | | | | (
~ ~

) (
~ ~

) min, /� � � �
�

� � � � � � 	 �
1

2 2

2 2 2Y X b A K b A � � � 0. (32)

Åå ðåøåíèå:

� * (
~ ~

) (
~ ~

)� � � � � � ��X X A KA X Y A Kbr r1 . (33)

Îöåíêà � * — íàèëó÷øàÿ ëèíåéíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà � 0 . Åå êîâàðèàöè-

îííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

E r{ }( ) ( ) (
~ ~

)* * *� � � �� � � � � � � � �0 0 2 1C X X A KA� . (34)

Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, îñíîâûâàÿñü íà äîïóùåíèè 2, ÷òî � * — ñîñòîÿòåëü-

íàÿ îöåíêà.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïóùåíèÿ 2, 3, ìàòðèöà A èìååò ïîë-

íûé ðàíã, òî ðàçíîñòü � *C C� — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Çäåñü
� ( )C X X� � �� 2 1 — êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè ïàðàìåòðà, ïîëó÷åííîé ñ ïî-

ìîùüþ ì.í.ê., C* — êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè ïàðàìåòðà ñìåøàííîé ðåã-

ðåññèè.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 1 57



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî äîïóùåíèÿì 2, 3 ìàòðèöû X X� è K íåâûðîæäåí-

íûå. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó îá îáðàùåíèè ìàòðèö, ïîëó÷àåì èç (34) ïðè r � 0

(
~ ~

) ( ) ( )
~

[
~

( )X X A KA X X X X A K A X X� � � � � � � � � �� � � � � �r r1 1 1 1 1 1 1 1~
]

~
( )A A X X� �� � .

Èç äàííîãî âûðàæåíèÿ èìååì

� ( )
~

[
~

( )
~

]
~

( )*C C X X A K A X X A A X X� � � � � � � �� � � � � �� 2 1 1 1 1 1 1r .

Ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ, ÷òî çàâåð-

øàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ñìåøàííîé ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå äîñòà-

òî÷íî ïîëíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè: íåîáõîäèìî çíàòü äèñïåðñèþ øóìà � 2

â ðåãðåññèè (3) è �
�
2 1K� — êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó � â (30). Â [4] è ïîñëåäóþ-

ùèõ ðàáîòàõ íà ýòó òåìó ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî äèñïåðñèè � 2 èñïîëüçîâàòü åå

îöåíêó s2 , ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêå ì.í.ê. ��:

s
T n

2
2

�
�

�

| | � | |Y X �
. (35)

Ñìåøàííàÿ ðåãðåññèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îáúåäèíåíèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè è èñ-

õîäíûõ äàííûõ â âèäå ðåãðåññèè (31). Íî ýòî íå åäèíñòâåííûé ïóòü ó÷åòà àïðèîðíîé

èíôîðìàöèè âèäà (30). Åñëè
~
A J� n , ðàñïðåäåëåíèÿ � è � èçâåñòíû, òî îöåíêó ïàðà-

ìåòðà ðåãðåññèè � 0 ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ áàéåñîâñêèé ìåòîä. (Ïîäðîá-

íåå îá îñîáåííîñòÿõ òàêèõ ìîäåëåé èçëîæåíî â [16].) Íåäîñòàòîê ýòîãî ìåòîäà äëÿ åãî

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ î÷åâèäåí: íåîáõîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèÿ � è �.

Ïóñòü â (32) ìàòðèöà K äèàãîíàëüíàÿ, K � diag( , , , )k k km1 2 � , ãäå êîýôôè-

öèåíòû k i mi � �0 1, , , îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â âûðàæåíèÿõ (8) è (9). Èñïîëüçóÿ

îáîçíà÷åíèÿ (14), ïîëó÷àåì èç (33)

� * ( ) ( )� � � � � � ��X X A A X Y A br r1 . (36)

Ýòà îöåíêà ñîâïàäàåò ñ Ð-îöåíêîé (17), (18) ïàðàìåòðà ðåãðåññèè (3) ïðè

r � � �2 2/
�

. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû K îöåíêó ïàðàìåòðà ñìå-

øàííîé ðåãðåññèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé Ð-îöåíêè.

Íåñòàöèîíàðíàÿ ðåãðåññèÿ. Òàêàÿ ðåãðåññèÿ èìååò âèä (1). Ïàðàìåòð ðåã-

ðåññèè � 0 ��
nN îöåíèâàåòñÿ ïî êðèòåðèþ (4). Ñîãëàñíî ðàçä. 1 � 0 ñîñòîèò èç

ïîäâåêòîðîâ � i
n i N0 1� �� , , . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàêîí èçìåíåíèÿ ýòèõ ïîäâåê-

òîðîâ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì (23), ãäå � i
n�� , i N� �1 1, , — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ïîëîæèì � �i i i� �b , ãäå bi
n�� — èçâåñòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé âåê-

òîð, � i
n�� — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, E i n{ }� �O , E i i i{ }� �

�
� � � 2k , E i j nn{ }� �� �O ,

i j i j n� �, , ,1 . Çäåñü k i — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n n . Òîãäà èç (23) ïîëó÷èì

b Ôi i i i� � ��� � �
1

0 0 , i N� �1 1, . (37)

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ýòîãî âûðàæåíèÿ áóäåò èìåòü âèä (30), ãäå

~
, (b

b
b

b

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�

� �

�
1

2

1

1

2

1

� �

N N

n N�

�

�

�

�
1) ,
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~
A

Ô J O O O

O Ô J O O

O O O Ô J

�

�

�

�
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nn n nn nn

nn nn nn

�

�

� � � � � �

� n

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

. (38)

Çäåñü
~
A — ìàòðèöà ðàçìåðà ( ( ) )n N nN�  1 .

Îáúåäèíèâ ôîðìóëó (30), â êîòîðîé � 0 ��
nN ,

~
b, � è

~
A îïðåäåëåíû â (38),

ñ ðåãðåññèåé Y X� �� �0 , ñîîòâåòñòâóþùåé âûáîðî÷íûì äàííûì, ãäå Y X, îïðå-

äåëåíû â (28), � 0 ��
nN , ïîëó÷èì âûðàæåíèå (31). Â íåì ïàðàìåòð � 0 — ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà. Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ñìå-

øàííîé ðåãðåññèè [3], ãäå åå ïàðàìåòð ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíñòàíòîé, íà íåñòàöèî-

íàðíûé ñëó÷àé. Ïîýòîìó íàçîâåì ðàññìàòðèâàåìóþ ðåãðåññèþ íåñòàöèîíàðíîé

ñìåøàííîé. Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà òàêîé ðåãðåññèè, î÷åâèäíî, áóäåò èìåòü

âèä (32), ãäå K k k k� �diag( , , , )1 2 1� N — êâàäðàòíàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà ïîðÿäêà N �1 , à åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ (33).

Ïóñòü

k Ji i n ik k i N� � � �, , ,0 1 1. (39)

Ïîäñòàâèì â (33) ìàòðèöó K, ó êîòîðîé ïîäìàòðèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè

èìåþò âèä (39). Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ òàêîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî âûðàæå-

íèå (14), â êîòîðîì A — ìàòðèöà, ïðèâåäåííàÿ â (28). Ñëåäîâàòåëüíî, èç (33)

ñ ó÷åòîì (14) èìååì îöåíêó (36), â êîòîðîé Y X A b, , , îïðåäåëåíû â (28),

r � � �2 2/
�

. Ýòà îöåíêà ñîâïàäàåò äëÿ óêàçàííîãî r ñ Ð-îöåíêîé ïàðàìåòðà íåñòà-

öèîíàðíîé ðåãðåññèè ñ íå÷åòêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé (ñì. (17) è (18)).

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñìåøàííîé ðåãðåññèè, åñëè âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (39), íåñòàöèîíàðíàÿ ñìåøàííàÿ ðåãðåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì Ð-îöåíêè.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ â îáùåì ñëó÷àå. Îáîáùèì âûðàæå-

íèå äëÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîé äîïóñòèìîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå

ïàðàìåòðîâ (27), ïîëîæèâ

�O F( ) exp ( ( ))� �� � 2 , F2 ( ) (
~ ~

) (
~ ~

)� � �� � � �b A K b A , (40)

ãäå
~
b è

~
A ïðèâåäåíû â (38), ���

nN , K — ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðå-

äåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ñîãëàñíî (4), (12) è (40) ïðèìåò

âèä

F
r

r( ) | | | | (
~ ~

) (
~ ~

) min, ,� � � �� � � � � � 	 �
1

2 2
02Y X b A K b A

ãäå âåëè÷èíû Y X, , � çàäàíû â (28).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è � * (
~ ~

) (
~ ~

)� � � � � � ��X X A KA X Y A Kbr r1 ñîâïàäàåò ïðè

r � � �2 2/
�

ñ îöåíêîé ïàðàìåòðà íåñòàöèîíàðíîé ñìåøàííîé ðåãðåññèè (33), ÷òî

è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñìåøàííîé íåñòàöèîíàðíîé ðåãðåññèè � * , îïðåäåëÿåìàÿ

ôîðìóëîé (36), ñîñòîèò èç N ïîäâåêòîðîâ — îöåíîê � i
0 , i N�1, (ñì. (1)). Îáîçíà-

÷èì ýòè îöåíêè � i N| , i N�1, , ãäå i — èíäåêñ èíòåðâàëà I i (ñì. (1)), N — ÷èñëî

èíòåðâàëîâ âðåìåíè, ïî êîòîðûì îöåíåí âåêòîð � i
0 . Òàêèì îáðàçîì, â (36)

� � � �*
| | |[ ]� �1 2N N N N� . Îöåíêè � i N| , i N�1, , ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðè ðå-

øåíèè, íàïðèìåð, çàäà÷ ýêîíîìåòðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèíàìèêè èçìåíåíèÿ òîé

èëè èíîé õàðàêòåðèñòèêè ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîöåññà.
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Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ òåõ-

íîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, òðåáóåòñÿ çíàòü îöåíêó ïàðàìåòðà ìîäåëè (1) � i
0 äëÿ

òåêóùåãî i-ãî èíòåðâàëà âðåìåíè I i . Ýòà îöåíêà, êàê è ìîäåëü ðåãðåññèè, êîòî-

ðóþ îíà îïðåäåëÿåò (ñì. (1)), ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî ïåðèîäà âðåìåíè t I i� . Òà-

êóþ ìîäåëü ìîæíî íàçâàòü òåêóùåé: îíà èñïîëüçóåòñÿ â âûðàáîòêå óïðàâëÿþ-

ùèõ âîçäåéñòâèé äëÿ t I i� . Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèñòåìà óïðàâëå-

íèÿ îòñëåæèâàëà èçìåíåíèå ïàðàìåòðà ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè, à çíàíèå

ïðåäûñòîðèè, êàê â çàäà÷àõ ýêîíîìèêè, íåîáÿçàòåëüíî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, èìååò âèä

� � �1 1 2 2| | |, , , ,� �i i , (41)

ãäå � i i| — îöåíêà � i
0 ïî äàííûì m j

j

i

�
�

1

íàáëþäåíèé. Ðàññìîòðèì èòåðàòèâíîå

îïðåäåëåíèå óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê. Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì

ñìåøàííóþ íåñòàöèîíàðíóþ ðåãðåññèþ (31), èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1) è (37),

êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé

b Ô

x

i i i i

t t i t i

i N

y i N t I

� � � � �

� � � � � �

�� � �

�

1
0 0

0

1 1

1

, , ,

, , , [� t Ti i, ].

!
"
#

$#
(42)

Âûðàæåíèå (42) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìîäåëü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðî-

ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàåò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ

ðåãðåññèè (íåíàáëþäàåìûå âåëè÷èíû). Âûõîäîì ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû yt ,

t T�1, . Ðåãðåññîðû x t i i it I t T i N, [ , ], , ,� � �1 è ìàòðèöà Ô ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê

ïàðàìåòðû ñèñòåìû, à âåêòîðû bi i N, , ,� �1 1 — êàê âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî

âîçäåéñòâèÿ. Åñëè çàäàíû îöåíêà íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � i
0 è åãî êîâà-

ðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (41) ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå

ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîé ôèëüòðàöèè, èñïîëüçóÿ ôèëüòð Êàëìàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ôèëüòð Êàëìàíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ íåñòàöèîíàðíîé ñìåøàííîé ðåãðåññèè.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû òèïû ðåãðåññèè ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì (ðàçìåðíîñòü

íå çàâèñèò îò îáúåìà âûáîðêè) è ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì (ðàçìåðíîñòü çàâèñèò îò

îáúåìà âûáîðêè), èñõîäÿ èç ñïîñîáà çàäàíèÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè.

Ò à á ë è ö à 1

Ñïîñîá ôîðìàëèçàöèè
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè

Ðåãðåññèÿ

ñ ïîñòîÿííûì ïàðàìåòðîì ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì

Íå÷åòêèå
îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà

Äâóõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à
îöåíèâàíèÿ, ãäå âòîðîé êðèòåðèé

èìååò âèä (10) ïðè I e ��
—

Íå÷åòêèå
îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà

Îáîáùåííàÿ ãðåáíåâàÿ ðåãðåññèÿ
Îáîáùåííàÿ ãðåáíåâàÿ

ðåãðåññèÿ

Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå~ ~
b A� �� �0 ñ èçâåñòíûìè

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �

Ñìåøàííàÿ ðåãðåññèÿ

Ñìåøàííàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ
ðåãðåññèÿ (â ÷àñòíîñòè, ïðè
óñëîâèè çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà è åãî
êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû —

ôèëüòðà Êàëìàíà)

Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå~
b � �� �0 ñ èçâåñòíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû �

Áàéåñîâñêàÿ ðåãðåññèÿ Ôèëüòð Êàëìàíà
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4. ÃÈÁÐÈÄÍÀß ÐÅÃÐÅÑÑÈß

Îäíîýòàïíàÿ ãèáðèäíàÿ ðåãðåññèÿ. Â [17] ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ñìåøàííîé

ðåãðåññèè, íàçâàííîå âçâåøåííîé ñìåøàííîé ðåãðåññèåé, êîòîðîå äàåò ñëåäóþ-

ùóþ çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà ðåãðåññèè (â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ):

F
r

r( ) | | | | (
~ ~

) (
~ ~

) min,� � � �

�

� � � � � � 	 

1

2 22

2

2� �
Y X b A K b A 0 
 1 , (43)

ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ äîïóùåíèåì 3 �
�
2 1K� — êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû �, îïðåäåëåííîé â (30).

Â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ (43) â îòëè÷èå îò çàäà÷è (32) ìîæíî ðåãóëèðîâàòü

âêëàä àïðèîðíîé èíôîðìàöèè â âåëè÷èíó îöåíêè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè: ïðè r �1

îíà ìàêñèìàëüíà, ïðè r � 0 íå ó÷èòûâàåòñÿ. Âûáîð âåëè÷èíû r â [17] íå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ. Èñõîäÿ èç ìîäåëåé, îïèñàííûõ â ðàçä.1, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ìå-

òîä îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû r.

Çàäà÷ó (43) òðàêòóåì êàê ðåçóëüòàò ñâåðòêè â îäèí êðèòåðèé äâóõêðèòåðè-

àëüíîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ

F1 2

21

2
( ) | | | | min� �� � 	

�
Y X , F2 2

1

2
( ) (

~ ~
) (

~ ~
) min� � �

�

� � � � 	
�

b A K b A ,

0 
 
r 1 . (44)

Åñëè ìàòðèöà X â (43) èìååò ïîëíûé ðàíã, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1

Ð-îöåíêàìè ïàðàìåòðà ðåãðåññèè â çàäà÷å (44) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (43)

�
� �

( ) ( ( / )
~ ~

) ( ( / )
~ ~

)r r r� � � � � � ��X X A KA X Y A Kb� � � �2 2 1 2 2 , 0 
 
r 1 . (45)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îòðåçêîì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èñêîìàÿ âåëè-

÷èíà r r� * , îïðåäåëÿþùàÿ åäèíñòâåííóþ îöåíêó èç ìíîæåñòâà îöåíîê (43), áó-

äåò Z r r� [ , ]0 1 , ãäå r0 0� , r1 1� . Âåëè÷èíó r * íàéäåì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (19), â êîòîðîé f r F ri i( , ) ( ( ))*b � � , ãäå �( )r îïðåäåëåíî â (45). Òîãäà èç (45)

ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ îöåíêó, êîòîðóþ íàçîâåì ãèáðèäíîé:

� �
� �h r r r� � � � � � ��( ) ( ( / )

~ ~
) ( ( / )

~* * *X X A KA X Y A� � � �2 2 1 2 2 �Kb
~

) . (46)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ãèáðèäíîé îöåíêè âûáîð âåñà àïðèîðíîé

èíôîðìàöèè r * îñíîâûâàåòñÿ íà êîìïðîìèññå ìåæäó âêëàäîì âûáîðî÷íîé è àï-

ðèîðíîé èíôîðìàöèè â îöåíêó � h , îïðåäåëåííîì èñõîäÿ èç òðàêòîâêè çàäà÷è

îöåíèâàíèÿ êàê äâóõêðèòåðèàëüíîé ñ íå÷åòêèìè öåëÿìè îöåíèâàíèÿ. Ñòàòèñòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà îöåíêè (46) ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ [17], â ÷àñòíîñòè, îíà

ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé, êàê è P-îöåíêà.

Äâóõýòàïíàÿ ãèáðèäíàÿ ðåãðåññèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê ïàðàìåòðîâ

ñìåøàííîé ðåãðåññèè òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ:

â ñòîõàñòè÷åñêîì óðàâíåíèè (30) äîëæíû áûòü èçâåñòíû âåëè÷èíû
~
b è

~
A, à òàê-

æå çàäàíà êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà �.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèè íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ àïðèîðíîé íå÷åòêîé èí-

ôîðìàöèè ê òàêîé èíôîðìàöèè ìåíüøå òðåáîâàíèé: çíàíèå
~
b íåîáÿçàòåëüíî, òàê

êàê äàííûé âåêòîð ìîæåò áûòü íàéäåí ïî àëãîðèòìó [13] (ðàçä. 2). Êðîìå òîãî,

äëÿ çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîé âåëè÷èíû � i , i m�1, ,

â ôîðìóëå (8) äîñòàòî÷íî «ðàñïëûâ÷àòûõ» ñîîáðàæåíèé, íàïðèìåð, íå òðåáóåòñÿ

çíàíèÿ äèñïåðñèé êîìïîíåíò �. Îäíàêî îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè íå÷åòêîé

àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îöåíêà ïàðàìåòðà ðåãðåññèè — ñìåùåííàÿ, ìàòðèöà
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ñ.ê.î. çàâèñèò îò èñòèííîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ðåãðåññèè � 0 (ñì. (22)). Íóæíî

ïîëó÷èòü îöåíêó � 0 , èñïîëüçóþùóþ «íåòðåáîâàòåëüíîñòü» íå÷åòêîé àïðèîðíîé

èíôîðìàöèè, íî îáëàäàþùóþ «õîðîøèìè» ñâîéñòâàìè îöåíêè ñìåøàííîé ðåã-

ðåññèè. Âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ òàêîé îöåíêè ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ P-îöåíêè è

ñìåøàííîé îöåíêè, óñòàíîâëåííîãî â ðàçä. 3, ôîðìóëà (36), è ïîÿñíåíèÿ ê ýòîé

ôîðìóëå. Ïîñòðîèì òàêóþ îöåíêó â äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïîëó÷àåì P-îöåíêó �( )r , çàäàâàåìóþ âûðàæåíèÿìè (17), (18):

�( ) ( ) ( )r r r� � � � � � ��X X A A X Y A b1 , (47)

ãäå âåëè÷èíà b îïðåäåëÿåòñÿ ïî àëãîðèòìó èç [13], åñëè îíà íå çàäàíà.

Ïóñòü â (47)

r � � �2 2/
�

. (48)

Íà âòîðîì ýòàïå ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ (48) îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

òðàêòîâêè (47) êàê îöåíêè ïàðàìåòðà ñìåøàííîé ðåãðåññèè

Y
b

X
A K

�

��
�

��
� �

��
�

��
�
�

�
�

�

�
��

�

�

0
1 2/

, (49)

ãäå àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîãëàñíî (31) è (14) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

b A K� �� �0 1 2/ , E Em{ } { }� ��
�

� � � �O K, � 2 1, E mn{ }��� �O . (50)

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåì ïðåäëîæåííûé â [4] êðèòåðèé ïðî-

âåðêè ñîâìåñòèìîñòè àïðèîðíîé è âûáîðî÷íîé èíôîðìàöèè. Ñîãëàñíî [4] äëÿ

àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (50), ñîâìåñòèìîñòü åå ñ âûáî-

ðî÷íûìè äàííûìè ( )Y, X îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè

	 � �2 2 1 2 1 1( ) (
~ ~

� ) (
~

( )
~

) (
~ ~

� )r � � � � �� �� � �b A A X X A K b A� �
�

,

ãäå � ( )� � � ��X X X Y1 .

Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèÿ (14) è óñëîâèÿ (48) èìååì

	 �2 2 1 1 1( ) ( � ) ( ( ) ) ( � )r r m� � � � �� �� � �b A A X X A J b A� � . (51)

Êîãäà � �
�

~ O J ~ O KN Nn n m( , ), ( , )� �2 2 1� è âûïîëíÿåòñÿ äîïóùåíèå 3,

ñîãëàñíî [4] 	2 ( )r èìååò ðàñïðåäåëåíèå 	2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñëè

	 	2 2( ) ,r np
 (52)

ãäå 	np
2 — 100 p %-ÿ òî÷êà ðàñïðåäåëåíèÿ 	2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, âûáîðî÷-

íàÿ èíôîðìàöèÿ ñîâìåñòèìà ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé â âèäå b A� �� �0 .

Íàçîâåì îöåíêó � �h r r( ) ( )� , ãäå �( )r çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (47), ãèáðèäíîé

(h-îöåíêîé), åñëè äëÿ çàäàííîãî r � 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (52).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü: 1) ÷èñëî îãðàíè÷åíèé m n
 ; 2) çàäàíà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñ-

òè íå÷åòêîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ò.å. èçâåñòíû ìàòðè-

öû
~
A, K � diag( , , , )k k km1 2 � è âåêòîð

~
b; 3) ìàòðèöû X è A èìåþò ïîëíûé ðàíã;

4) P-îöåíêà �( )r ïàðàìåòðà ðåãðåññèè çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (47), (48); 5) âûïîëíÿåòñÿ

äîïóùåíèå 3 è � �
�

~ O J ~ O KN Nn n m( , ), ( , )� �2 2 1� ; 6) b A O� ��� m . Òîãäà íàé-

äåòñÿ òàêîå r1 0� , ÷òî äëÿ ëþáîãî r Z r� � [ , ]0 1 P-îöåíêó (47) ìîæíî òðàêòîâàòü

êàê îöåíêó ñìåøàííîé ðåãðåññèè (49) ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé â âèäå óðàâíå-

íèÿ (50), êîòîðàÿ íå ïðîòèâîðå÷èò âûáîðî÷íûì äàííûì, çàäàííûì ïàðîé ( )Y, X .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèé 1–5 òåîðåìû âûðàæåíèå (51) ñóùåñòâóåò

äëÿ r � 0 è èìååò ðàñïðåäåëåíèå 	2 äëÿ r � 0 ñîãëàñíî [4]. Èç óñëîâèé 1, 3 òàêæå

âûòåêàåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì r ôóíêöèÿ 	2 ( )r ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ îò âåëè-

÷èíû 	2 0 0( ) � äî 	 �2 2 1 1 0( ) ( � ) ( ( ) ) ( � )� � � � � � � �� �b A A X X A b A� � . Ïîëîæè-

òåëüíîñòü 	2 ( )� ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåí-

íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îò b A� ��, à òàêæå óñëîâèÿ 6.

Â ñèëó ìîíîòîííîãî ðîñòà 	2 ( )r âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå r1 0� , êîòîðîå ÿâëÿ-

åòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 	 	2 2( )r np� . Òîãäà äëÿ ëþáîãî r, 0 1
 �r r , áóäåò âûïîë-

íÿòüñÿ (52), òàê êàê 	2 ( )r — ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

×òîáû âû÷èñëèòü ñòàòèñòèêó (51), íåîáõîäèìî çíàòü � 2 — íåèçâåñòíóþ âå-

ëè÷èíó. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ [4], çàìåíèì â (48) è (51) � 2 íà åå ñîñòîÿòåëüíóþ îöåí-

êó s2 , ïîëó÷åííóþ ïî ôîðìóëå (35). Òîãäà ñîãëàñíî (48) èìååì îöåíêó �
�
2 ñ ó÷å-

òîì òîãî, ÷òî r — íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

� /�
�
2 2� s r, (53)

à èç (51) ïîëó÷èì � ( ) ( � ) ( ( ) ) ( � )	2 2 1 1 1r s r m� � � � �� �� � �b A A X X A J b A� � . Ðàñïðå-

äåëåíèå � ( )	2 r áóäåò áëèçêî ê 	2 ( )r ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì T . Ïîýòîìó

âìåñòî (52) ìîæíî ïðîâåðÿòü óñëîâèå � ( )	 	2 2r p
 . Åãî âûïîëíåíèå îçíà÷àåò,

÷òî ðåãðåññèÿ (3), ó êîòîðîé îöåíêà äèñïåðñèè øóìà s2 , ñîâìåñòèìà ñ àïðè-

îðíîé èíôîðìàöèåé â âèäå b A� �� �0 , åñëè îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-

öû � ðàâíà ��
�
2 1K� .

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãèáðèäíîé îöåíêè, î÷åâèäíî, òàêèå æå, êàê è ñìå-

øàííîé îöåíêè: � h r( ) — íàèëó÷øàÿ ëèíåéíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà � 0 , äëÿ êî-

òîðîé âåðíî óòâåðæäåíèå 3. Îöåíêó êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû � h r( ) ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ïî ôîðìóëå (34), çàìåíèâ â íåé � 2 íà s2 .

Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó ìíîæåñòâî îöåíîê � h r( ) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (47),

ãäå r r�[ , ]0 1 , r1 0� , îïðåäåëÿåòñÿ ïî òåîðåìå 5. Ýòî ìíîæåñòâî àññîöèèðóåòñÿ

ñ âûòåêàþùèì èç ôîðìóëû (1) ìíîæåñòâîì ðåãðåññèé

� ( )y rt t t� �x A , A t hir r( ) ( )� � , t I t T i Ni i i� � �[ , ], ,1 , r r�[ , ]0 1 , (54)

ãäå �yt — îöåíêà yt , �
hi

r( ) — i-é ïîäâåêòîð �
h

r( ) .

Âûáîð åäèíñòâåííîé ìîäåëè èç (54) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ íåêîòîðîãî çíà-

÷åíèÿ r r� * , êîòîðîå çàäàåò åäèíñòâåííóþ ãèáðèäíóþ îöåíêó � h r( )* . Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ � h r( )* ðóêîâîäñòâóåìñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

1. Íàéòè íà îñíîâå ïðèíöèïà Áåëëìàíà–Çàäå ïî àëãîðèòìó èç ðàçä. 2 âåëè-

÷èíó r * , îïðåäåëÿþùóþ P-îöåíêó �( )*r , çàäàííóþ ôîðìóëîé (47) äëÿ r r� * .

2. Âû÷èñëèòü r1 0� — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ � ( )	 	2 2r p� .

3. Åñëè íàéäåííàÿ âåëè÷èíà r r* [ , ]� 0 1 , òî èñêîìàÿ îöåíêà � �h r r( ) ( )* *� .

Òîãäà ñîãëàñíî (53) � / *�
�
2 2� s r . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — ïåðåõîä ê øàãó 4.

4. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ïåðâûé — ïîëîæèòü r r* � 1, ãäå r1 îïðåäåëåíî íà

øàãå 2; âòîðîé — ñîãëàñíî àëãîðèòìó èç ðàçä. 2 íàéòè âåëè÷èíó r * , èñõîäÿ èç
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òîãî, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò îòðåçêó ÊÊ Z r r� [ , ]0 1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì P-îöåí-

êó �( )*r , êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ãèáðèäíîé îöåíêîé � h r( )* . Ïðè÷åì òàê

æå, êàê íà øàãå 3, ñîãëàñíî (53) � / *�
�
2 2� s r .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ïðîöåäóðà íå âñåãäà ïîçâîëÿåò íàéòè òàêóþ

Ð-îöåíêó, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü òàêæå êàê ñìåøàííóþ îöåíêó. Åñëè âåëè-

÷èíà r1 — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ � ( )	 	2 2r p� — ìàëà, òî âëèÿíèå àïðèîðíîé èíôîð-

ìàöèè íà îöåíêó ïàðàìåòðà ðåãðåññèè áóäåò íåçíà÷èòåëüíûì, ÷òî, âîçìîæíî,

ïðèâåäåò ê ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, íå óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì åå ðàçðà-

áîò÷èêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü Ð-îöåíêó, èìåþùóþ ñìåùåíèå.

Åå ìàòðèöà ñðåäíèõ êâàäðàòîâ îøèáîê ïðèâåäåíà â ðàçä. 2.

Â ðàáîòå îïèñàíà êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ ó÷åòà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè â ðåã-

ðåññèîííîì àíàëèçå. Íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ìå-

òîäà ñìåøàííîé ðåãðåññèè è ââåäåí íîâûé êëàññ îöåíîê, íàçâàííûõ ãèáðèäíûìè.
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