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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áûñòðî ðàçâèâàþòñÿ òåîðèÿ è ìåòîäû äèñêðåòíîé

è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, ÷òî îáóñëîâëåíî íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷åíèÿ

ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (â ÷àñòíîñòè, [1–10]). Øèðîêèé êëàññ çàäà÷ åâêëè-

äîâîé êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ñîñòàâëÿþò çàäà÷è óñëîâíîé ïîëíîñòüþ

êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ è èõ îòäåëü-

íûõ ïîñòàíîâîê [4–10] ïîëó÷èëè ðàçâèòèå êàê òî÷íûå, òàê è ïðèáëèæåííûå

ìåòîäû. Ïðè ýòîì àëãîðèòì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö èñïîëüçóåòñÿ êàê â ñõå-

ìàõ òî÷íûõ ìåòîäîâ [11, 12], òàê è â ñõåìàõ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé íàçâàííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ [13–16].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ðàñøèðèòü äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè íà

ïåðåñòàíîâêàõ ìåòîäèêó îöåíèâàíèÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ â ìåòîäå âåòâåé è

ãðàíèö èç [11, 12] è îáîñíîâàòü ïîäõîä ê âåòâëåíèþ è îòñå÷åíèþ â ýòîì ìåòîäå

äîïóñòèìûõ ïîäìíîæåñòâ â óñëîâíûõ ëèíåéíûõ ïîëíîñòüþ êîìáèíàòîðíûõ

çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì óñëîâíóþ ëèíåéíóþ ïîëíîñòüþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçà-

öèè íà ïåðåñòàíîâêàõ [4], ò.å. çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïàðû C x x( *), * :
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, i l l m= +1, +2� �� ;
(4)

x x x E Gk kn� � � �( ) ( )1 � , (5)

ãäå E Gkn ( ) — ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç äåéñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìóëü-

òèìíîæåñòâà G g gk� � �{ }1 � , â êîòîðûõ n ýëåìåíòîâ ðàçíûå; a b cij j j, , —

çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ â çàäà÷å èíäåêñîâ i è j ,

à k, m, n — çàäàííûå íàòóðàëüíûå ïîñòîÿííûå, n k� , l — öåëàÿ êîíñòàíòà,

0 � �l m .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 2 121

© Î.À. Åìåö, Å.Ì. Åìåö, Ò.À. Ïàðô¸íîâà, Ò.Â. ×èëèêèíà, 2013



Ðåøàÿ çàäà÷ó (1)–(5) ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö (ÌÂÃ), íåîáõîäèìî äàâàòü îöåí-

êó äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ Di , i , p� � �1 2 � , íà êîòîðûå ðàçáèòî ïîäìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé D , ò.å. ìíîæåñòâ Di , èìåþùèõ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

D D D Dp1 2� � � �� ; (6)

D i Ji p�	 
 � ; (7)

D Di j� �	 
 �i j ; i j J p, � . (8)

Çäåñü è äàëåå J , pp � � �{ }1 2 � îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïåðâûõ p íàòóðàëüíûõ

÷èñåë.

Âàæíî îïðåäåëèòü, êàêîå èç ïîäìíîæåñòâ Di óäîâëåòâîðÿåò (3)–(5) ïðè âû-

áðàííîì âåòâëåíèè, ïîýòîìó óñëîâèå (7) ìîæåò ïðîâåðÿòüñÿ â ïðîöåññå âåòâëå-

íèÿ èëè îòñå÷åíèÿ.

Êàê èçâåñòíî [17, 18], â çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö

F x F x
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, (9)

x F x
x R k

* min ( )�
�

arg (10)

ïðè óñëîâèè

x D R k� � , (11)

ãäå F x( ): R Rk F
 1, îöåíêîé äëÿ ìíîæåñòâà Di ìîæåò áûòü ÷èñëî � i R� 1, êî-

òîðîå èìååò ñâîéñòâî � i F x� ( ) 
 �x Di , 
 �i J p .

ÂÅÒÂËÅÍÈÅ È ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ Â ÌÂÃ ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÉ ÓÑËÎÂÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÀÕ

Ðàññìîòðèì ïîäõîä ê âåòâëåíèþ è îöåíèâàíèþ â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö â çà-

äà÷å (1)–(5). Â óñëîâèè (5) x x xk� � �( )1 � ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë (âîîá-

ùå ãîâîðÿ, äåéñòâèòåëüíûõ) g gk1� �� . Ïóñòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

g g gk1 2� � �� . (12)

Ìíîæåñòâî D ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê x R k� , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì (3)–(5). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå Di , i Jk� , ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
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åñëè îíî íå ïóñòîå.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ Dt
� è Ds

� â ïðåäñòàâëåíèè (13) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (8),
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Ìíîæåñòâî D
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1�
âèäà (13), åñëè îíî ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ýëåìåíòà,

ìîæíî ðàçâåòâèòü íà ïîäìíîæåñòâà D
i t1

1 2� �
, t Jk� �1:
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Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè r k� �1 (ò.å. íà k-ì óðîâíå ðàçáèåíèÿ) îáðàçó-

þòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà.

Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòèìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ìóëüòèìíîæåñòâà A

è åãî ïîäìóëüòèìíîæåñòâà B (îáîçíà÷àåì C A B� � , ãäå B A� ), åñëè îñíîâó

S Ñ( ) ñîñòàâëÿåò

S C x x A( ) |� �{ , åñëè k x k xA B( ) ( )� } ;

ïðè ýòîì êðàòíîñòü ýëåìåíòà â ìóëüòèìíîæåñòâå C îïðåäåëÿåòñÿ êàê

k x k x k xC A B( ) ( ) ( )� � .
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Ïóñòü êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè óïîðÿäî÷åíû òàê: c c
p� �1
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� .
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íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî óïîðÿäî÷åíèå g g gk1 2� � �� .

Êàê èçâåñòíî [4, òåîðåìà 3.1],
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ãäå E Gk� ( ) — ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà G ,
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Îòìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû (16), êîòîðàÿ äàåò ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå
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åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ci � 0 è g j � 0 èëè ñi � 0 è g j � 0 
 �i Jk \

\ {� �1� �� r } ; j J i ik r� � �\ { 1 � } .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî (18) è íåðàâåíñòâî (19).
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~
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Îáîçíà÷èì C c c ck� � �{ 1 2, }� , C c c cB r
� � �{ }� � �1 2

, � ,
~
C C CB� � �{~ , ~ ,...c ci i1 2

... , ~cis
}, ïðè÷åì, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü

~ ~ ~c c ci i i s1 2
� � �� . (22)

Òåîðåìà 3. Îöåíêîé ìíîæåñòâà D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
èç (15) â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö

ìîæåò áûòü âåëè÷èíà

�
� � �

i i ir

r

1 2

1 2

�

�
= �

� � �

i i i i i

j

s

r

r

j j
ñ g

1 2

1 2

1
�

� �
�
� ~ ~ , (23)

ãäå s k r� � ; ~ci j
è ~gij

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (22) è (21) ñîîòâåòñòâåííî,

âåëè÷èíà �
� � �

i i ir

r

1 2

1 2

�

�
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (20).

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 3. Ïðè âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû (20) äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

â (23) íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ òåîðåìû 2: c gi j � 0 èëè ci � 0 , g j � 0


 � � � �i J j J i ik r k r\ ( ); \ ( , ..., )� �1 1� .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âåëè÷èíà (23) ÿâ-

ëÿåòñÿ îöåíêîé äëÿ D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
, íóæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå:

�
� � � � � �

i i i j j

j

k

k i i ir

r

r

c x x x D
1 2

1 2

1 2

1 2

1

1�

�

�

�
�� 
 � � �

�
� ( ) r . (24)

Ïîäñòàâèâ â (24) âûðàæåíèÿ èç (20) è (23), ïîëó÷èì

ñ g ñ g ñ x
j j j ji

j

r

i i

j

s

j j

j

k

�
� � �
� � �� �

1 1 1

~ ~ . (25)

Èç ôîðìóë (15) èìååì x g
j ji� � 
 �j J r , 
 �( , ..., )x x Dk i i ir

r
1

1 2

1 2

�

�� � �
, ò.å. ïðàâàÿ

÷àñòü (25) ñîäåðæèò ïåðâóþ ñóììó èç ëåâîé ÷àñòè (25), ýòè ñóììû âçàèìíî

óíè÷òîæàþòñÿ. Èç (25) â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

~ ~

\{

ñ g ñ xi i

j

s

j j

j J
j j

k r� � � �
� ��

1 1� �� }

. (26)

Êîîðäèíàòû x j èç (26), îáúåäèíåííûå â âåêòîð ~ ( , ..., )x x xj js
�

1
, ÿâëÿþòñÿ íå-

êîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà
~
G , ò.å. ~ (

~
)x E G� , ãäå

E G(
~

) — ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê.
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Êàê èçâåñòíî [4],

min ~ ~
~ (

~
) \{ , ...,x E G

j j

j J

i i

j

s

ñ x ñ g

k r

j j
� � �

� ��
� �1 1}

, (27)

÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà è äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (26), à ñëåäî-

âàòåëüíî, è (23). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíó (20) â âûðàæåíèè (23) ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: � �
� � � � � �

�i i i i i i i
r

r

r

r

r r
c g

1 2

1 2

1 2 1

1 2 1

�

�

�

�� �
�

� .

ÍÎÂÛÅ ÏÐÀÂÈËÀ ÎÒÑÅ×ÅÍÈß

Ðàññìîòðèì ïðåäëàãàåìóþ ìåòîäèêó îòñå÷åíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíûì ïðàâèëîì îòñå÷åíèÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ Di äî-

ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà D â ÌÂÃ (ñì., íàïðèìåð [17, 18]) ÿâëÿåòñÿ îòñå÷åíèå ïðè

âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà � � � �F F F x x D0 0 0 0, ( ), , ãäå � —îöåíêà õàðàêòåðè-

çóåìîãî ïîäìíîæåñòâà Di , êîòîðàÿ íå ìåíüøå òåêóùåãî ðåêîðäà ìèíèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè F0 .

Ïóñòü çàäà÷à (1)–(5) èìååò îãðàíè÷åíèÿ âèäà

� �
�

j i

j

k

x
j

�
� �

1

0 ; (28)

� �
�

j i

j

k

x
j

�
� �

1

0 ; (29)

� �
�

j i

j

k

x
j

�
� �

1

0 , (30)

ãäå � j � 0, � j � 0, � j � 0 ; k k� � ; k k� � ; k k� � , è ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âåòâåé

è ãðàíèö, êîòîðûì îáðàçîâàíî ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
.

Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (21), à òàêæå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� � � � �
� � �1 2 10� � � � � � ��� �s s k , s J

k� � 0 , (31)

� � � �
� � �1 10� � � � � ��� �s s k , s J

k� � 0 , (32)

� � � �
� � �1 0

1
� � � � � �

�
� �s s k , s � � J

k
0 , (33)

ãäå ìóëüòèìíîæåñòâà A k� {� �
�1, ..., } è A k� � �{ }� �

�1 � ; B k� � �{ }� �
�1 �

è B k� � �{ }� �
�1 � ; �{ }� �

�1� �� k è � � � �{ }� �
�1 � k ïîïàðíî ðàâíû: A A� ,

B B� , � �� , à J J
k k
0 0� �{ } .

Òåîðåìà 4. Åñëè

� � �0 � �[ ; ]min max

� �
� �

�

�
� � � � � �

� � �
�

� �

� �

j i

j

s

s i

j

k s

j i

j

s

g g g
j s r j s j

~ ~ ; ~

1 1 1
1

�

� �

� �

�� ��
�

�
�
�

�

�
 
 

� � �
�

�

s j i j

j

k s

g
r

~
1

1

, (34)

ãäå r k s� � �� � ;

� �0 ! min ; (35)
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èëè åñëè

� � �0 � �[ ; ]min max

� �
� �

�

�
� � � � � �

� � �
�

�
�

� �

j i

j

s

s i

j

k s

j i

j

s

g g g
j s r j s j

~ ~ ; ~

1 1 1
1

�

� �

� �

�� ��
�

�

�
�

�

�

 
 

� � �
�

�

s j i j

j

k s

g
r

~
1

1

, (36)

ãäå r k s� � �� � ;

� �0 � max ; (37)

èëè åñëè

� � �0 � �[ ; ]min max

� � �
�

�
�

�� �� � � �
� � � �

�

�

�

�j i

j

s

s j i j i

j

s

s jg g g
j s r j s j

~ ~ ; ~

1 1
1

~gi j

j

k s

j

k s

r�

� �� �

� �
�

�

�

�

��
�

�

�
�

�

�

 
 

1

11

, (38)

ãäå r k s� � �� � , òî ìíîæåñòâî D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1 èç [4], ñîãëàñíî êî-

òîðîé íàõîäÿòñÿ ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû ëåâûõ ÷àñòåé (28)–(30) ñîîòâåòñòâåííî

íà ìíîæåñòâàõ ðàçìåùåíèé ïî k k k� � �, , ýëåìåíòîâ èç ìóëüòèìíîæåñòâà
~

{~ , ~ ~ }G g g gi i is
� � �

1 2
� ïðè óñëîâèè (21) è óñëîâèÿõ (31)–(33). Ëåâûìè êîíöàìè

â èíòåðâàëàõ, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â (34), (36), (38), ÿâëÿþòñÿ íàéäåííûå òàêèì

îáðàçîì ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìóìû, à ïðàâûìè êîíöàìè ýòèõ èíòåðâàëîâ —

ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìóìû.

Âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé (35), (37), (38) îçíà÷àåò, ÷òî íè íà îäíîì èç

íàáîðîâ ïåðåìåííûõ, åùå íå îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
, ñîîòâåòñòâóþùåå èç îãðàíè÷åíèé (28)–(30) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.

D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � � �	 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 4. Åñëè ðàâåíñòâî (30) ïðåâðàùàåòñÿ â xi � � 0 , íåðà-

âåíñòâî (29) — â xi � � 0 , à (28) — â xi � � 0 , òî ñëåäóåò ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâà-

íèå ýëåìåíòîâ x g Gi j� �
~

, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåìó îãðàíè÷åíèþ

(28)–(30) â òàêîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 4 îïðåäåëÿåò îäíî èç âîçìîæíûõ ïðàâèë îòñå÷åíèÿ âåðøèí (íàçî-

âåì åãî ïðàâèëîì îòñå÷åíèÿ 1), î êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 2. Åñëè ïðè ïðîâåðêå îãðàíè÷åíèé âèäà (28)–(30) äëÿ ïîä-

ìíîæåñòâà D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
ïåðåìåííîé x j âîçìîæíî ïðèíÿòü òîëüêî çíà÷åíèå g Gt �

~
,

òîãäà ïîäìíîæåñòâî âåòâèòñÿ îäíîçíà÷íî äî D
i i i t

j

r

r

1 2

1 2

�

�� � �
. Âñå îñòàëüíûå åùå íå ðàñ-

ñìîòðåííûå ïîäìíîæåñòâà D
i i ir

r

1 2

1 2 1

1�

�

�
�� � �

, ãäå � r rj i t� �� �1 1; îòñåêàþòñÿ êàê ïóñòûå.

Ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 3. Åñëè ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû 4 ïîëó÷åíî

� �0 � min èëè � �0 � max , èëè � �0 � min , èëè � �0 � max , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïîäìíîæåñòâî D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
âåòâèòñÿ äî îäíîýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà, â êîòîðîì íå

íàéäåííûå åùå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè, â êî-

òîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (28)–(30) ñîîòâåòñòâåííî. Âñå îñòàëüíûå ïîäìíî-

æåñòâà áîëåå íèçêèõ óðîâíåé, ÷åì óðîâåíü ìíîæåñòâà D
i i ir

r

1 2

1 2

�

�� � �
, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

åãî ïîäìíîæåñòâàìè è åùå íå ïðîàíàëèçèðîâàíû, îòñåêàþòñÿ êàê ïóñòûå.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 2 127



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÎÖÅÍÊÈ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÀ Â ÌÂÃ,
ÓÂÅËÈ×ÈÂÀÞÙÅÉ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ ÂÅÒÂËÅÍÈß È ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà è èëëþñòðàöèè (ñì. ðèñ. 1–3) åãî ðåøåíèÿ, îöåíêè äî-

ïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà óâåëè÷èâàþòñÿ (íå óìåíüøàþòñÿ) ïðè äâèæåíèè ïî

ñõåìå âíèç íà îäíîì óðîâíå, êîòîðûé èìååòñÿ â îäíîì ïîäìíîæåñòâå, ëèáî

âïðàâî èëè âïðàâî è âíèç: îò êîðíÿ äåðåâà D ê «ëèñòüÿì» ïî âåòâÿì. Ñëó÷àé-

íî ëè ýòî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâó-

åò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà G âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå (12), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè — óïîðÿäî÷åííîñòü

c c c
k� � �1 2

� � �� , (39)

à äîïóñòèìûå ïîäìíîæåñòâà D
i i iq

r

1 2

1 2

�

�� � �
(q j ir�{ }, ), D

i i i i ir r r

r r r

1 2 1

1 2 1

� �

� �

� �

� �

	

	� � � � �
çàäà÷è

(1)–(5) â ÌÂÃ îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (13)–(15), òî ìåæäó èõ îöåíêàìè ñóùåñ-

òâóþò ñîîòíîøåíèÿ

� �
� � � � � � � �

	

	

i i i i i i i ir

r

r r r

r r r

1 2

1 2

1 2 1

1 2 1

�

�

� �

� �
�

� �

� � , r k� �	 
 � �r Jk 1 , 
 � �	 J
k 1
0 ; (40)

� �
� � � � � � �

i i i i i i jr

r

r

r r

1 2

1 2

1 2 1

1 2 1

�

�

�

��
�

� , r Jk� �1 , j i ir k� �{ }1, ..., . (41)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ôîðìóë âèäà (20),

(23), (27), êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ê ëåâûì è ïðàâûì ÷àñòÿì ñîîòíîøå-

íèé (40), (41).

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ïîçâîëÿåò íå ðàññìàòðèâàòü (îòñåêàòü) ïîäìíîæåñòâà,

îöåíêè äëÿ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (40), (41), åñëè åñòü ïîäìíîæåñò-

âî ñ îöåíêîé �
� � �

i i ir

r F
1 2

1 2
0�

� � . Ïðè ýòîì � �1, ..., r îïðåäåëÿþò â ñîîòâåòñòâèè

ñ (39), à gij
ïðè ôîðìèðîâàíèè ïîäìíîæåñòâ ñîãëàñíî (15) âûáèðàþò â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïîðÿäêîì (12), èñïîëüçóÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ î÷åðåäíîé êîîðäèíàòû èç G

ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì (â ñîîòâåòñòâèè ñ (12)) âîçìîæíûì íîìåðîì.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Ïðèìåð. Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè 2 4 51 2 4 5x x x x� � � ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

1) x x x1 2 42 7� � � � ;
2) x x x1 2 32 3 10� � � ;
3) x x x x1 3 4 52 2� � � � ;
4) ( , , , , ) ( )x x x x x E G1 2 3 4 5 55� , ãäå G � �{ }2 1 0 3 5, , , , .

Ïðè âåòâëåíèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåì òîò ïîðÿäîê ïåðå-

ìåííûõ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òàêîé óïîðÿäî÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé

ôóíêöèè: c c c
k� � �1 2

� � �� . Èìååì óïîðÿäî÷åííîñòü c c5 15 2� � � � c4 1� �

� � � � �c c3 20 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â äåðåâå

âûáåðåì òàê: x x x x x5 1 4 3 2, , , , , a ïîðÿäîê èñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé

ïåðåìåííûõ èç G îïðåäåëèì ñîãëàñíî (12), ò.å. g1 2� � ; g2 0� ; g3 1� ; g4 3� ;

g5 5� .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïåðâîé âåðøèíû äåðåâà x5 2� � ; îáðàçóåì D
1
5 ; ïîëó÷àåì

~
C � {2, 1, 0,� 4},

~
G � {0, 1, 3, 5}. Îïðåäåëèì îöåíêó �

1
5 � " � � " �5 2 2 0( ) (

� " � " � � " �1 1 0 3 4 5( ) ) � � � � �10 1 20 29. Äåðåâî âåòâëåíèÿ ñ îöåíêàìè âåðøèí è

çíà÷åíèÿìè öåëåâûõ ôóíêöèé ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1–3.
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Ïðîâåðèì äëÿ D
1
5 òåîðåìó 4. Èìååì îãðàíè÷åíèÿ:

1) x x x1 2 42 7� � � � ;
2) x x x1 2 32 3 10� � � ;
3) x x x1 3 42 0� � � .

Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ òåîðåìû 4:

1) � min �
� � � �

�
min ( )

( , , ) (
~

)x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42

� " � " � � " � �2 0 1 1 4 5 19( ) ,
� max �
� � � �

�
max ( )

( , , ) (
~

)x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42

� " � " � � " �2 5 1 3 4 0 13( ) ,

� 0 7 19 13� � � �[ ; ];

� � �0 �[ ; ];min max

2) �min �
� � � �

�
min ( )

( , , ) (
~

)x x x E G

x x x
1 2 3 44

3
1 2 32 3

� " � " � � " � �3 0 1 1 2 5 9( ) ,
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� �0 10 9� � � �min ; ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî

D
1
5 �	 ;

3) �max
( , , ) (

~
)

max ( )� � � � " � " � "
�x x x E G

x x x
1 3 4 44

3
1 3 42 2 5 1 3 1 1�14, � �0 0 14� ! � max ;

ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî D
1
5 �	 .

Âåòâèì íà ïåðâîì óðîâíå «âãëóáü», ò.å. x1 0� , èìååì D
12
51 ,

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{1, 3, 5}. Îïðåäåëÿåì îöåíêó �

12
51 5 2 2 0 1 1 0 3 4 5 29� " � � " � " � " � � " � �( ) ( ( ) ) .

Îãðàíè÷åíèÿ ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä: 2 72 4x x� � � ; � � �2 3 102 3x x ;

2 03 4x x� � . Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 4: � min
( , ) (

~
)

min ( )� � � " � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 1 1 5 32 4 ;

� � !7 0� � min ; ñëåäîâàòåëüíî, � � �0 �[ ; ]min max ; D
12
51 �	 .
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Âåòâèì íà âòîðîì óðîâíå «âøèðü»,

ò.å. x1 1� ; îáðàçóåì D
13
51 ;

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{0, 3, 5}. Îïðåäåëÿåì îöåíêó �

13
51 �

� " � �5 2( ) 2 1 1 0 0 3" � " � " �( ( ) )� " � �4 5 28.

Ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D
13
51:

1 2 82 4) x x� � � ;

2) � � �2 3 02 3x x ;

3 2 13 4) x x� � � .

Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 4:

� min
( , ) (

~
)

min ( )� � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 4

� " � " � �2 0 1 5 5 ;

� �8 0� , � � �min min,� � !5 0 ;

çíà÷èò, âûïîëíåíî óñëîâèå (38); ñëå-

äîâàòåëüíî, D
13
51 �	 .

Âåòâèì íà âòîðîì óðîâíå «âøèðü»,

çàäàâ x1 3� , îáðàçóåì D
14
51;

~
C �{1,

0, – 4},
~
G �{0, 1, 5}. Îïðåäåëÿåì �

14
51 �

� � " � " � " � � " � �10 2 3 1 0 0 1 4 5 24( ( ) ) . Äëÿ D
14
51 îãðàíè÷åíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä:

1 2 102 4) x x� � � ; 2) � � �2 3 72 3x x ; 3 2 33 4) x x� � � . Ïðèìåíèì òåîðåìó 4:
� min

( , ) (
~

)
min ( ) ;� � � " � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 0 1 5 52 4 � �0 10 5� � ! � �min ; ñëåäîâàòåëü-

íî, ñîãëàñíî (38) D
14
51 �	 .

Âåòâèì «âøèðü», çàäàâ x1 5� ; îáðàçóåì ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî D
14
51 ýòîãî

óðîâíÿ èç D
1
5 (ïîñêîëüêó âûáèðàåì g gk � �5 5);

~
{ , , }C � �1 0 4 ,

~
G � {0, 1, 3}.

Îïðåäåëÿåì îöåíêó: �
15
51 10 2 5 1 0 0 1 4 3 12� � � " � " � " � � " � �( ( ) ) . Äëÿ D

15
51 îãðàíè÷å-

íèÿ çàäà÷è ïðèîáðåòàþò âèä:1 2 122 4) x x� � � ; 2) � � �2 3 52 3x x ; 3) 2 53 4x x� � � .

Ïðèìåíèì òåîðåìó 4: � min
( , ) (

~
)

min ( )� � � " � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 0 1 3 32 4 ; � 0 12� � !

! � �3 � min . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (38) D
15
51 �	 .

Âîçâðàùàåìñÿ íà ïåðâûé óðîâåíü è ïðîäîëæàåì åãî âåòâèòü «âøèðü», îáðà-

çóÿ D
2
5 , ïîëîæèâ x g1 20� � . Îáðàçóåì

~
C �{2, 1, 0, �4},

~
{ , , , }G � �2 1 3 5 . Îïðåäå-

ëÿåì îöåíêó: �
2
5 5 0 2 2� " � " � �( ( ) 1 1 0 3 4 5 23" � " � � " � �( ) ) .

Äëÿ D
2
5 îãðàíè÷åíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä: 1) x x x1 2 42 7� � � � ;

2 2 3 101 2 3) x x x� � � ; 3 2 21 3 4) x x x� � � . Ïðîâåðèì òåîðåìó 4:

1) � min
( , , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � � " � � " �
�x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42 2 2 1 1 ( )� " � �1 5 8 ,

� max
( , , ) (

~
)

max ( )� � � �
�x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42 2 5 1 3 1 2 15" � " � � " � �( ) ( ) ;

� � � �7 8 150� [ ; ] ;

2) �min
( , , ) (

~
)

min ( ) (� � � � " � " � �
�x x x E G

x x x
1 2 3 44

3
1 2 32 3 3 1 1 3 2 5 4)" � � ;

� �0 10� � min ;
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3) �max
( , , ) (

~
)

max ( )� � � � " � " � "
�x x x E G

x x x
1 3 4 44

3
1 3 42 2 5 1 3 1 1�14; � �0 2 14� ! � max .

Ñëåäîâàòåëüíî, íè ïî îäíîìó îãðàíè÷åíèþ íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî

âåðøèíà D
2
5 �	 . Çíà÷èò, åå ìîæíî âåòâèòü.

Âåòâèì «âãëóáü», îáðàçóåì D
21
51 , çàäàâ x1 2� � . Èìååì

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{1, 3, 5}. Íàéäåì �

21
51 0 2 2 1 1 0 3 4 5 23� � " � � " � " � � " � �( ) ( ( ) ) .

Äëÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D
21
51 èìååì îãðàíè÷åíèÿ:1 2 52 4) x x� � � ;

2 2 3 122 3) � � �x x ; 3) 2 43 4x x� � . Ïðèìåíèì òåîðåìó 4, ÷òîáû îïðåäåëèòü âîç-

ìîæíîñòü îòñå÷åíèÿ D
21
51 : � min

( , ) (
~

)
min ( )� � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 4 � " � � " � �2 1 1 5 3( ) ;

� �0 5 3� � � �min . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4 (óñëîâèå (38)) D
21
51 îòñåêàåòñÿ

êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îáðàçóåì D
23
51 , çàäàâ x1 1� . Ïîëó÷èì

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{�2, 3, 5}. Íàéäåì

�
23
51 0 2 1 1 2 0 3 4 5 20� � " � " � � " � � " � �( ( ) ( ) ) . Äëÿ D

23
51 èìååì îãðàíè÷åíèÿ:

1 2 82 4) x x� � � ; 2 2 3 92 3) � � �x x ; 3) 2 13 4x x� � . Ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå

òåîðåìû 4:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( ) ( ) ( )� � � " � � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 5 92 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( ) ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 5 1 2 122 4 ,

� � �0 8 9 12� � � � �[ ; ] [ ; ]min max ;

2) �min
( , ) (

~
)

min ( ) ( ) ( )� � � � " � � � " � �
�x x E G

x x
2 3 33

2
2 3 3 2 2 52 3 16 , � �0 9 16� � � �min ;

3) �max
( , ) (

~
)

max ( )� � � " � " �
�x x E G

x x
3 4 33

2
2 2 5 1 3 133 4 , � �0 1 13� ! �max .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî D
23
51 îòñåêàåòñÿ.

Îáðàçóåì D
231
514 , çàäàâ x4 2� � . Èìååì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{3, 5}. Íàéäåì

�
231
514 2 1 2 0 3 4 5 20� � " � � " � � " � �( ) ( ( ) ) . Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D

231
514 ïðèîáðåòàþò âèä:

1) 2 102x � � ; 2 2 3 92 3) � � �x x ; 3) 2 33x � . Îãðàíè÷åíèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî

x G2 5� � �
~

, ò.å. D
231
514 �	 .

Çàäàâ x4 3� , îáðàçóåì D
234
514 ; ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
{ , }G � �2 5 . Îïðåäåëèì

�
234
514 2 1 3 0 2 4 5 15� � " � " � � � " � �( ( ) ( ) ) . Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D

234
514 èìåþò âèä:

1 2 52) x � � ; x G2
5

2
� � �

~
; ñëåäîâàòåëüíî, D

234
514 �	 .

Çàäàâ x4 5� , îáðàçóåì D
235
514 ; ïîëó÷èì

~
C �{0, – 4},

~
{ , }G � �2 3 . Íàéäåì

�
235
514 1� � . Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïîäìíîæåñòâà èìåþò âèä: 1) 2 32x � � ; x G2

3

2
� � �

~
;

ñëåäîâàòåëüíî, D
235
514 �	 .

Âîçâðàùàåìñÿ íà âòîðîé óðîâåíü, çàäàâ x1 3� ; îáðàçóåì D
24
51 ; ïîëó÷àåì

~
C �{1, 0, �4},

~
G � {–2, 1, 5}. Íàéäåì �

24
51 16� � .
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Îáðàçóåì îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D
24
51 : 1) 2 102 4x x� � � ; 2) � � �2 3 72 3x x ;

3 2 13 4) x x� � � . Ïðèìåíèì ê íèì ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ 1 (òåîðåìó 4):

� min
( , ) (

~
)

min ( ) ( ) ( )� � � " � � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 5 92 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( )� � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 4 2 5 1 2 12" � � " � �( ) ( ) , � � �0 �[ ; ]min max ;

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëó 1 âåðøèíà D
24
51 îòñåêàåòñÿ, ïîñêîëüêó îíà ïóñòà.

Çàäàâ x1 5� , îáðàçóåì D
25
51 ; ïîëó÷àåì

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{2, 1, 3}. Íàõîäèì

�
25
51 0 2 5 1 2 0 1 4 3 4� � " � " � � " � � " � �( ( ) ( ) ) . Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D

25
51 ïðèíèìàþò âèä:

1) 2 122 4x x� � � ; 2) � � �2 3 52 3x x ; 3) 2 33 4x x� � � . Ïðèìåíèì òåîðåìó 4:

1) min� � min ( )
( , ) (

~
)x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 4

�
� � 2 2 1 3 7" � � � " � �( ) ( ) ; � �0 12 7� � ! � � min ; ñëå-

äîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (38) è D
25
51 �	 .

Âîçâðàùàåìñÿ íà ïåðâûé óðîâåíü, çàäàâ x5 1� ; îáðàçóåì D
3
5 ; ïîëó÷àåì

~
C �{2, 1, 0, �4},

~
{ , , , }G � �2 0 3 5 , �

3
5 19� � . Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ D

3
5 òàêîâû:

1 2 71 2 4) x x x� � � � ; 2) x x x1 2 32 3 10� � � ; 3 2 31 3 4) x x x� � � .

Ïðèìåíèì òåîðåìó 4:

1) � min
( , , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � � " � � " �
�x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42 2 2 1 0 1 5 9" � � ,

� max
( , , ) (

~
)

max ( ) (� � � � " � " � �
�x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42 2 5 1 3 1) ( )" � �2 15 ,

� � �0 7 9 15� � � � �[ ; ] [ ; ]min max ;

2) �min
( , , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � � " � � "
�x x x E G

x x x
1 2 3 44

3
1 2 32 3 3 2 1 0� " � �2 5 16 ,

� �0 10 16� � � �min ;

3) �max
( , , ) (

~
)

max ( )� � � � " � " � "
�x x x E G

x x x
1 3 4 44

3
1 3 42 2 5 1 3 1 0 �13; � �0 3 13� ! � max .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî âåðøèíà D
3
5 �	 .

Âåòâèì ìíîæåñòâî, çàäàâ x1 2� � ; îáðàçîâàëîñü ìíîæåñòâî D
31
51 ; ïîëó÷àåì

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{0, 3, 5}. Îöåíêà �

31
51 5 2 2 1 0 0 3 4 5 19� � " � � " � " � � " � �( ) ( ( ) ) .

Îãðàíè÷åíèå äëÿ D
31
51 : 1) 2 52 4x x� � � ; 2 2 3 122 3) � � �x x ; 3) 2 53 4x x� � .

Ïðèìåíèì ê íèì òåîðåìó 4:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( )� � � " � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 0 4 5 202 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( )� � � " � " �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 5 1 0 102 4 ; � 0 5 20 10� � � �[ ; ] ;

2) �min
( , ) (

~
)

min ( )� � � � " � " � �
�x x E G

x x
2 3 33

2
2 3 3 0 2 5 102 3 ; � �0 12 10� � � �min ;

3) �max
( , ) (

~
)

max ( )� � � " � " �
�x x E G

x x
3 4 33

2
2 2 5 1 3 133 4 ; � �0 5 13� ! �max .
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Íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî D
31
51 �	 .

Âåòâèì ìíîæåñòâî, çàäàâ x4 0� ; ïîëó÷èì D
312
514 ,

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{3, 5}; íàõî-

äèì �
312
514 19� � . Îãðàíè÷åíèÿ: 1) 2 52x � � ; x G2

5

2
� � �

~
; ñëåäîâàòåëüíî, D

312
514 �	 .

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî D
314
514 , çàäàâ x4 3� ,

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{0, 5}; îöåíêà

�
314
514 16� � . Ïðîâåðèì îãðàíè÷åíèÿ âèäà: 1) 2 22x � � ; x G2 1� � �

~
; ñëåäîâàòåëü-

íî, D
314
514 �	 .

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî D
315
514 , çàäàâ x4 5� ; ïîëó÷àåì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
{ , }G � 0 3 ;

îöåíêà �
315
514 6� � . Îãðàíè÷åíèÿ: 1) 2 02x � ; x2 0� ; ÷èñëî 0�

~
G ; ñëåäîâàòåëüíî,

x3 3� (ïî ïðàâèëó îòñå÷åíèÿ 3); îáðàçîâàëîñü ìíîæåñòâî D
31542
51432 , à D

3152
5143 �	 .

Îöåíêà: �
31542
51432 6 3 0 4 0 6� � " � " � . Ïðîâåðèì îãðàíè÷åíèÿ 2 è 3 â îáðàçîâàííîì

ìíîæåñòâå: 2) 0 3 3 12� " ! — âûïîëíÿåòñÿ; 3) 2 3 5 5" � � — âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîëó÷åíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå x 0 2 0 3 5 1� �( ; ; ; ); ; F0 6� . Êðîìå D
3
5 ,

íåðàçâåòâëåííûõ âåðøèí íåò; åå íóæíî âåòâèòü äàëüøå.

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî D
32
51 , ïðèíÿâ x1 0� ; ïîëó÷àåì

~
C �{1, 0, �4},

~
{ , , }G � �2 3 5 . Íàõîäèì �

32
51 5 1 2 0 1 2 0 3 4 5 17� " � " � " � � " � � " � �( ( ) ( ) ) ; �

32
51

0! F ;

ñëåäîâàòåëüíî, D
32
51 ìîæåì âåòâèòü. Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâî D

32
51 �	 ñîãëàñíî

òåîðåìå 4. Ïðîàíàëèçèðóåì äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è, êîòîðûå

ïðèìóò âèä: 1) 2 72 4x x� � � ; 2) � � �2 3 102 3x x ; 3) 2 33 4x x� � . Ïîäñ÷èòàåì

ïàðàìåòðû:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 5 92 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( ) ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 5 1 2 122 4 , � 0 7 9 12� � � �[ ; ] ;

2) �min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 3 33

2
2 3 3 2 2 5 162 3 , � �0 10 16� � � �min ;

3) �max
( , ) (

~
)

max ( )� � � " � " �
�x x E G

x x
3 4 33

2
2 2 5 1 3 133 4 , � �0 3 13� ! � max .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü D
32
51 �	 .

Ñäåëàåì âåòâëåíèå D
32
51 , çàäàâ x4 2� � è îáðàçîâàâ D

321
514 ; ïîëó÷àåì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{3, 5}. Îöåíêà �

321
514

05 1 2 0 3 4 5 17� � " � � " � � " � � !( ) ( ( ) ) F ; îãðà-

íè÷åíèÿ ïðèìóò âèä äëÿ ìíîæåñòâà D
321
514 : 1 2 92) x � � ; x G2

9

2
� � �

~
; ñëåäîâà-

òåëüíî, D
321
514 �	 .

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî D
324
514 , ïîëîæèâ x4 3� ; ïîëó÷àåì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{2, 5}.

Ïîäñ÷èòàåì îöåíêó: �
324
514

05 3 0 2 4 5 12� � � " � � � " � � !( ( ) ( ) ) F . Ïðîâåðèì âûïîë-

íåíèå îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ïðèîáðåòàþò âèä: 1) 2 42x � � ; x G2 2� � �
~

, çíà÷èò,

x3 5� . Îáðàçîâàíî ïî ïðàâèëó 3 ìíîæåñòâî D
32451
51432( )D

3241
5143 �	 . Âû÷èñ-

ëèì �
32451
51432

08 0 5 4 2 16� � " � � " � � �( ) ( ) F . Ïðîâåðèì â D
32451
51432 îãðàíè÷åíèÿ 2 è 3.
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Îãðàíè÷åíèå 2 íå âûïîëíèëîñü; ñëåäîâàòåëüíî, D
32451
51432 �	 .

Ïîëîæèì x4 5� , îáðàçîâàâ D
325
514 ;

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{2, 3}. Ðàññ÷èòàåì îöåíêó

�
325
514

05 3 0 2 4 3 4� � � " � � � " � � !( ( ) ( ) ) F . Ðàññìîòðèì íà D
325
514 îãðàíè÷åíèÿ:

1 2 22) x � � ; x G2 1� � �
~

. Ñëåäîâàòåëüíî, D
325
514 �	 .

Âîçâðàòèìñÿ íà âòîðîé óðîâåíü, ïîëîæèì x1 3� è îáðàçóåì D
34
51 ; ïîëó÷àåì

~
C �{1, 0, �4},

~
{ ; , }G � �2 0 5 ; íàéäåì �

34
51

011� � ! F . Àíàëèçèðóåì îãðàíè÷åíèÿ

â âèäå: 1) 2 102 4x x� � � ; 2 2 3 72 3) � � �x x ; 3) 2 03 4x x� � . Ïðèìåíèì òåîðåìó 4:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 5 92 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( ) ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 5 1 2 122 4 ,

� � �0 10 9 12� � � � �[ ; ] [ ; ]min max ; D
34
51 �	 .

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî D
35
51, ïîëîæèâ x1 5� . Èìååì

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{2, 0, 3}.

Ðàññ÷èòàåì îöåíêó ìíîæåñòâà D
35
51 : �

35
51

05 2 5 1 2 0 0 4 3 1� � " � " � � " � � " � !( ( ) ( ) ) F .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîçâîëÿò îãðàíè÷åíèÿ, ìîæíî ïðîäîëæàòü âåòâèòü ìíîæå-

ñòâî D
35
51 . Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ïðèîáðåòàþò âèä:

1 2 122 4) x x� � � ; 2) � � �2 3 52 3x x ; 3) 2 23 4x x� � � . Âû÷èñëèì

� min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 3 72 4 , � �0 12 7� � ! � � min ; ñëåäîâà-

òåëüíî, D
35
51 �	 ñîãëàñíî òåîðåìå 4.

Âòîðîé óðîâåíü ìíîæåñòâà D
35
51 èñ÷åðïàí, âîçâðàùàåìñÿ íà ïåðâûé, ãäå, çà-

äàâ x5 3� , ñîçäàåì ìíîæåñòâî D
4
5 ; ïîëó÷àåì

~
C �{2, 1, 0, �4},

~
{ , , , }G � �2 0 1 5 .

Íàéäåì äëÿ D
4
5 îöåíêó �

4
5

05 3 2 2 1 0 1 0 4 5 9� " � " � � " � " � � " � � !( ( ) ( ) ) F , ÷òî ïîçâî-

ëèò ïîñëå ïðîâåðêè òåîðåìû 4 äàëüøå âåòâèòü D
4
5 . Îãðàíè÷åíèÿ ïðèìóò âèä:

1 2 71 2 4) x x x� � � � ; 2) x x x1 2 32 3 10� � � ; 3) x x x1 3 42 5� � � . Âû÷èñëèì:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )
,

� � � � " � � " �
�x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42 2 2 1 0 4 5 24" � � ;

� max
( , , ) (

~
)

max ( ) (� � � � " � " � �
�x x x E G

x x x
1 2 4 44

3
1 2 42 2 5 1 1 4) ( )" � �2 19 ;

� 0 7 24 19� � � �[ ; ] ;

2) �min
( , , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � � " � � "
�x x x E G

x x x
1 2 3 44

3
1 2 32 3 3 2 1 0� " � �2 5 16 ;

� �0 10 16� � � � min ;

3) �max
( , , ) (

~
)

max ( )� � � � " � " � "
�x x x E G

x x x
1 3 4 44

3
1 3 42 2 5 1 1 1 0 �11; � �0 5 11� ! � max .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî âåðøèíà D
4
5 �	. Ïðîäîëæàåì

âåòâèòü åå, çàäàâ x1 2� � è ïîëó÷èâ D
41
51 . Íàõîäèì

~
C �{1, 0, �4},

~
G �{0, 1, 5},

�
41
51

09� � ! F . Àíàëèçèðóåì ïîëó÷àåìûå îãðàíè÷åíèÿ: 1) 2 52 4x x� � � ;

2 2 3 122 3) � � �x x ; 3) 2 73 4x x� � . Íàéäåì � min
( , ) (

~
)

min ( )� � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 4

� " � " � �2 0 1 5 5 ; ïî ïðàâèëó 3 x2 0� ; x4 5� ; ñëåäîâàòåëüíî, x3 1� , ò.å. îáðàçîâàíî
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ìíîæåñòâî D
41532
51432 (D

412
514 �	 , D

413
514 �	 , D

4152
5143 �	). Îöåíêà ýòîãî ìíîæåñòâà:

�
41532
51432 15 4 5 0 0 16� � � � � � �( ) � F0 . Ïðîâåðèì â ýòîì ìíîæåñòâå îãðàíè÷åíèÿ 2 è 3:

2) � " � " !2 0 3 1 12 — âûïîëíåíî;

3) 2 1 5 7" � � — âûïîëíåíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì åùå îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå: # � �x ( ; ; ; ; )2 0 1 5 3 ;

F1 16� . Ïîñêîëüêó F F1 0� , òî ðåêîðä F0 íå óìåíüøàåòñÿ.

Âîçâðàùàåìñÿ íà âòîðîé óðîâåíü, çàäàåì x1 0� , îáðàçóåì D
42
51 , ïîëó÷àåì

~
{ , , }C � �1 0 4 ,

~
{ , , }G � �2 1 5 . Âû÷èñëÿåì îöåíêó �

42
51 5 3 0 2 1 2� " � " � " � �( ( ) 1 0" �

� " � � !4 5 7 0) F .

Ïðîàíàëèçèðóåì â D
42
51 îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå èìåþò âèä: 1) 2 72 4x x� � � ;

2) � � �2 3 102 3x x ; 3 2 53 4) x x� � .

Íàéäåì âåëè÷èíû:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 5 92 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( ) ( )� � � " � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 5 1 2 122 4 ; � 0 7 9 12� � � �[ ; ] ;

2) �min
( , ) (

~
)

min ( ) ( ) ( )� � � � " � � � " � �
�x x E G

x x
2 3 33

2
2 3 3 2 2 52 3 16 10 0! � � ;

3) � �max
( , ) (

~
)

max ( )� � � " � " � � �
�x x E G

x x
3 4 33

2
2 2 5 1 1 11 53 4 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèé íå âåòâèòü äàëüøå D
42
51 .

Âûïîëíèì âåòâëåíèå, çàäàâ x4 2� � è îáðàçîâàâ D
421
514 ; ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{1, 5}. Íàéäåì �

421
514

015 1 2 0 1 4 5 7� � " � � " � " � � !( ) ( ) F . Ïðîàíàëèçèðóåì îãðà-

íè÷åíèå âèäà: 2 92x � � ; x G2
9

2
� � �

~
; ñëåäîâàòåëüíî, D

421
514 �	 .

Çàäàäèì x4 1� , îáðàçîâàâ D
423
514 ; ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
{ , }G � �2 5 . Íàéäåì

�
423
514

015 1 1 0 2 4 5 4� � " � " � � " � � !( ( ) ) F . Ïðîàíàëèçèðóåì îãðàíè÷åíèÿ:1 2 62) x � � ;

x G2 3� � �
~

, D
423
514 �	 .

Çàäàäèì x4 5� , îáðàçîâàâ D
425
514 , ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
{ , }G � �2 1 . Íàéäåì

�
425
514

015 1 5 0 2 4 1 16� � " � " � � " � �( ( ) ) F , îòñåêàåì ìíîæåñòâî D
425
514 , ïîñêîëüêó

åãî îöåíêà õóæå (áîëüøå) ðåêîðäà F0 (îòìåòèì, ÷òî îòñå÷åíèå ïî ýòîé ïðè÷èíå

ïîëó÷åíî âïåðâûå â ýòîì ïðèìåðå).

Çàäàåì x1 1� , îáðàçîâàâ D
43
51; ïîëó÷àåì

~
C �{1, 0, �4},

~
{ , , }G � �2 0 5 . Íàéäåì

�
43
51

015 1 2 1 2 0 0 4 5 5� � " � " � � " � " � � !( ( ) ) F . Ïðîàíàëèçèðóåì îãðàíè÷åíèÿ, êîòî-

ðûå äëÿ D
43
51 ïðèíÿëè âèä: 1) 2 82 4x x� � � ; 2) � � �2 3 92 3x x ; 3) 2 43 4x x� � .

Íàõîäèì ïàðàìåòðû:

1) � min
( , ) (

~
)

min ( ) ( )� � � " � � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 2 1 5 92 4 ,

� max
( , ) (

~
)

max ( ) ( )� � � " � " � �
�x x E G

x x
2 4 33

2
2 2 5 1 2 122 4 ; � 0 8 9 12� � � �[ ; ] ;
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2) �min
( , ) (

~
)

min ( ) ( ) ( )� � � � " � � � " � �
�x x E G

x x
2 3 33

2
2 3 3 2 2 52 3 16 9 0! � � ,

3) � �max
( , ) (

~
)

max ( )� � � " � " � � �
�x x E G

x x
3 4 33

2
2 2 5 1 0 10 43 4 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî

ïðîäîëæàòü âåòâèòü D
43
51.

Çàäàäèì x4 2� � , îáðàçîâàâ D
431
514 , ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
G �{0, 5}. Îöåíèì D

431
514 :

�
431
514

015 2 1 2 0 0 4 5 5� � � " � � " � " � � !( ) ( ) F . Ïðîàíàëèçèðóåì îãðàíè÷åíèÿ äëÿ

D
431
514 , êîòîðûå ïðèíÿëè âèä: 1) 2 102x � � ; x G2 5� � �

~
; ñëåäîâàòåëüíî, D

431
514 �	 .

Çàäàäèì x4 0� , îáðàçîâàâ D
432
514 , ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
{ , }G � �2 5 . Íàõîäèì

�
432
514

03� � ! F . Ïðîàíàëèçèðóåì îãðàíè÷åíèÿ: 1) 2 82x � � ; x G2 4� � �
~

; ñëåäî-

âàòåëüíî, D
432
514 �	 .

Çàäàäèì x4 5� , îáðàçîâàâ D
435
514 , ïîëó÷èì

~
{ , }C � �0 4 ,

~
{ , }G � �2 0 ; îöåíèì

�
435
514

022� � F . Ìíîæåñòâî îòñåêàåòñÿ.

Çàäàåì x1 5� , îáðàçîâàâ D
45
51, ïîëó÷èì

~
C �{1, 0, �4},

~
{ , , }G � �2 0 1 ; îöåíèì

�
45
51

019� � F ; ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíó D
45
51 îòñåêàåì. Âîçâðàùàåìñÿ íà ïåðâûé

óðîâåíü.

Çàäàåì ïîñëåäíåå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ x5 5� , îáðàçîâûâàÿ ìíîæåñò-

âî D
5
5 ; ïîëó÷èì

~
C �{2, 1, 0, �4},

~
G �{2, 0, 1, 3}. Íàéäåì �

5
5 5 5 2 2 1 0� " � " � � " �( ( )

� " � " � �0 1 4 3 9 0) F ; ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî D
5
5 îòñåêàåì.

Âñå âåðøèíû ëèáî ðàçâåòâëåíû äî îäíîýëåìåíòíûõ (äîïóñòèìûõ ðåøåíèé),

ëèáî îòñå÷åíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ðåøåíà. Òåêóùèé ìèíèìàëüíûé ðåêîðä öåëå-

âîé ôóíêöèè è òî÷êà, êîòîðàÿ åãî îïðåäåëÿåò, èìåþò âèä x x* � �0 ( ; ; ; ; )�2 0 3 5 1 ;

C x F( )* � �0 6 . Ñõåìà ðåøåíèÿ ïðèìåðà ÌÂÃ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1–3. Çàìå-

òèì, ÷òî â ÌÂÃ äëÿ ýòîãî ïðèìåðà íå áûëî óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà F0 , ò.å. ïåðâîå

äîïóñòèìîå ðåøåíèå îêàçàëîñü îïòèìàëüíûì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðåøåíèå

óñëîâíîé ëèíåéíîé ïîëíîñòüþ êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà ïåðå-

ñòàíîâêàõ íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ îöåíîê äîïóñòèìûõ ïîäìíîæåñòâ, îïðåäåëå-

íèÿ ïðàâèë âåòâëåíèÿ è ïðàâèë îòñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì îáíàðóæåíî

è îáîñíîâàíî ñâîéñòâî îöåíêè, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî óâåëè÷èâàåò ýôôåê-

òèâíîñòü ÌÂÃ. Â äàëüíåéøåì öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü

ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïåðâîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå â ÌÂÃ äëÿ ðàñ-

ñìîòðåííîé çàäà÷è ÿâëÿëîñü áû îïòèìàëüíûì.
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