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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ïîñâÿùåíû ðàáîòû È.Í. Ñàíîâà, Í.Â. Ñìèðíîâà, Ã. Êðàìåðà [1–3] è äð. Òåñíî

ñâÿçàíà ñ ýòîé ïðîáëåìîé çàäà÷à îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé

ýìïèðè÷åñêîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ïîñëå N íåçàâè-

ñèìûõ íàáëþäåíèé îò òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå îò ñðåä-

íåãî çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà âûáîðêè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñ-

òè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàñïðåäåëåíèÿ «íîðìàëüíûõ» óêëîíåíèé â ýòèõ äâóõ

ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Í.Â. Ñìèðíîâà, À.Í. Êîëìîãîðîâà [4] è äð.

Îäíà èç ïðîáëåì ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íèæíåãî ïðåäåëà äëÿ ìèíèìàëüíîãî

îáüåìà âûáîðêè n n� ( , ),� � êîòîðûé ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òåñòà ñ äàííûìè

âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê (ìàëûìè) ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà � �, [5].

Ïðè èññëåäîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿåìûõ äèôôåðåíöèàëüíû-

ìè óðàâíåíèÿìè ñî ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè, âàæíóþ ðîëü èãðàåò àíàëèç

àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ýòè âîçìóùåíèÿ

ìàëû. Òàêîé àíàëèç ïðîâîäèòñÿ íà áîëüøèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ, êîãäà íå-

áîëüøèå óêëîíåíèÿ ñèëüíî âëèÿþò íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû. ×òîáû ó÷åñòü ýòî âëè-

ÿíèå, íåîáõîäèìî îöåíèòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé, ò.å.

èññëåäîâàòü áîëüøèå óêëîíåíèÿ [6].

Àíàëèçó ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèé ñ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîé äèôôóçèåé ïîñâÿùå-

íû ðàáîòû [6–8].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðîáëåìà áîëüøèõ óêëîíåíèé ðàññìîòðåíà äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà

ñ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîé äèôôóçèåé, êîòîðûé çàäàí ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåí-

öèàëüíûì óðàâíåíèåì

du t C u t x t dt C u t x t d t� � �� � �( ) ( ( ); ( / )) ( ( ); ( / )) ( )� � �3 1
0

3 �

� � � ��1 2 3/ ( ( ); ( / )) ( ).u t x t dw t (1)

Çäåñü C u x u R d( ; ), � , — ôóíêöèÿ ðåãðåññèè [9]. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà x ôóíê-

öèè ðåãðåññèè îïðåäåëÿåò âëèÿíèå âíåøíèõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå îïèñàíû ðàâ-

íîìåðíî ýðãîäè÷åñêèì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì x t t( ), ,� 0 â ôàçîâîì èçìåðèìîì

ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ( , )X X [10]. Ãåíåðàòîð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà îïðå-

äåëåí ñîîòíîøåíèåì [11, 12]:

Q� � �( ) ( ) ( , )[ ( ) ( )]x q x P x dy y x

X

� �� (2)
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â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B( )X äåéñòâèòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

�( ), ,x x X� ñ íîðìîé | | ( )| | | ( )| ,� �x x
x X

�
�

sup ãäå P x B x X B( , ), ,� �X, — ñòîõà-

ñòè÷åñêîå ÿäðî [7]; q x g x( ) ( )� �1 , g x E x( ) � � , �x — âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ìàð-

êîâñêîãî ïðîöåññà â ñîñòîÿíèè x, ò.å. q x( ) — «èíòåíñèâíîñòü» âðåìåíè ïðåáû-

âàíèÿ â ñîñòîÿíèè x X� [13].

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå �( ),B B �X, ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà x t( ), t � 0,

îïðåëåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

� 	 �( ) ( ) ( ), ( ) ( ),dx q x q dx q dx q x

X

� � �

ãäå 	( ),B B �X, — ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âëîæåííîé öåïè Ìàðêîâà

x x nn n� �( ),
 0, à 
 
 �n n n n� �� � �1 1 0, , è ñîîòíîøåíèåì

� �( | ) ( ) ( ) , .( )� �n n x x
q x tt x x F t t e t�

�� � � � � � � 	1 1 0

Äëÿ ãåíåðàòîðà Q ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà x t t( ), ,� 0 îïðåäåëåí ïîòåíöèàë

R0
1� � � �
 
( ) ,Q ãäå 
� � �( ) ( ) ( )x dx x

X

� � — ïðîåêòîð íà íóëü-ïðîñòðàíñòâî

îïåðàòîðà Q: NQ � �{ }� �: Q 0 [14].

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÌÀËÀß ÄÈÔÔÓÇÈß È ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ
ÃÅÍÅÐÀÒÎÐ ÁÎËÜØÈÕ ÓÊËÎÍÅÍÈÉ

Ñèíãóëÿðíîå âîçìóùåíèå C u x0 ( ; ) ôóíêöèè ðåãðåññèè C u x( ; ) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ áàëàíñà


C dx C u x

E

0 0 0� �� �( ) ( ; ) . (3)

Ñëó÷àéíàÿ ýâîëþöèÿ (1) õàðàêòåðèçóåòñÿ ãåíåðàòîðîì äâóõêîìïîíåíòíîãî

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà u t x x t tt
� � �( ), ( / ), ,� �3 0 [15]:

L Q Q Q� �� � � � � �( ) ( ; ) ( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ),x u x u x u x x u x� � �� �3 1
1 2

(4)

ãäå

Q1 0( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ),x u x C u x u x� �� � (5)

Q
2

21 2� � � �� �( ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( / ) ( ; ) ( ; ).x u x C u x u x u x u x� � � � � (6)

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (6) îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêè ìàëóþ

äèôôóçèþ ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà äëÿ (1) [7].

Àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé èëè áîëüøèõ óêëîíå-

íèé äëÿ ñëó÷àéíûõ ýâîëþöèé àíàëèçèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ãåíåðàòîðîì [8]

áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ ãåíåðàòîðîì L� [7] â ñõåìå

ñåðèé, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì H L� � � � � �� �( ) .( )/ ( )/u e eu u� �

Òåîðåìà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ áàëàíñà (3) è ðàâíîìåðíîé ýðãîäè÷íîñòè

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïåðåêëþ÷åíèé x t t( ), ,� 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ýêñïî-

íåíöèàëüíûõ ãåíåðàòîðîâ

H H� � �� � � � � �( ; ) ( ), ( ; ) ( ), , ( ) ( )u x u u x u u C R d� � � �0 4

íà âîçìóùåííûõ òåñò-ôóíêöèÿõ

� � � �� � �� ( ; ) ( ) ln [ ( ; ) ( ; )].u x u u x u x� � � �1 1
2

2 (7)
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Ïðåäåëüíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ãåíåðàòîð çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

H � � �( ) � ( ) ( ) / ( )[ ( )] ,u C u u B u u� � � �1 2 2 2

ãäå
� ( ) ( ) ( ; ); ( ) ( ) ( )C u dx C u x B u u u

X

� � �� � 	 �2 2 2 ,

	 � �2
0 0 0

2 22( ) ( ; ) ( ; ), ( ) ( ; ).u C u x R C u x u u x� �
 


Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûõ ãåíåðàòîðîâ.

Ëåììà 1. Äëÿ òåñò-ôóíêöèé � � �( ), ( ; ) ( ), ( ; ) ( )u u C R u C Rd d
1

3
2 �  � èìååò

ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ãåíåðàòîðà

H H H H� � � � � � � �� � � �
�

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ),u x u x u x u x
Q Q Q

� � �
1 2

(8)

ãäå

H Q Q Q
Q Q

u x u x u x u x u x� �� � � � � �( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )� � � ��1
1 2 1 1 �� ��( ) ( ; ),x u x

H Q
Q Q

u x x u x u x
1 1

1
1

� � � �� � � �( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ; ),� �� �

H
Q Q

u x C u x u u x u
2 2

1 2 2 2
� �

� �� � � �( ; ) ( ; ) ( ) ( / ) ( ; )[ ( )]� � � � � �� ��( ) ( ; ),x u x

à îñòàòî÷íûå ÷ëåíû èìåþò ïðåäñòàâëåíèå

�
Q

x u x u x u x� �� � � �( ) ( ; ) [ ( ; ) ( ; )� �1 2Q

� �� � �� �2 1 2 2( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )];u x u x u x u xQ Q (9)

�
Q

x u x
1

� ��( ) ( ; ) � � �� �[ ( ; ) ( ; )C u x u x0 1

� � �� � � �� � � � � �e x e u x e u x xu u u( )/ ( )/ ( )/( ) ( ; ) ( ; ) ( )Q Q1 2 1 1 e u xu� ��( )/ ( ; )1 �

� �� �� � � � �� � � � � �2
1 1 2 2e u x x e u x eu u u( )/ ( )/ ( )/( ; ) ( ) ( ; ) (Q u x x e u; ) ( ) ( )/Q1

� � �

� ��� � �� � � �2
2 1 1e u x x e u xu u( )/ ( )/( ; ) ( ) ( ; )Q

� �� � �� � � �3
2 1 2e u x x e u xu u( )/ ( )/( ; ) ( ) ( ; )];Q (10)

�
Q

x u x
2
�

� ��( ) ( ; ) � ( / ) ( ; ) ( )1 2 2� ��u x u� � �

� �� �e x e u x e x eu u u� � � � � � � � �� � �( )/ ( )/ ( )/( ) ( ; ) ( )2
2 1

3
2

Q Q ( )/ ( ; )u u x��2 �

� �� �e u x x e e xu u u� � � � � � � �� � � �( )/ ( )/ ( )/( ; ) ( ) ( )2
1 2

3
1 2

Q Q e u xu� ��( )/ ( ; )1 �

� �� �e u x x e u x eu u u� � � � � � �� � � � �( )/ ( )/ ( )/( ; ) ( ) ( ; )4
1 2 2

3Q 2 2
( ; ) ( ) ( )/u x x e uQ� � � �

� ��e u x x e u xu u� � � � �� � �( )/ ( )/( ; ) ( ) ( ; )4
2 2 1Q

� �e u x x e u xu u� � � � �� � � �( )/ ( )/( ; ) ( ) ( ; )5
2 2 2Q � � �( / ) ( ; ) ( ).1 2 2�� �u x u (11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíûé ãåíåðàòîð H� íà

òåñò-ôóíêöèÿõ (7):

H� � � �� �� � �( ; ) [ ( ; ) ( ; )]( )/u x e u x u xu� � � �� �1 1
2

2
1

� � �� �� � �� � �L e u x u xu( )/ [ ( ; ) ( ; )].1 1
2

2

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (4), âûäåëÿåì èç íåãî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ñîäåðæèò

îïåðàòîð (2):

H
Q

uu x e u x u x o� � � �� �� � � �( ; ) [ ( ; ) ( ; ) ( )]( )/� � � � �� 1 1
2

2
3

� � ��� �� � �� �2
1

2
21Qe u x u xu( )/ [ ( ; ) ( ; )].

Ïîñêîëüêó �( )u NQ� , òî Qe u� �( )/ � 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Qe u xu� ��( )/ ( ; )1 �

� e u xu� � �( )/ ( ; )Q 1 , ïîëó÷àåì

H Q Q Q
Q Q

u x u x u x u x u x� �� � � � � �( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )� � � ��1
1 2 1 1 �� ��( ) ( ; ),x u x

ãäå �
Q

x u x� ��( ) ( ; ) èìååò âèä (9).

Ðàññìîòðèì òàêæå ñëàãàåìîå ñ îïåðàòîðîì Q1 ( )x , à èìåííî

H
Q

u x
1

� �� ( ; ) �

� � � �� �e u x u x o x eu u� � ��� � � � �( )/ ( )[ ( ; ) ( ; ) ( )] ( )1 1
2

2
3 2

1Q / [ ( ; )� ��1 1� �u x

� � ��� � � � �� �2
2

1
1

1

( ; )] ( ) ( ) ( ) ( ; ),u x x u x u x
Q

Q �

ãäå �
Q

x u x
1

� ��( ) ( ; ) èìååò âèä (10).

Äëÿ ñëàãàåìîãî ñ îïåðàòîðîì Q
2
� ( )x ïîëó÷èì

H
Q

uu x e u x u x
2

1 1
2

2
� � � �� �� � �( ; ) [ ( ; ) ( ; )( )/� � � ��

� � � �o x e u x u xu( )] ( ) [ ( ; ) ( ; )]( )/� � �� � �� � �3
2 1

2
21Q

� � � � ��e x e o x u x uu u� � � � �
�� � � �( )/ ( )/( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q Q H

2
3

2 �
Q

x u x
2
�

� ��( ) ( ; ),

ãäå H� � � �( ) ( ) ( / ) ( ; )[ ( )] ,x u u x u� �1 2 2 2 à �
Q

x u x
2
�

� ��( ) ( ; ) èìååò âèä (11).

Ñëåäñòâèå. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ãåíåðàòîð (8) èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè-

÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

H Q Q Q� �� � � � � �( ; ) [ ( ; ) ( ) ( )] ( ; ) ( ; )u x u x x u u x u x� � � ��1
1 1 2 1 Q�1 ( ; )u x �

� � � � �C u x u u u x u x( ; ) ( ) ( / ) ( )[ ( )] ( ) ( ; ),� � � �� �1 2 2 2 � (12)

ãäå

� � � �� � � � � � �� � �
�

( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( )x u x x u x x u x x
Q Q Q

� � �
1 2

�� ( ; ).u x (13)

Ëåììà 2. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ [13] îïåðàòîðà (12)

îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì
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H H� � � �� � �( ; ) ( ) ( ) ( ; ),u x u x u x� � � (14)

ãäå

H � � �( ) � ( ) ( ) ( / ) ( )[ ( )] .u C u u B u u� � � �1 2 2 2

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå áàëàíñà (3) è ïðåäñòàâëåíèå (5) îïåðàòîðà Q x1 ( )

äàåò âîçìîæíîñòü èç ðàâåíñòâà Q Q� �1 1 0( ; ) ( ) ( )u x x u� � îïðåäåëèòü òåñò-ôóíê-

öèþ �1 ( ; )u x â âèäå

� � �1 0 1 0 0( ; ) ( ) ( ) ( ; ) ( ).u x R x u R C u x u� � � � �Q (15)

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ èìååò âèä [7]:

Q Q Q� � � � � �2 1 1 2
21 2( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( ) ( / ) ( ; )[u x u x u x x u u x� � � � ( )] ( ).u u2 � H � (16)

Ïîñêîëüêó QR I0 � �
 , äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî (16) èìååì

� � � �� � � �1 1 1 0 0( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( )u x u x u x R C u x uQ Q

� � � � �R C u x u C u x u0 0 0( ; ) ( ) ( ; ) ( )� �


� � � � �R C u x u C u x u C u x R C u x u0 0 0 0 0 0( ; ) ( ) ( ; ) ( ) ( ; ) ( ; )[ ( )� � � ] .2

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð

H H Q H( ) ( ): ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x u x u x u x u� � � �	 �� � �2 (17)

ãäå H 	 � �( ) ( ) ( ; ) ( ; )[ ( )] .x u C u x R C u x u� �0 0 0
2 Îïåðàòîð H( )x èìååò ïðåäåëüíûé

îïåðàòîð H H� 
 
( )x ñîãëàñíî ðåøåíèþ ïðîáëåìû ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ [13].

Äëÿ òåñò-ôóíêöèè �2 ( ; )u x èç (16) è (17) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Q H H� � �2 ( ; ) ( ) ( ) ( ),u x x u u� �

îòêóäà

� �2 0( ; )
~

( ) ( ),u x R x u� H (18)

ãäå
~

( ) ( ) ( ) , ( ) ( )H H Hx u x u C R d� �� � � 3 .

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (17) è (6), ïîëó÷àåì

H � � �( ) [ ( ; ) ( ; )[ ( )] ( ; ) ( ) ( / )u C u x R C u x u C u x u� � � � �
 0 0 0
2 1 2 � �2 2( ; )[ ( )] ]u x u� �

� � � �� ( ) ( ) ( / ) ( )[ ( )]C u u B u u� �1 2 2 2

â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû óñòàíî-

âèì ñâîéñòâî

sup
x X

dx u x u C R
�

� � �| ( ) ( ; )| , , ( ) ( ).�� �� � �0 0 3
(19)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ òåñò-ôóíêöèé (15) è (18), àíàëèòè÷åñêîãî âèäà îñòàòî÷íî-

ãî ÷ëåíà (13) è ãëàäêîñòè ôóíêöèè �( ) ( )u C R d� 3 ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñ-

òî (19). Òàêèì îáðàçîì, èç (14) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ãåíåðàòîðà äëÿ ñëó÷àéíîé ýâîëþ-

öèè â ñõåìå àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîé äèôôóçèè ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ïðåäåëü-

íûå ñâîéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ãåíåðàòîðà ïðîöåäóðû ñòîõàñòè÷åñêîé àï-

ïðîêñèìàöèè [14, 16] â ñõåìå àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîé äèôôóçèè.
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