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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàëîèçó÷åííîé ïðîáëåìîé â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå èçìå-

íåíèé ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé çàäà÷è íà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è [1].

Â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê, çíàÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íåêîòîðîé çà-

äà÷è, íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (èëè îïðåäåëèòü, ÷òî îíî îñòàëîñü íåèçìå-

íåííåííûì) «áëèçêèõ» â îïðåäåëåííîì ñìûñëå çàäà÷. Áîëüøîå âíèìàíèå óäå-

ëÿåòñÿ îöåíêàì ñëîæíîñòè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíûõ çàäà÷ îïòèìèçà-

öèè. Äëÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ ýòî ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó ñóùåñòâîâàíèÿ

ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíèõ ðåøåíèé èçìåíåííûõ

çàäà÷, èñõîäÿ èç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è. Â [2] ïðèâîäÿòñÿ ðå-

çóëüòàòû ïî ñëîæíîñòè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè 0/1 çàäà÷ ñ ëèíåéíîé öåëåâîé

ôóíêöèåé ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé öåëåâîãî âåêòîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî NP-òðóä-

íî (íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ïðè P NP� ) îïðåäåëèòü íåèç-

ìåííîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ NP-òðóäíûõ çàäà÷ ïðè ïðîèçâîëüíîì èç-

ìåíåíèè âåêòîðà çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè. Ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñè-

òåëüíî èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà îãðàíè÷åíèé èëè âîîáùå íåò, èëè

îíè ìàëî÷èñëåííû.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

îäíîìåðíîé çàäà÷è î ðàíöå ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé âåêòîðà îãðàíè÷åíèé.

Î ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÁËÈÇÊÈÕ ÇÀÄÀ× Î ÐÀÍÖÅ.
ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÁËÝÐÀ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó î ðàíöå (ÇÐ) ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè:
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ci i, è b ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Äâå ÇÐ ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè a c, è I , íî ñ îòëè÷àþùèìèñÿ íà åäèíèöó

ïðàâûìè ÷àñòÿìè, áóäåì íàçûâàòü áëèçêèìè. Â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàâè-

ñèìîñòè ìåæäó îïòèìàëüíûìè ðåøåíèÿìè áëèçêèõ çàäà÷. Êðàòêî îïèøåì ñóòü

ðåçóëüòàòîâ. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò áëèçêèå çàäà÷è î ðàíöå ñ ïðîèçâîëüíûìè

ñëîæíûìè ðåøåíèÿìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû ÇÐ íîâûå çíà÷åíèÿ ai è ci ñòðî-

ÿòñÿ òàê, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ (1) äëÿ b �1 è b îòâå÷àþò îïòèìàëüíûì

ðåøåíèÿì äàííîé ïàðû çàäà÷.

Îïèøåì ðåçóëüòàò ôîðìàëüíî. Ñ êàæäûì ýêçåìïëÿðîì çàäà÷è (1) ñâÿæåì

4-êîðòåæ ( , , , )a c I b , ãäå I — íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, âåêòîðû
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a a c ci i I i i I � �( ) , ( ) , b — íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì äâà ýêçåìïëÿðà çà-

äà÷è (1): ( , , , )a c I L1 è ( , , , )a c I M2 , ãäå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I1 è I 2 íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ. Èç òàêèõ äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ïîñòðîèì áëèçêèå ÇÐ, êîòîðûå áóäóò èìåòü ïåðå-

ìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó èç äàííûõ ýêçåìïëÿðîâ âìåñòå ñ íåêîòîðûìè

äîïîëíèòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Ýòè ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâàì

èíäåêñîâ J1 è J2 .

Òåîðåìà 1 [3]. Ïóñòü ( , , , )a c I L1 è ( , , , )a c I M2 — äâà ïðîèçâîëüíûõ ýêçåìï-

ëÿðà ÇÐ. Ìîæíî ïîñòðîèòü ýêçåìïëÿð ( , , , )a c I b� � ÇÐ ñ ìíîæåñòâîì

I I J I J � � �1 1 2 2 òàêîé, ÷òî áóäóò âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ TèU , � a Tai i äëÿ i I� 1 è � a Uai i äëÿ i I� 2 ;

2) åñëè x îïòèìàëüíîå äëÿ ( , , , )a c I b� � , òî xi  0 äëÿ âñåõ i I J� �2 2 è

x — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ( , , , )a c I L1 ;

3) åñëè x îïòèìàëüíîå äëÿ ( , , , )a c I b� � �1 , òî xi  0 äëÿ âñåõ i I J� �1 1 è

x — îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ( , , , )a c I M2 ;

4) äëÿ ýêçåìïëÿðà ( , , , )� � �a c J J b1 2 ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

ïðè ïðîèçâîëüíîì b.

Ïðè ýòîì ( , , , )a c I b� � ìîæíî ïîñòðîèòü, äàæå íå çíàÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

äâóõ íà÷àëüíûõ ýêçåìïëÿðîâ: ( , , , )a c I L1 è ( , , , )a c I M2 .

Óñëîâèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû îãðàíè÷åíèé äâóõ âîçìîæíûõ ýê-

çåìïëÿðîâ ñîõðàíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Óñëîâèÿ 2 è 3

ïîêàçûâàþò, ÷òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ýêçåìïëÿðîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ b è b �1

ïîëó÷àþòñÿ èç èñõîäíûõ ýêçåìïëÿðîâ. Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü èçáðàíû ïðîèç-

âîëüíî è ïîýòîìó ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû è ñëîæíûå. Óñëîâèå 4 îçíà÷àåò, ÷òî

ñëîæíîñòü ïîñòðîåííûõ íîâûõ ýêçåìïëÿðîâ ïîëó÷åíà îò ïåðåìåííûõ äâóõ íà-

÷àëüíûõ ýêçåìïëÿðîâ, à íå îò ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ J1 è J2 .

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí ñïîñîá, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ðåøåíèå ëþáûõ

äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ÇÐ ïðåîáðàçóþòñÿ â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïàðû áëèçêèõ ÇÐ, ñî-

äåðæàùèõ áîëüøåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ. Ïîäîáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîëèíîìè-

àëüíûå ñâåäåíèÿ) ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè îáû÷íûõ ïðîáëåì [4]. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíîãî

àëãîðèòìà, êîòîðûé ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ îá îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿõ ïàðû

áëèçêèõ ÇÐ? Âîçìîæíî, íàèáîëåå æåëàòåëüíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïîëèíîìè-

àëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ îá îïòèìàëüíîì ðåøåíèè

îäíîé èç äâóõ çàäà÷ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äðóãîé çàäà÷è. Îäíàêî ñîãëàñíî

òåîðåìå 1 òàêîé àëãîðèòì ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ ëþáîé ÇÐ, íî

ýòî íåðåàëüíî, ïîñêîëüêó çàäà÷à î ðàíöå NP-ïîëíàÿ [4]. Ïîýòîìó Áëýð (Blair) [3]

âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à NP-òðóäíàÿ (NP-hard). Â äàííîé ðàáîòå ýòà

ãèïîòåçà äîêàçûâàòñÿ äëÿ îáîáùåííî-áëèçêèõ ÇÐ.

ÓÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÃÈÏÎÒÅÇÛ ÁËÝÐÀ ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎ-ÁËÈÇÊÈÕ ÇÐ

Çàäà÷ó (1) ñî ñòàíäàðòíûì ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ I n { }1, ,� (n ôèêñèðîâàí-

íîå) îáîçíà÷èì KP a b c( , , ), ãäå âåêòîðû a a c ci i I i i I � �( ) , ( ) , b — íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî. Ïóñòü Z x x x x xn
n i i  �{ ( , , ): ,1 0� öåëûå, i n1, ,� }, äëÿ

x x x x Zn n
n ��

�( , , , )1 1
1

� , y y y y Zn n
n ��

�( , , , )1 1
1

� ââåäåì ìåòðèêó

�( , ) | |x y x yi i

i

n

 �


�

�
1

1

. Äëÿ a a a b Zn
n � �( , , , )1

1
� âåêòîð a � òàêîé, ÷òî

�( , )a a � 1 (çàäà÷ó KP a b c( , , ) òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê KP a c( , )). Ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâîëüíóþ KP a c( , ) .
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Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷ó KP a c( , )� ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì a � òàêèì, ÷òî

�( , )a a � 1, áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííî-áëèçêîé ê KP a c( , ) .

Èòàê, îáîáùåííî-áëèçêèå çàäà÷è ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îäíà îò äðóãîé íà åäèíè-

öó íå òîëüêî ïðàâûìè ÷àñòÿìè (êàê â [3]), íî è êîìïîíåíòàìè âåêòîðà

a a an ( , , )1 � .

Ïóñòü Re opt( ( , ))KP a c — çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

KP a c( , )� , îáîáùåííî-áëèçêîé ê KP a c( , ), èñõîäÿ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x *

çàäà÷è KP a c( , ).

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû èç [5, 6]. Ïóñòü I n { }1 2, , , ,�

K i ik1 1 { }, ,� — íåêîòîðàÿ âûáîðêà îáúåìà k k n( )1 � � èç I òàêàÿ, ÷òî â x * 

 ( , , )* *x xn1 � x xi ik1
1* *  � , à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x * ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü âåêòîð a a a bn
* * * *( , , , ) 1 � òàêîé, ÷òî a a a ki i jk1

1 1* * *,    �� , åñëè

j I K� \ 1, b k*  .

Ëåììà 1[5]. Ðåøåíèå x * ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííûì) îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì

ýêçåìïëÿðà J çàäà÷è KP a c( , )* .

Ëåììà 2 [6]. Ïóñòü Q — NP-òðóäíàÿ çàäà÷à è mod �Q — íåêîòîðàÿ ëîêàëü-

íàÿ ìîäèôèêàöèÿ äëÿ Q. Çàäà÷à mod �Q ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A , êîòîðûé äëÿ ëþáîãî ýêçåìïëÿðà I çàäà÷è Q âû-
÷èñëÿåò:

1) ýêçåìïëÿð I � äëÿ Q,
2) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x � äëÿ I �,
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ ìîäèôèêàöèé òèïà mod �Q (íå áîëåå ÷åì

ïîëèíîìèàëüíóþ), êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò I � â I .

Ëåììà 2 äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ Òüþðèíãà [4]

îò Q ê mod �Q.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à Re opt( ( , ))KP a c ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ëåììó 2. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à î ðàíöå ÿâëÿåò-

ñÿ NP-ïîëíîé [4]. Â êà÷åñòâå ýêçåìïëÿðà I � áåðåì ýêçåìïëÿð çàäà÷è KP a c( , )* èç

ëåììû 1. Èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ýêçåìïëÿðà ïîëèíîìèàëüíûé «æàäíûé» àëãîðèòì,

ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (âûïîëíåí ï. 2 ëåììû 2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà a îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó êîíñòàíòîé c,
íå çàâèñÿùåé îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, à òàêæå, ÷òî T a( ) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

a Z n� �1 ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì a ñ óâåëè÷åíèåì èëè óìåíüøåíèåì ðîâíî îä-
íîé êîìïîíåíòû íà åäèíèöó (â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðåîáðàçîâàíèå mod �Q). Çà-
ïèøåì a T a�  ( ), åñëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê a ïðåîáðàçîâàíèÿ T ïîëó÷èì âåêòîð a�
(î÷åâèäíî, ÷òî �( , )a a� 1).

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç âåêòîðà a * , åñëè èñïîëüçî-

âàòü íå áîëåå c n( )�1 ïðåîáðàçîâàíèé T a a a a
T T T k: ...* � �� � �� � �� 1 , ãäå

a T a a a1 1 1 ( ), ( , ) ;* *
� a T a a a i ki i i i� �   �1 1 1 1 1( ), ( , ) , , , ;� � k c n� �( )1

è âûïîëíåí ï. 3 ëåììû 2. Ïðèìåíèâ ëåììó 2, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñòàåòñÿ ñïðàâåäëè-

âûì, åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà a îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó ïîëèíîìîì îò n.

Î DP-ÒÐÓÄÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÁËÝÐÀ

Êðîìå çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â [3], èçó÷àåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à Áëýðà. Âõîäíûå äàííûå. Âåêòîð a a a b Zn
n � �( , , , )1

1
� ,

c c c Zn
n �( , , )1 � è b — ïîëîæèòåëüíîå öåëîå, a a a bn�  �( , , , )1 1� .
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Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x i ni ( , , )1 � çà-

äà÷è KP a c( , ) è îïòèìàëüíîå ðåøåíèå � x i ni ( , , )1 � çàäà÷è KP a c( , )� òàêèå, ÷òî

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ { } { }i x i xi i: :� � � �0 0 íåïóñòî.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è

Áëýðà? Áëýð ïðåäëàãàåò «ñëàáûé» àëãîðèòì óñòîé÷èâîñòè. Âõîäíûå äàííûå àëãî-

ðèòìà — ïàðà áëèçêèõ ÇÐ. Åñëè ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ x x, �, äëÿ êîòî-

ðûõ { } { }i x i xi i: :� � � �0 0 íåïóñòî, òî àëãîðèòì âûâîäèò «äà» è îñòàíàâëèâàåòñÿ,

èíà÷å (áëèçêèå çàäà÷è ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ) âûâîäèò ðåøåíèå îäíîé èç çàäà÷

ïàðû (ìåòîä ïîëó÷åíèÿ êîòîðîãî áîëåå ëåãêèé). Óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ñëàáûé àëãîðèòì óñòîé÷è-

âîñòè, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëþáîé ÇÐ.

Òàêèì îáðàçîì, âûñêàçàíà åùå îäíà ãèïîòåçà, ÷òî çàäà÷à Áëýðà ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé. Ýòà ãèïîòåçà óñïåøíî ðåøåíà â [7], ãäå äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 [7]. Çàäà÷à Áëýðà ÿâëÿåòñÿ DP-òðóäíîé.

Íàïîìíèì, ÷òî ÿçûê L íàõîäèòñÿ â êëàññå DP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóþò äâà ÿçûêà: L NP1 � è L NP2 �co òàêèå, ÷òî L L L �1 2 [8]. Åñëè çàäà÷à

ÿâëÿåòñÿ DP-òðóäíîé, òî îíà ïî êðàéíåé ìåðå òàêæå òðóäíîðàçðåøèìà, êàê âñå

çàäà÷è â NP è êàê âñå çàäà÷è â co NP.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Åñëè P NP� , òî äëÿ îáîáùåííî-áëèçêèõ çàäà÷ î ðàíöå íå ñóùåñòâóåò ïî-

ëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé «ñâÿçûâàåò» îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ

çàäà÷. Êðîìå òîãî, íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ óñòîé÷èâîñòè

(â èíòåðïðåòàöèè Áëýðà) äëÿ ïàðû áëèçêèõ çàäà÷ äàæå â ñëàáîé ôîðìå.
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