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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîâðåìåííûå äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, òå-
îðèè ÷èñëåííîé îáðàáîòêè ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è íàëè÷èå ñóïåðêîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü ìîùíûå èíôîðìàöè-
îííûå òåõíîëîãèè àíàëèçà ñîñòîÿíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñëîæíûõ
îáúåêòîâ ýíåðãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, à òàêæå ðåøàòü ïðîáëåìû ïðîäëåíèÿ
èõ ðåñóðñà, ðàöèîíàëüíîãî ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ è äð.

Ïî ñâîåìó ñòðîåíèþ ñëîæíûå îáúåêòû ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ èìåþò ìíî-
ãîêîìïîíåíòíóþ ñòðóêòóðó, èõ ñîñòàâëÿþùèå ðàçëè÷àþòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè, ôè-
çè÷åñêèìè è äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. ×àñòî èññëåäóåìûå ìíîãîêîìïîíåí-
òíûå òåëà ñîäåðæàò òåõíîëîãè÷åñêèå èëè ïðèðîäíûå ïðîñëîè, âêëþ÷åíèÿ, õàðàê-
òåðèñòèêè êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê
äðóãèõ ñîñòàâëÿþùèõ è ìîãóò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà äåôîðìàöèþ âñåãî òåëà,
ôîðìèðîâàíèå â íåì òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, äâèæåíèå æèäêîñòè, ìèãðàöèþ
òîêñè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è äð.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ

Îïûò ðàçðàáîòîê â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â. Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû
è äðóãèõ îðãàíèçàöèÿõ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âëèÿíèå óêàçàííûõ ïðîñëî-
åê / òðåùèí íà ôîðìèðîâàíèå, íàïðèìåð, òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, äâè-
æåíèå æèäêîñòè êàê ïî âñåìó èññëåäóåìîìó òåëó, òàê è âáëèçè ñàìèõ ïðîñëî-
åê ìîæíî ó÷åñòü ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ — äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî ñðåäèííûõ ïîâåðõíîñòåé
âêëþ÷åíèé. Îñîáåííîñòü òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé — íîâûå êëàññû êðà-
åâûõ, íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿ-
ìè íà óêàçàííûõ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòÿõ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì òàêèõ òåë ïîëó÷åíû ñïåêòðàëü-
íûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ñ ðàçðûâíûìè ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè.

Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêèõ îáîáùåííûõ çàäà÷ â ñëà-
áûõ ïîñòàíîâêàõ, à äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ âòîðîãî, ÷åòâåðòîãî (ñòåðæíåâûå
ñèñòåìû, ñîñòàâíûå òîíêèå ïëàñòèíû) ïîðÿäêîâ ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíê-
öèîíàëû ýíåðãèè, îïðåäåëåííûå íà êëàññàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé; äîêàçàíû òåîðå-
ìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé [1–5].
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Èçó÷åíèå âëèÿíèÿ åñòåñòâåííûõ èëè èñêóññòâåííûõ òîíêèõ âêëþ÷åíèé íà
èññëåäóåìûå ïðîöåññû (ôèëüòðàöèþ æèäêîñòè, âëàãîïåðåíîñ-ôèëüòðàöèþ, òåï-
ëîïðîâîäíîñòü) ïîçâîëèëî ðàñïðîñòðàíèòü óêàçàííûå óñëîâèÿ íà áîëåå îáùèå
ñëó÷àè — ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè, ñ ó÷åòîì îñî-
áåííîñòåé èõ ñòðîåíèÿ, â ÷àñòíîñòè íà òðåõñëîéíîå âêëþ÷åíèå � � � �� � �1 2 3 , ãäå
� �1 3, — ñëàáîïðîíèöàåìûå ñîñòàâëÿþùèå, � 2 — ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó íèìè
ñèëüíîïðîíèöàåìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ è äð.

Äëÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ
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ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå îáîáùåííûå çàäà÷è (çàäà÷è â ñëà-
áûõ ïîñòàíîâêàõ) [5], çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïîèñêå ôóíêöèè (âåêòîð-ôóíêöèè)
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ùèé ãëàâíûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ è ãëàâíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Â [5] ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Í . Äîêàçàíû òåîðå-
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ãäå c c h1 2, ,� �const 0 — íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàç-

áèåíèÿ ÷àñòè �1 ãðàíèöû îáëàñòè � è ñîñòàâëÿþùèõ �, íà êîòîðûõ çàäàíû

íåîäíîðîäíûå ãëàâíûå óñëîâèÿ.
Äëÿ ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö À ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÌÊÝ

Ax B� ,

ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ (3), (4), ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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ãäå h — äëèíà íàèìåíüøåé èç ñòîðîí êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðÿìîóãîëüíîé

äèñêðåòíîé ñåòêè ðàçáèåíèÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè � .
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìååì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè ðå-

øåíèÿìè, çàïèñàííûõ â öèëèíäðè÷åñêèõ è ïîëÿðíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.
Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå îöåíêè ïî ïîðÿäêó øàãîâ äèñêðåòèçàöèè íå õóæå

èçâåñòíûõ äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ ñ ãëàäêèìè ðåøåíèÿìè.
Äëÿ ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ çàäà÷ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà çàìåíû íåîäíîðîä-
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òåñòâåííûìè óñëîâèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà �� 0 . Íàéäåíà
îöåíêà ïîãðåøíîñòè âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ
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ãäå h — íàèáîëüøèé äèàìåòð êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ó÷àñòêîâ çàäàíèÿ íåîäíî-
ðîäíûõ ãëàâíûõ óñëîâèé.

Â ðàáîòå [5] äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçíîîáðàçíû-
ìè òèïàìè óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (â òîì ÷èñëå ñ ãëàâíûìè íåîäíîðîäíûìè) ñôîð-
ìóëèðîâàíû êëàññè÷åñêèå îáîáùåííûå çàäà÷è â ñëàáûõ ïîñòàíîâêàõ, îïðåäåëåí-
íûå íà êëàññàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé; äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé äàííûõ çàäà÷; äîêàçàíû òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïðèáëèæåííûõ îáîáùåííûõ ðàçðûâíûõ
ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè âèäà (6).

Äëÿ ýòèõ çàäà÷ ðàññìîòðåíû âîïðîñû èñïîëüçîâàíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà �� 0 äëÿ
çàìåíû íåîäíîðîäíûõ ãëàâíûõ óñëîâèé åñòåñòâåííûìè. Äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
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Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ êâàçèëèíåéíûõ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè ñî-
ïðÿæåíèÿ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà â ïîëÿðíîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäè-
íàò, à òàêæå äëÿ çàäà÷ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ òåë, ñîäåð-
æàùèõ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûå â ïðîñòðàíñòâå òîíêèå ïðîñëîéêè è òðåùèíû.

Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîâûøåííî-
ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óñëîâíî êîððåêòíûõ çàäà÷
Íåéìàíà è òèïà Íåéìàíà. Äëÿ ðàçíîîáðàçíûõ òèïîâ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ñôîð-
ìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè — íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
êëàññè÷åñêèõ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷, ñâÿçûâàþùèå âíóòðåííèå ðàñïðå-
äåëåííûå èñòî÷íèêè / ñòîêè f òåëà� � � , ìîùíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ïîòîêîâ g è
èñòî÷íèêè / ñòîêè � íà òîíêèõ âíóòðåííèõ âêëþ÷åíèÿõ � â âèäå

f dx g d d� � ��� �

��

� �

�

. (10)

Ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàáûå çàäà÷è íà êëàññàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé
ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Àíàëîãè÷íî [6] ðàç-
ðàáîòàíà ìåòîäèêà çàìåíû ýòèõ çàäà÷ ýêâèâàëåíòíûìè, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà
ìíîæåñòâàõ áåç èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò â íà-
õîæäåíèè ôóíêöèè u H� , óäîâëåòâîðÿþùåé � �w H 0 òîæäåñòâó

a u v v1 1( , ) ( )� � , (11)

ãäå äëÿ åñòåñòâåííûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ H Í H H� �, 0 , à äëÿ çàäà÷ ñ ãëàâ-

íûì óñëîâèåì ñîïðÿæåíèÿ, îòðàæàþùèì çàäàíèå ñêà÷êà � èñêîìîãî ðåøåíèÿ:

H v Í v� � �{ :[ ] }
�

� , H v Í v0 0� � �{ :[ ]
�

}, H v v W
i

i� �{ : ( )
�

�
2
1 , i �1 2, },

a u v a u v udx vdx1 ( , ) ( , )� � � �
� �

, � �1 ( ) ( )v v vdx� � �
�

.

Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (11), êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ðàçðûâíîé ôóíêöèåé, ìèíèìèçèðóþùåé íà Í ôóíêöèîíàë

�( ) ( , ) ( )z a z z z� �1 12� .

Ôàêòû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàå-
ìûõ çàäà÷ Íåéìàíà óñòàíîâëåíû íà îñíîâå äîêàçàííîãî äëÿ êëàññà ðàçðûâíûõ

ôóíêöèé v H� îáîáùåííîãî íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå

v dx c v vdx vdx v d2

2

2
 � � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� ���
���

[ ] �

�

.

Çàìå÷àíèå 1. Íåêîòîðûå èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ, íàïðèìåð óñëîâèÿ ñîá-
ñòâåííîãî ñîñðåäîòî÷åííîãî èñòî÷íèêà, îáåñïå÷èâàþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Íåéìàíà [5].

Â ðàáîòå [7] àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷ Íåéìàíà ïðèìåíè-
òåëüíî ê ìíîãîêîìïîíåíòíûì ñðåäàì ñ íåñêîëüêèìè òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè.

Ðåçóëüòàòû èç [8] ðàñïðîñòðàíåíû íà êðàåâûå çàäà÷è òèïà Íåéìàíà äëÿ óðàâíå-
íèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà, îïèñûâàþ-
ùèå ïðîãèáû ñîñòàâíûõ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì ñ îäíîé è äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Íåóñòàíîâèâøèåñÿ ïðîöåññû äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ñæèìàåìûõ ìíîãîêîì-
ïîíåíòíûõ ãðóíòîâûõ ñðåäàõ ñ òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè è íåóñòàíîâèâøèåñÿ ïðî-
öåññû ôîðìèðîâàíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñïëîøíûõ
ñðåäàõ îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè çàäà÷àìè
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà.

Â ðàáîòàõ [2–4, 9, 10] ñôîðìóëèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå ñëà-
áûå çàäà÷è, îïðåäåëåííûå íà êëàññàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Äîêàçàíû òåîðåìû

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 4 49



50 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 4

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðàçðûâíûõ ñëàáûõ ðåøåíèé. Íà îñíîâå èñïîëü-
çîâàíèÿ êëàññîâ ðàçðûâíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ôóíêöèé ÌÊÝ ïî-
ñòðîåíû âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èõ äèñêðåòè-

çàöèè. Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé u x t
k
N ( , ) ÌÊÝ íàéäåíû îöåíêè

|| ||u u ch
k
N

W L
k� 


	2
1

2
, (12)

à äëÿ äèñêðåòíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåíèÿ U xj ( ), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ

ÌÊÝ è ðàçíîñòíîé ñõåìû Êðàíêà–Íèêîëñîíà, èìååì îöåíêó

|| || || || ( )/z z ñ hm j
W

j

m
k2

0 1 2
2

0

1
2 4

2
1

� 
 ��
�

�

�� � � , (13)

ãäå �0 , c � �const 0 , z u x t U xj j
j� �( , ) ( ) , t jj � � , j m� 0, , � � T m/ .

Äàííûå îöåíêè ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïî ïîðÿäêàì øàãîâ äèñêðåòèçà-
öèè h , � ïðåäëîæåííûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ëèíåéíûõ (â òîì ÷èñëå
ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé òåïëîåìêîñòè), êâàçèëèíåéíûõ ïàðà-
áîëè÷åñêèõ è ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ [11, 12] çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íå-
èäåàëüíîãî êîíòàêòà íå õóæå èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷
ñ ãëàäêèìè ðåøåíèÿìè.

Â ðàáîòå [7] àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷
ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ, îïðåäåëåííûõ íà íåñêîëüêèõ ïîâåðõ-

íîñòÿõ ðàçðåçà îáëàñòè � , à òàêæå ñîñòàâíûõ òîíêèõ âêëþ÷åíèé, ñ óñëîâèÿìè
ñîïðÿæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ òåïëîåìêîñòåé íà ñîñòàâíûõ òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ.

Ðàññìîòðåíû âîïðîñû çàìåíû ãëàâíûõ íåîäíîðîäíûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ
åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà �� 0 . Ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ âîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ u� èìååò ìåñòî îöåíêà

|| ||u u c
W L
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	� �

2
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2
, (14)

à äëÿ ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è
èìååì
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. (15)

Â ðàáîòàõ [3, 4, 7, 9, 10, 13] ñôîðìóëèðîâàíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî óïðóãîãî ðàâíîâå-
ñèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåä ñ ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûìè â ïðîñòðàíñòâå òîí-
êèìè âêëþ÷åíèÿìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññîâ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû ñî-
îòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå îáîáùåííûå (ñëàáûå) çàäà÷è, îïðåäåëåííûå íà
êëàññàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðàçðûâíûõ ðåøåíèé. Íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ êëàññîâ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ÌÊÝ ïî-
ñòðîåíû âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èõ äèñêðåòèçà-

öèè. Äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé u x t
k
N ( , ) ÌÊÝ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|| ||u u ch
k
N

L L
k� 
	 �2

, (16)

à äëÿ äèñêðåòíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåíèÿ U xj ( ) , ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ

ÌÊÝ è ðàçíîñòíîé ñõåìû Êðàíêà–Íèêîëñîíà, èìååì

max || || ( )
,j m

j j
L

kU u ñ h
�
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0

2
2

� , u u x tj
j� ( , ) . (17)

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè âèäà (16), (17) íàéäåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñëîâèé
ñîïðÿæåíèÿ, â òîì ÷èñëå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ.



Ðàññìîòðåíû âîïðîñû çàìåíû ãëàâíûõ íåîäíîðîäíûõ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ
åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè ñ ïðèìåíåíèåì ìàëîãî ïàðàìåòðà �� 0 . Ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ âîçìóùåííîãî ðàçðûâíîãî ðåøåíèÿ èìååò ìåñòî îöåíêà âèäà (14).

Âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ èññëåäîâàíû â ðàáîòå [7] è äð.

Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìîòðåíû äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñ-
êèõ, ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòèêî-ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé [14]. Èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíûõ ïîëåé è ïðîöåññîâ ñâîáîäíûõ êîëåáà-
íèé, óñòîé÷èâîñòè ñîñòàâíûõ òåë îáóñëîâëèâàåò ðàçíîîáðàçíûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà
(ñ ðàçðûâíûìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè) [5, 13, 15, 16]. Äëÿ äàííûõ çàäà÷
ñôîðìóëèðîâàíû êëàññè÷åñêèå ñëàáûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, îïðåäåëåííûå íà
êëàññàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé. Ýòè çàäà÷è ïîçâîëèëè ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññîâ
ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ÌÊÝ ïîñòðîèòü ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èõ
÷èñëåííîé äèñêðåòèçàöèè:

0 2
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l l
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W l

k� 
 � �

2
1


 , (18)

ãäå 
 � 0 äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, 
 �1 äëÿ îïåðàòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà, k — ñòåïåíü ïîëèíîìîâ ÌÊÝ (ïðè 
 �1, k � 3), vl — l-ÿ ñîáñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ l-ìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 	 l çàäà÷è, v
l
kN , 	

l
kN — ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïðèáëèæåíèÿ vl , 	 l , ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ. Çàìåòèì, ÷òî
îöåíêè (18) ïî òî÷íîñòè íå õóæå àíàëîãè÷íûõ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷
ñ ãëàäêèìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è èññëåäîâàíû
äëÿ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà â äåêàðòîâîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ïîëÿðíîé ñèñ-
òåìàõ êîîðäèíàò, äëÿ îïåðàòîðîâ òåîðèè óïðóãîñòè — â äåêàðòîâîé è öèëèíäðè-
÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò [5], äëÿ îïåðàòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà — â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå [16]. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ
ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè â êðàåâûõ óñëîâèÿõ è óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ [5].

Âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà
òî÷íîñòè äëÿ ñèñòåì äèíàìè÷åñêîãî óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ
òåë ñ ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿìè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [4, 6–9, 13].

Âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ÷èñëåííîé
äèñêðåòèçàöèè òåðìîóïðóãèõ çàäà÷ ñîñòàâíûõ òåë ðàññìîòðåíû â [17, 18].

ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
ìîæíî óñïåøíî ðåøàòü â ñæàòûå ñðîêè ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ íåîáõîäèìûõ îá-
ùåñòâó îáúåêòîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, ðàöèîíàëüíîãî ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ,
ýêîëîãèè è äð.

Â ýòîì ñìûñëå ýôôåêòèâíû ñàìîíàñòðàèâàåìûå íà êîíêðåòíûé îáúåêò èí-
ôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, êîòîðûå ïóòåì ó÷åòà îïðåäåëåííûõ âñïîìîãàòåëü-
íûõ äàííûõ î ïîâåäåíèè îáúåêòà àâòîìàòè÷åñêè ïðîâåäóò óòî÷íåíèÿ íåòî÷íî çà-
äàííûõ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ è ïîçâîëÿò ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ïðîàíàëèçè-
ðîâàòü äèíàìèêó èññëåäóåìûõ ÿâëåíèé ïðè èçâåñòíûõ óñëîâèÿõ âëèÿíèÿ.

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñàìîíàñòðàèâàíèÿ îïðåäåëåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõ-
íîëîãèé íà êîíêðåòíûé îáúåêò òðåáóåò îáåñïå÷åíèÿ ýòèõ òåõíîëîãèé ñðåäñòâàìè
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îáúåêòîâ è ïàðàìåòðîâ óñëîâèé âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé. Ñîçäàíèå òàêèõ ñðåäñòâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîáëåìîé.

Âîïðîñàì èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ðàçíîîáðàçíûõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ
ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ ðàáîò. Â ðåøåíèè îá-
ðàòíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíû ãðàäèåíòíûå ìåòîäû
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Î.Ì. Àëèôàíîâà [19], êîòîðûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 âîññòà-
íàâëèâàåìîãî ïàðàìåòðà u�� ðåàëèçóþò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

u u pn n n n� � �1 � , n n� 0 1, , , *
� , (19)

ãäå äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà pn è êîýôôèöèåíòà � n íåîáõîäèìî
çíàòü ãðàäèåíò �Jun

ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè

J v Av f
F

( ) || ||� �
1

2

2 , (20)

îïðåäåëåííûé â òî÷êå v un� , Av A vi i
N�
�

{ }
1

, A v y vi
i

� ( )
�

— ñëåä íà � i ñîñòî-

ÿíèÿ ñèñòåìû y y v� ( ), à f f i i
N�
�

{ }
1

— âåêòîð äàííûõ íàòóðíûõ íàáëþäåíèé

íà ïîâåðõíîñòÿõ � i , i N�1, .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàäèåíòíûå ìåòîäû (19) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
èäåíòèôèêàöèè âåêòîðíûõ, ôóíêöèîíàëüíî-âåêòîðíûõ èëè ñêàëÿðíûõ ïàðàìåò-
ðîâ u�� .

Â ðàáîòå [19] íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëåíî òðåì ìåòîäàì âûáîðà êîýôôè-
öèåíòà � n è íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà pn äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà (19) ( )n �1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è

Au f� , u��, f F� ; (21)

• äëÿ ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ îøèáîê

p Jn un
� � , � n

n

u

e

J
n

�
�

|| ||

|| ||

2

2
; (22)

• äëÿ ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà

p Jn un
� � , � n

u

u

J

AJ

n

n

�
�

�

|| ||

|| ||

2

2
; (23)

• äëÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

p J pn u n nn
� � � �� 1 , � 0 0� , � n

u

u

J

J

n

n

�
�

�
�

|| ||

|| ||

2

2
1

, � n
u n

n

J p

Ap

n�
�( , )

|| ||2
. (24)

Çäåñü �Jun
— ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà (20) ïðè u un� , e Au fn n� � .

Ìåòîä ìèíèìàëüíûõ îøèáîê (19), (22) äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà À
ïîëó÷àþò ïðè âûáîðå øàãà ñïóñêà íà êàæäîé îïåðàöèè èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà

|| || || || || || (u u u J u u u u un n n u n n nn� � � � � � � � � �1
2 2 2 2� � , � � �J Ju n un n

) || ||� 2 2 .

Ìèíèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïî � n äîñòèãàåòñÿ ïðè

� n
n

u

e

J
n

�
�

|| ||

|| ||

2

2
.

Â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà øàã âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ôóíêöèîíàëà

|| || || || (A f A f Au fu u n nn n�
� � � � �

1

2 2 2� , AJ AJu n un n
� � �) || ||� 2 2 .

Ìèíèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïî � n äîñòèãàåòñÿ ïðè � n
u

u

J

AJ

n

n

�
�

�

|| ||

|| ||

2

2
.
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Ïóñòü u , v �� è ïðè 	�( , )0 1 èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

lim
( ( )) ( )

,*

	

	

	


� � �
� �

0

J u v u J u
u v u ,

(25)

ãäå u Jun

* � � — ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî [20] ôóíêöèîíàëà (20) â òî÷êå u ïî íàïðàâ-

ëåíèþ z v u� � .
Äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿìè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ëè-

íåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [7–10], èìååì

u v u J v u u v u L v u Au f Av Auu
* , , ( , ) ( ) ( , )� � � � � � � � � � �� , (26)

ãäå �( , )� � , L( )� — íåêîòîðûå áèëèíåéíàÿ è ëèíåéíàÿ ôîðìû.
Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (26) ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàäèåíòà

ôóíêöèîíàëà (20) ïðè u un� ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ ïðè u un� è
ñîîòâåòñòâóþùåé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ �Jun
äëÿ êàæäîãî

øàãà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (19) èäåíòèôèêàöèè ðàçíûõ, â òîì ÷èñëå è íåñêîëüêèõ
îäíîâðåìåííî, ïàðàìåòðîâ ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ, ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñ-
êèõ, ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîãîêîìïî-
íåíòíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì [21–25], èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñîñòàâíûõ
ñòåðæíåâûõ ñèñòåì, ñîñòàâíûõ òîíêèõ ïëàñòèí, ìíoãîêîìïîíåíòíûõ òåë óïðóãîãî,
òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ [26, 27].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èäåíòèôèêàöèè ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëó-
÷àåì íåëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåì
ãðàäèåíòíûå ìåòîäû (19).

Â ðàáîòàõ [21, 28] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îäíîâðåìåííîé èäåíòèôèêàöèè
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè 	 è ìîùíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà � 2 íà ïîâåðõ-
íîñòè òîíêîé ïëàñòèíû, ðàññìîòðåííîé ðàíåå â [19], ãäå èäåíòèôèöèðîâàëàñü
ëèøü ìîùíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà. Çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íà îáëàñòè
� �T T� 	 ( , )0 îïðåäåëåíî óðàâíåíèå

Ñ
y

t x

y

x

�

�
�
�

�

�

�

�

�
�

�

�
�	 . (27)

Çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ:

�
�

�
�

�

	 �
y

x x 0
1 , 	 �

�

�
�

�

y

x x l
2 , t T�( , )0 . (28)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå:
y x y x( , ) ( )0 0� , x �� . (29)

Ñëåäóÿ [19], ïðèíÿòî: l � 0,003 ì, T � 20 c, 	 � 0 721,
êÂò

ìÊ
, �1 0 ,

� �2 2

2

2

50 0 10

50 1000

� �

�

� �
( )

, , [ , ],

, ,

t

t t

t

êÂò

ì
ïðè

êÂò

ì
ïðè t �

!

"
##

$
#
#

[ , ],10 20

y0 0 , C � �2 06 106,
êÂò ñ

ì K3
.

Çàäàíî
y d t f ti i( , ) ( )� , i �1 2, , (30)

ãäå d1 0 002� , ì, d2 0 001� , ì. Â çàäà÷å (27)–(30) 	 �, 2 — íåèçâåñòíûå.
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Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä
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, ( , ) \x t T d�� � ,
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x
0 , x l� 0, , t T�( , )0 ,

[ ]
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y u d t f tn

x d
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�
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'
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( ( ; , ) ( )) , i � 1, 2,



t T�

� 0, x ��.

Â ýòîì ñëó÷àå � +Ju n nn
(
~

,
~

)
 

1 2

, ãäå

~ ( ; , )

 
 
 
n

ï
lT T

x

y u x t

x
dxdt
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x
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2
00 0

0
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�
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�

��� � �
0
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x l
dt� �

,

~
( , )
 
n t

2
0� , || ||

~ ~� + � �J dtu n n

T

n

2 2 2

0
1 2


 
 ,


( , )x t — ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è.
Â ðåçóëüòàòå èäåíòèôèêàöèè ïîëó÷èëè

ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðà 	 ñ îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòüþ � 
 0 22, % è çíà÷åíèåì íåâÿç-

êè || || ,ln � � �3 48 10 26 . Ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà

� 2 ( )t ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëî ñ òî÷íûì çíà÷å-
íèåì (íà ðèñ. 1 êðèâûå ôàêòè÷åñêè ñîâìåñ-
òèëèñü). Â êà÷åñòâå èçâåñòíûõ çíà÷åíèé
f t f t1 2( ), ( ) èñïîëüçîâàíû àíàëîãè÷íî [19]
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (27)–(29)
ïðè òî÷íûõ äàííûõ 	 , � 2 ( )t .

Â ðàáîòå [21] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
èäåíòèôèêàöèè ñêîðîñòè êîíâåêòèâíîãî ïå-
ðåíîñà çàäà÷è äèôôóçèè-êîíâåêöèè. Íà îá-
ëàñòè � �Ò Ò� 	 ( , )0 , � � ( , )0 1 , T �1 , îïðå-
äåëåíî óðàâíåíèå

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�
��

y

t x
k

y

x
vy f

~
. (31)

Ïðèíÿòî k �1 . Èäåíòèôèêàöèÿ ñêîðîñòè v è� ïðîâîäèëàñü íà ìíîæåñòâå íå-
ïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ò.å. u u t C T� � �( ) ([ , ])� 0 . Ðàññìîòðåíû òðè ñëó÷àÿ:

v � 2 , v t� , v t� �sin ( )� 1 . Êðàåâûå, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ôóíêöèÿ
~
f äëÿ êàæ-

äîãî ñëó÷àÿ ïîäáèðàëèñü òàêèìè, ÷òîáû òî÷íîå ðåøåíèå èìåëî âèä

ó x t õ õt( , ) � � �2 7 . Òîãäà � �Ju nn

~
 , ãäå
~
 
n

l
ó

x
dx� �
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0

, || ||
~� � �J dtu n
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n
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0


 ,


( , )x t — ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è:

�

�
�
�

�

�

�

�

�
�

�

�
��

�

�


 
 


t x
k

x
u

x
n , ( , ) \x t T d�� � ,


 
( , ) ( , )0 0t l t� � , t T�( , )0 ,

[ ]

x di�

� 0 , k
x

y u f

x d

n i

i

�

�

%

&
'

(

)
* � � �

�



( ( ) ) , x di� , t T�( , )0 , i N�1, .
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Ðèñ. 1

� � �10 3

2

êÂò

ì

òî÷íîå ðåøåíèå

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

t, c



Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè ñêîðîñòè v ïðè ðàçëè÷íûõ òðåõ òî÷íûõ åå çíà÷å-

íèÿõ ñîîòâåòñòâåííî ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2: ðèñ. 2, à (v t( ) � 2 , || || ,ån � � �311 10 4);

ðèñ. 2, á (v t� , || || ,ån � � �184 10 4); ðèñ. 2, â ( ( ) sin( )v t t� �� 1 , || || ,ån � � �215 10 4).

Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû òî÷íûå, à çíàêîì + — ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíû ÷åòûðå òî÷êè íàáëþäåíèÿ: d1 � 0,2,
d2 � 0,4, d3 � 0,6, d4 � 0,8.

Â ðàáîòå [29] ðàññìîòðåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè
Dintra ìèêðî÷àñòèö íàíîïîðèñòîé ñðåäû. Çäåñü ñîñòîÿíèå äëÿ ò-é ñîñòàâëÿþùåé
ñëîèñòîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé

�
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�

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

q t r z

t
D

q

r r

q

r

m m m
m

( , , )
intra

2
2

�
, r R�( , )0 , ( , )t z mT�� ,

�

�
�

�

q

r

m

r 0

0 , ( , )t z mT�� , q k c t zm r R m m�
� ( , ) , ( , )t z mT�� ,

q
t�

�
0

0 , r R�( , )0 , z m�� , m M�1, ,

ãäå M — êîëè÷åñòâî ñëîåâ � m ñëîèñòîé ñðåäû, q cm m, — êîíöåíòðàöèÿ âå-
ùåñòâà ñîîòâåòñòâåííî â ñîðáèðîâàííîì âèäå è â æèäêîñòè â m-ñëîå, R — äè-
àìåòð ñôåðè÷åñêèõ ìèêðî÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ìàòðèöó íàíîïîðèñòîé ñîñòàâ-
íîé ïëàñòèíû, km — íåêîòîðûé ïàðàìåòð, � �mT m T� 	 ( , )0 .

Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä
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m
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 m r R�
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 m t T
t r( , )

�
� 0 , r R�( , )0 .

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè
D D tintra intra� ( ) ãðàäèåíò èìååò âèä

� �
�

�

�

�

�

�
��

�

�
���J

r
r

q

r
dru

R
m

mn

0

2 
 , t T�( , )0 .

Âòîðàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòîâ âðåìåííîé îò-
ðåçîê äèôôóçèè áûë ðàçáèò íà ïÿòü ðàâíîìåðíûõ èíòåðâàëîâ ïî 200 ñ. Íà êàæ-
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Ðèñ. 2

à á â

v v v

t



äîì ýëåìåíòàðíîì âðåìåííîì îòðåçêå êîýôôèöèåíò Dintra ïðåäïîëàãàëñÿ ïîñòî-
ÿííûì. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî âðåìåííîãî îòðåçêà [ , ]t tj j�1
èìååì

� �
�

�

�

�

�

�
��

�

�
����

�

J
r

r
q

r
drdtu

m
R

t

t

n

j

j

2

0

1

.

Íà ðèñ. 3 ñïëîøíîé ëèíèåé
îòîáðàæåíû ðåçóëüòàòû èäåíòè-
ôèêàöèè êîýôôèöèåíòà äèôôó-
çèè Dintra , çàâèñÿùåãî îò âðåìå-
íè, à ìàðêåðîì , îòìå÷åíû ïî-
ëó÷åííûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
âîññòàíàâëèâàåìîãî ýòîãî æå êî-
ýôôèöèåíòà Dintra â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî îí ïîñòîÿííûé íà
êàæäîì ýëåìåíòàðíîì âðåìåí-
íîì îòðåçêå [ , ]t tj j�1 .

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷, íàïðèìåð ïðîäëåíèÿ ðå-

ñóðñà ñëîæíûõ ñîîðóæåíèé, ïîñêîëüêó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåñëîæíî ïðîâîäèòü
íàáëþäåíèÿ çà èçìåíåíèåì äàâëåíèé, íàïðÿæåíèé, ìîùíîñòåé òåïëîâûõ ïîòîêîâ, öå-
ëåñîîáðàçíî ýòè äàííûå èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ. Â ðàáîòå [30] ðàñ-
ñìîòðåíû âîïðîñû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïðè
íàáëþäåíèÿõ çà ìîùíîñòÿìè òåïëîâûõ ïîòîêîâ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïóñòü â çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè

�

�
�
�

�

�

�

�

�
�

�

�
��

y

t x
u x t

y

x
f x t( , ) ( , ) , ( , )x t T�� ,

�
�

�
� � �u

ó

x
ó
 � , x � 0 , t T�( , )0 , (32)

u
ó

x

�

�
� �1 , x l� , t T�( , )0 , ó x y x( , ) ( )0 0� , x l� �� ( , )0 ,

êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè íåèçâåñòåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè x l� èçâåñ-
òíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à íà � �0 � èçâåñòíà ìîùíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà:

y l x f t( , ) ( )� 0 , u
y

x
f x t

�

�
�

�
�

0
0

1 ( , ) , t T�( , )0 . (33)

Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä

J u y u l t f t dt u
y u

x
f x t

T

( ) ( ( ; , ) ( ))
( )

( , )� � �
�

�
�

�

�
�

�
�

1

2
0

2

0

1
�
�

�

�

�
��

�

�

�
��

��
2

0 0

dxdt

T

�

. (34)

Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè 
( , ) ( , )x t W T� 0 , êîòî-
ðàÿ � �z x V( ) 0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

�
�

�

�

�
�

�

�
�� � � �






t
z a u z y u l t f t z ln n, ( ; , ) ( ( ; , ) ( )) ( )0

�
�

�
�

�

�
��

�

�
��

�

�� u
y u

x
f u

z

x
dxn

n
n

( )
1

0�

, t T�( , )0 ,


 | t T� � 0, x �� .
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Ðèñ. 3

D
m

n
intra

11 10 8, � �

8 8 10 9, � �

6 6 10 9, � �

4 4 10 9, � �

2 2 10 9, � �

0 t,
ìèí



Ïóñòü ðåøåíèå u x t( , ) çàäà÷è (32), (34) èùåòñÿ â âèäå

u u x t t xm i

i

m

i� � �
�
�( , ) ( ) ( )
 �

1

0 ,

ãäå { ( )}� i i
mx
�1

— ñèñòåìà èçâåñòíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé íà �,


 
i i t� ( ) , i m�1, , — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
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Çàìå÷àíèå 2. Åñëè � � � � ��C T v t C T v([ , ]) { ( ) ([ , ]): }0 0 0 , òî
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Çàìå÷àíèå 3. Åñëè u u t u t tn i
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Çàìå÷àíèå 4. Åñëè � � � ���R ( , )0 , òî
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Çàìå÷àíèå 5. Åñëè èäåíòèôèêàöèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïëàñ-
òèíû ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ñëàáîé çàäà÷è åå ñîñòîÿíèÿ, òî ïðè u u x� � �( ) �

� �C ( )� èìååì

~ ( )
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Åñëè u u t C T� � � �( ) ([ , ])� 0 , òî
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Åñëè � � �R , òî
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T
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Â ðàáîòàõ [31–33] èññëåäîâàíû âîïðîñû èñïîëüçîâàíèÿ ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö äëÿ èäåíòèôèêàöèè çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íåêîòî-
ðûõ ïàðàìåòðîâ ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñèñòåì, à òàêæå çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè ñîñòàâíûõ òåë.
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Ðàññìàòðèâàÿ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà u t( ) íà
âíåøíåé ñòîðîíå ïëàñòèíû òîëùèíû b ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòó-
ðû íà ïðîòèâîïîëîæíîé åå ñòîðîíå è çàäàííûì íà íåé óñëîâèåì Ôóðüå, èìååì
çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè

�

�
�
�

�

�

�

�

�
�

�

�
�� �

y

t x
k x

y

x
f x t x t T( )
~

( , ), ( , ) � ,

� �T T� 	 ( , )0 , � � ( , )0 b ,

�
�

�
� � �k

ó

x
ó
 � , x � 0 , t T�( , )0 ,

k
ó

x
u t

�

�
� ( ) , x b� , t T�( , )0 ,

ó x y x( , ) ( )0 0� , x �� , (35)

ãäå â òî÷êå x � 0 ïðè t T�( , )0 èçâåñòíà òåìïåðàòóðà

ó t f t( , )
~

( )0 0� . (36)

Ïóñòü
u u t u tm l

l

m

l� �
�
�( ) ( )

1

� , um m� �� � , u Rl � , l m�1, . (37)

Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è (35) åå ðåøåíèå y u x tm( ; , ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

y u x t u y x t y x t u y x tm l

l

m

l l

l

m

l( ; , ) ( ; , ) ~ ( , ) ( , )� � �
� �
� �

1

0

1

� � ~ ( , )y x t0 , (37�)

ãäå ~ ( , )y x t0 — ðåøåíèå çàäà÷è (35) ïðè u � 0 .
Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì l êàæäóþ çàäà÷ó (ïî íàõîæäåíèþ ðåøåíèé

y x tl ( , )) ðåøàåì ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ, ò.å.

y x t y x t t xl l n i
l

i

i

n

( , ) ( , ) ( ) ( )� �
�
�
 �

1

.
(38)

Ñ ó÷åòîì (38) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ 
 
 
l l
n
lt t t( ) ( ), , ( ))�

1
�

T èìååì çà-

äà÷è Êîøè
M t K t f tl l l

� ( ) ( ) ( )
 
� � , l m�1, , 
 l ( )0 0� . (39)

Ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

y x t y u x t u y x tn
m

n m l
l

l

m

( , ) ( ; , ) ( , )� �
�
�

1

,

ãäå y x t y x t t xl
l i

l
i

i

n

( , ) ( , ) ( ) ( )� �
�
�n 
 �

1

. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ y x tl ( , ) ïðèíàäëåæàò êëàññó

C k
T

�1 1, ( )� . Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

|| || ( , )Au Au chm m L T
k� 


2 0 ,

ãäå c h� �const 0, — íàèáîëüøàÿ èç äëèí âñåõ ýëåìåíòàðíûõ îòðåçêîâ ÌÊÝ,
k — ñòåïåíü ïîëèíîìîâ ÌÊÝ. Çäåñü

Au u y t Au fm l
l

l

m

m� + �
�
� ( , )0

1

0 , t T�( , )0 . (40)
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Ðåøèâ çàäà÷è Êîøè (39) ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷èì

äèñêðåòíîå ïðèáëèæåíèå A uj
m , j M�1, , îïåðàòîðà Au tm j( ) , ãäå Ì �1 — êîëè-

÷åñòâî òî÷åê t j äèñêðåòèçàöèè îòðåçêà [ , ]0 T ,

A u y t u f tj
m

l

l

m

j i j� �
�
�

1

00( , ) ( ), j M�1, ,

èëè
Au f� , (41)

ãäå A
M m

�
	

� — ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, A aij i j
M n�
� �

{ }
,

,
1 1

, a y tij
j

i� ( , )0 ,

f f i
i
M�
�

{ }
1

, f f ti
i� 0 ( ) , t Ti �( , ],0 t TM � .

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (35), (36) ñâåäåíû ê ðåøåíèþ ñèñòåìû
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (41) â îáùåì ñëó÷àå ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé À.

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈßÌÈ ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â ðàáîòàõ [7–10] ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ âíóòðåííèìè èñòî÷íèêàìè, ïàðàìåòðàìè êðàåâûõ óñëîâèé, ïàðàìåòðàìè
óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ, íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ðàçíîîáðàçíûõ ìíîãîêîìïîíåí-
òíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ïðè ðàçëè÷íûõ íàáëþäåíèÿõ çà ñîñòîÿíèÿìè
ñèñòåì (ïî âñåìó ìíîãîêîìïîíåíòíîìó òåëó, íà ÷àñòè èëè ïî âñåé åãî ïîâåðõ-
íîñòè, òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ, îòäåëüíûõ åãî ñå÷åíèÿõ), â òîì ÷èñëå ïðè êîìáè-
íèðîâàííûõ óïðàâëåíèÿõ è íàáëþäåíèÿõ. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ äî-
êàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèîíàëàìè êà÷åñòâà, ò.å. äîêàçàíû
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ýëåìåíòà u � ��� �, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî óñëîâèþ

J u J v
v

( ) ( )�
� �

inf
�

,

ãäå � — ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé, �� — âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

J v Cy v z u ug( ) || ( ) || ( , )� � �
� ��
2 , (42)

� — íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, zg — çàäàííûé ýëåìåíò ïðîñòðàí-
ñòâà �, z v Cy v( ) ( )� — íàáëþäåíèå, y v V( )� — ðåøåíèå çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ

ñèñòåìû ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè v �� , C L V� ( ; )� , ( , ) || ||� � �
u u u� � 0

2 ,

� 0 0� �const .

Âîïðîñû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèîíàëàìè ñòîè-
ìîñòè âèäà (42) èññëåäîâàíû äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðàñïðå-
äåëåííûõ ñèñòåì: ýëëèïòè÷åñêèõ (â òîì ÷èñëå óñëîâíî êîððåêòíûõ), ïàðàáîëè÷åñ-
êèõ, ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèõ, ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêèõ, ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïñåâäî-
ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ñèñòåì óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ (óñëîâíî ñòàöèîíàðíîãî è
äèíàìè÷åñêîãî) ìíîãîêîìïîíåíòíûõ òåë, êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìíî-
ãîêîìïîíåíòíûõ òåë, äèíàìè÷åñêîãî âÿçêîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ òåë,
ïðîãèáîâ ñîñòàâíûõ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå ñ îäíèì è äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû), ïðîãèáîâ ñîñòàâíûõ òîíêèõ ïëàñòèí (â òîì ÷èñëå ïðè óñëîâèÿõ ìíîãî-
çíà÷íîñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà ñîñòîÿíèÿ è äèíàìè÷åñêèõ ïðîãèáîâ), òåðìîóïðóãî-
ãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë (â òîì ÷èñëå ïðè óñëîâèè çàäàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ
óñëîâíî êîððåêòíîé çàäà÷åé Íåéìàíà è óñëîâèÿõ íååäèíñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ äå-
ôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîãî òåëà) è äð.

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ýëåìåíò u� �� áûë îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ñîñòîÿíèÿ
êîíêðåòíîé çàäà÷è, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìîé çàäà÷åé ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-
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ñòâóþùåé ñîïðÿæåííîé çàäà÷åé è íåðàâåíñòâîì

( ( )Cy u zg� , Cy v Cy u u v u v( ) ( )) ( , ) .� � � � � � �� �� �0 (43)

Ýòî íåðàâåíñòâî â ñëó÷àå � �� � ïðèîáðåòàåò ôîðìó ðàâåíñòâà, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé êðàåâîé èëè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ðàçðûâíûì ðåøåíèåì, ïîðîæäåííîé çàäà÷åé ñîñòîÿíèÿ è
ñîîòâåòñòâóþùåé ñîïðÿæåííîé çàäà÷åé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû íîâûå êëàññû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ óñëî-
âèÿìè ñîïðÿæåíèÿ; ïîëó÷åíû êëàññû îáîáùåííûõ çàäà÷, îïðåäåëåííûõ íà êëàñ-
ñàõ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé; ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïîâû-
øåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äèñêðåòèçàöèè çàäà÷, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè
êëàññîâ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé ÌÊÝ. Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ñîçäàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé ãðàäèåíòîâ
ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâ-
ëÿþò íîâóþ òåîðåòè÷åñêóþ ïëàòôîðìó äëÿ ðàçðàáîòêè èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé, èìåþùèõ ýëåìåíòû ñàìîíàñòðàèâàíèÿ íà èññëåäóåìûé îáúåêò äëÿ
ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â ñëîæíûõ ïðoñòðàíñò-
âåííûõ îáúåêòàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàííàÿ ïëàòôîðìà ðåàëèçîâàíà â èíôîðìà-
öèîííîé òåõíîëîãèè ÍÀÄÐÀ-3D, ôóíêöèîíèðóþùåé íà êîìïëåêñå PENTIUM-ÑÊÈÒ
Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè èìåíè Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÍÀÄÐÀ-3D ðåøåíû íåêîòîðûå ñëîæíûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è.
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