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ñáëèæåíèÿ, l-ïîèìêà.

1. ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñóùåñòâóåò ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ, ïî-

çâîëÿþùèõ óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ïðåñëåäîâàíèÿ èëè óáåãàíèÿ.

Îäíèì èç âàæíûõ íàãëÿäíûõ ïðèìåðîâ äëÿ îöåíèâàíèÿ îáùåãî ìåòîäà ðàçðåøè-

ìîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíòðîëüíûé ïðèìåð Ïîíòðÿãèíà [1, 2]. Èññëåäîâàíèþ ýòîé çàäà-

÷è ïðè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèÿ èãðî-

êîâ äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àåâ ïîñâÿùåíî íåìàëî ðàáîò [3–20] è äð. Â íàñòîÿ-

ùåì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [9–11] ýòà èãðà èçó÷àåòñÿ

äëÿ ñëó÷àÿ ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óï-

ðàâëåíèÿ èãðîêîâ.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü â êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ m ïðåñëåäîâàòåëåé è óáåãàþùåãî èìåþò âèä
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ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèå óïðàâëåíèÿ íàçîâåì äîïóñòèìûìè â èãðå (1). Ïðåñëåäî-

âàíèå ñ÷èòàåòñÿ çàâåðøåííûì, åñëè â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè x yi � äëÿ

íåêîòîðîãî i m�1, .

Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî àíà-

ëîãè÷íî ðàáîòå [2] ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå: z x y z x z yi i i i i1 2 3
� � � �, � , � , ãäå

z z z Ri i i
n

1 2 3
, , � , è íàéäåì

� , ,z A z B u C i mi i i i i i� � � �� 1 , (4)
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ìèíàëüíûå ìíîæåñòâà M i , i m�1, , èìåþò âèä M z z z R zi i i i
n

i� � �{ }( , , ) :
1 2 3 1

3 0 ,

à îðòîãîíàëüíûå ê íèì äîïîëíåíèÿ L z z z R z zi i i i
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i i� � � �{ }( , , ) :
1 2 3 2 3

3 0 , i m�1, .
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Ïðåäïîëîæåíèå 1. Äëÿ èãðû (1)–(3) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 1 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) � 
 �i i/ � äëÿ ëþáîãî i ;

á) � 
 �i i/ 	 äëÿ íåêîòîðûõ i.

Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ çàäà÷à ïðåñëåäîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè.

1.2. Ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ à). Âåëè÷èíó � ïðåäñòàâèì â âèäå

� � � �� � � �1 2 � m , (6)
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Ïðåäïîëàãàÿ zi1
0� , âû÷èñëÿåì ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ   � �i i i it t t z� � �( , , , )

äëÿ âñåõ i m t t Ri
q� � � � �1 0, , ,� � è z R Mi

n
i� \ .

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà èãðû ââåäåì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

U t c t b t Si i i i i i
n( , , ) ( ( )| | ( ) ) /� � � � � �� �  � � �  � � �2 2 2 2 2 1 2 c ti i� � �( )� ,
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c

b
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2

2 2 1{ }, ��R q è S u R un n� � �{ }� : | � | 1 .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî òå çíà÷åíèÿ , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

� � � � � � �� � � � � � �  �i i i i i i i i it t z c t c t b( , ) ( ) [ ( )| | (2 2 2 2 2 t Si
n� � �) ] /1 2 ,

íàõîäÿòñÿ â ïðîìåæóòêå
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Îòñþäà è ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ äëÿ êîíòðîëüíîãî ïðèìåðà Ïîíò-

ðÿãèíà
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0� , òî èç âèäà � i i it t z( , )� âûòåêàåò ñó-
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1.3. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ â ñëó÷àå à). Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà max , ( ){ }0 � � �d
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Îòñþäà èìååì
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè �� ( , , )t t zi i íà ïðîìåæóòêå t t Ti i� � � ïîëó÷à-

åì, ÷òî óðàâíåíèå (7) äëÿ âñåõ z Mi i è t ti i, � 0, èìååò êîíå÷íîå ðåøåíèå

T t z Ti i i i( , ) � ' .

Òåïåðü îñòàåòñÿ ïîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ýòîé ôóíêöèè íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèåé T t zi i i
� ( , ) . Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (8) îòíîñèòåëüíî

t t ti, � . Ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâ-

íîé ôóíêöèè, òî îíî èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò ïåðåìåííûõ

ti è zi ðåøåíèå t T t zi i i� � ( , ) ïðè t ti	 è zi1
0� . Èç òîãî, ÷òî

| ( , ) | | |
| | | |

,�
� �

i i i i
i

i

i

i
it t z z

z z
t t� � � � �

1

2 3 ,

íàõîäèì � � �T t z T t zi i i i i i( , ) ( , ) , ÷òî âëå÷åò T t z T t zi i i i i i( , ) ( , )� � .

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Äëÿ èññëåäóåìîãî ïðèìåðà â ñëó÷àå à) ïîñòðîåíà ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ

 � �i i it t t z( , , , )� � è ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ïðè âñåõ

z R Mi
n

i� 3 \ ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åíî. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðåñëåäîâàòåëè,

äåéñòâóÿ ïîî÷åðåäíî, ìîãóò çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ti i-é ïðåñëåäîâàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå

z R Mi
n

i
� � 3 \ è ui ( )� ! 0 ïðè 0 � �� ti .

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî � � � �� � �( ), t Ti i , âûïîëíåíî

îãðàíè÷åíèå | ( )|� � � �2 d i

t

T

i

i

�
 , òî â èãðå (4) èç òî÷êè z z ti i i
� � ( ) âîçìîæíî çàâåð-

øåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ çà âðåìÿ T ti i� , ãäå T T t zi i i i� �( , ) — ïåðâûé ïîëîæèòåëü-

íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (7) ïðè z zi i� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåñëåäîâàòåëþ ñ èíäåêñîì i ñ ìîìåíòà âðåìåíè ti äî Ti

ïðåäïèøåì ñòðîèòü ñâîå óïðàâëåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u Ti i( , ( ))� �� � �

�

�

�
� � �

c T

b T
T t T zi i i

i i i
i i i i i

� �

� �
� �  � � �

( )

( )
( ) ( , , ( ), )* * � �

� �

� �

i i i i i i

i i i

i i i

T t z t t

c T

b T

( , ), ,

( )

( )
,

*� � �

�

�

�êîãäà

êîãäà t Ti i
� � �

�

�
��

�
�
�

� ,

(9)

ãäå

 � � �i i i i iT t T z� �� � �( , , ( ), )

�
�

� �
�

�

1
0 2

2| ( , )|
max , ( )

( )

�
� � �

� �

�
i i i i

i i i i
i i i

iT t z
b T

c T

b i i
i i i i

T
T t z

( )
( ( ), ( )),

�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
� � � ,

à ti
� — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

max , ( ) ( )( ( ), ( ,{0 22 2� � � � � � � �i i i i i i i i i i ib T c T T t z� � � � � ))}d

t

t

i

� �

� �| ( , ) |*� i i i iT t z 2 . (10)
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Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êîðíÿ ñëåäóåò èç ëåììû 1.

Ïîêàæåì äîïóñòèìîñòü ïðåäëîæåííîãî óïðàâëåíèÿ (9). Äëÿ ýòîãî èç (9) íà-

õîäèì, ÷òî

| ( , ( )) |u Ti i � �� � � 2

�

�

�
�

� �

c T

b T T t z

i i i

i i i

i

i i i i

2 2

2 2

2� �

� �
� �

�

�

( )

( )
| ( ) |

| ( , )|2

2 20 2

�

� � � � �max , ( ) ( )( ( ), ( ,{ � � � � � � � �i i i i i i i i i ib T c T T t z t t

c T

b T

i i i

i i i

i i i

� �� �

�

�

))} ,

( )

( )
| ( ) |

ïðè

ï

�

� �

� �
� �

2 2

2 2

2 ðè t Ti i
* ,� �

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

ïðîèíòåãðèðîâàâ â ïðåäåëàõ îò ti äî Ti , ïîëó÷èì

| ( , ( )) |
( )

( )
| ( ) |u T d

c T

b T
i i

i i i

i i i

� �
�

�
� � � �

� �

� �
� �2

2 2

2 2

2 d

t

T

t

T

i

i

i

i

��



�
�

� �

�

�
� � � �i

i i i i t

i i i i i
T t z

b T c

i

ti

| ( , ) |
max , ( )

*

*

2

2 20 2{ i i i i i iT T t z d( )( ( ), ( , ))*� �� � � � �} .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ti
� — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

	 i i it t t t( , ), 0 � � � � , à òàêæå èç òîãî, ÷òî 	 
i i it t( , ) � , íàõîäèì

t

T

i i

i

i

u T d
 � �| ( , ( )) |� � � �2

�
�

�
� �


t

T
i i i

i i i

i i i

i

i c T

b T
d t

2 2

2 2

2� �

� �
� � � � � 	

( )

( )
| ( ) | ( , ti i i i i) � � �� � 
 � .

Ïîñêîëüêó � � � 
i i i i� � , âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå | ( , ( )) |u T di i i

t

T

i

i

� �
 � � � � �2 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ïóñòü óáåãàþùèé ïðèìåíÿåò óïðàâëåíèå � � � �� � �( ), t Ti i , äëÿ êîòîðîãî

| ( ) |� � � �2 d i

t

T

i

i

�
 , à ïðåñëåäîâàòåëü ðåàëèçóåò ñòðàòåãèþ âèäà (9). Ïîäñòàâèâ ýòè

óïðàâëåíèÿ â óðàâíåíèå (4) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z t zi i i( ) � � , ïî ôîðìóëå Êîøè

ïîëó÷àåì

� � � � � ��
i i i i

A T t
i i

A T
i i iz T e z e B u Ti i i i i( ) ( ( , (

( ) ( )� � �� � �
)) ( ))� �
 C di

t

T

i

i

� � �

� � � � � ��

� � � � � � �i i i i

t

i i i i i i iT t z b T u T c

i

Ti

( , ) ( ( ) ( , ( )) (T di � �� � � �) ( ))

� � �
�

�
��

�

�
�

�

�
i i i i

i i i i

i i i i

T t z
T t z

T t z
( , )

( , )

| ( , ) |2

� � � � �max , ( ) ( )( ( ), ( ,{0 22 2� � � � � � � �i i i i i i i i i i ib T c T T t z * ))

*

}d

t

t

i

i

� �


�
�

�

�


�
�

�
�

�
�i i i i

i i i i

i i i i
T t z

T t z
T t z

( , )

| ( , )|
| ( , ) |

*

*

*

2

2 �

� � � � �max , ( ) ( )( ( ), ( ,{0 22 2� � � � � � � �i i i i i i i i i i ib T c T T t z * ))

*

}d

t

t

i

i

�

�

�
�
�
� 0 .
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî z Ti i1
0( ) � èëè x T y Ti i i( ) ( )� . Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 äîêà-

çàíà.

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5), òî â èãðå (4) â ñëó÷àå à) ïðè ïî-

î÷åðåäíîé ðåàëèçàöèè ñòðàòåãèè (9) èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

z z z zm
0

1
0

2
0 0� { , , , }� ïðè z M i mi i

0 1 �, , , âîçìîæíî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ

çà êîíå÷íîå âðåìÿ T z T t zm m m( ) ( , )0 � , ãäå T T t zm m m m� ( , ) — ïåðâûé ïîëîæè-

òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (7) ïðè i m� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü � � � �� �( ), 0 , — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâ-

ëåíèå óáåãàþùåãî. Âåëè÷èíó � ïðåäñòàâèì â âèäå (5). Òîãäà ïðåäïèøåì êàæäî-

ìó ïðåñëåäîâàòåëþ, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, ïîî÷åðåäíî ðåàëèçîâàòü ñòðàòåãèþ (9).

Ïåðâîìó ïðåñëåäîâàòåëþ ïðåäïèøåì óïðàâëåíèå (9) ïðè i �1 äî òåõ ïîð, ïîêà

� � � �( ) | p
t

d �
 1

0

. Ïðè ýòîì äëÿ îñòàëüíûõ ïðåñëåäîâàòåëåé ïîëàãàåì ui ( )� ! 0 ,

i m� 2, . Òîãäà äëÿ � � �( ), 0 1� � T , âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: | ( ) |� � � �p
T

d �
 1

0

1

èëè

| ( ) |� � � �p
T

d 	
 1

0

1

, ãäå T T z1 1 1
0� ( ) — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíå-

íèÿ (7) ïðè i �1. Â ïåðâîì ñëó÷àå â ñèëó ëåììû 2 èç òî÷êè z
1
0 ïåðâûé ïðåñëåäî-

âàòåëü çàâåðøàåò ïðåñëåäîâàíèå â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå (4) çà âðåìÿ

T T z1 1 1
0� ( ). Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóåò òàêîé ìîìåíò t T2 1� , ÷òî

� � � �( ) | p
t

d �
 1

0

2

. Òîãäà ñ ýòîãî ìîìåíòà t2 èç ïîçèöèè z z t e z
t A

2 2 2 2
02 2* ( )� � �

� �

 e C d

t A
t

( )
( )2 2

2

2

0

� � � � íà÷èíàåò ðåàëèçîâûâàòü óïðàâëåíèå (9) ïðè i � 2 âòîðîé

ïðåñëåäîâàòåëü, äëÿ êîòîðîãî äî ìîìåíòà t2 ïîëàãàëè, ÷òî u2 0( )� ! . Äàëåå, äëÿ

âòîðîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ ïîâòîðÿåòñÿ âñÿ ïðîöåäóðà ïðåñëåäîâàíèÿ, êàê è äëÿ

ïåðâîãî è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïîî÷åðåäíî ðåàëèçóÿ ñâîè óïðàâëåíèÿ u u1 2, "�
� " �um 1, ïðåñëåäîâàòåëè ìîãóò çàâåðøèòü èãðó (4) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ

z 0äî m�1-ãî øàãà çà âðåìÿ T z T t zi i i( ) ( , )0 � � , ãäå 1 1� � �i m è z z1 1
0� � . Äîêàçà-

òåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ äëÿ i � 2 , êàê è äëÿ i �1.

Åñëè èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ z 0 äî m�1-ãî øàãà íå çàâåðøèòñÿ ïðåñëåäî-

âàíèå, òî íàñòóïèò òàêîé ìîìåíò t Tm m� �1, ÷òî | ( ) |� � � �2
1

1

d m

t

t

m

m

� �

�


 , è èç òî÷êè

z z t e z e C dm m m
t A

m
t A

m

t

m m m m

m
� �� � � 
( ) ( )

( )0

0

� � � � m-é ïðåñëåäîâàòåëü íà÷èíàåò ðåà-

ëèçîâûâàòü óïðàâëåíèå (9) ïðè i m� , è óïðàâëåíèå u T t Tm m m m( , ( )),� � �� � � � ,

ïðèìåíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà | ( ) |� � � �2 d m

t

T

m

m

�
 . Èç òîãî, ÷òî � � �m � � �( 1 �

� � �� m 1 ) è ýòî åñòü ïîñëåäíÿÿ îñòàòî÷íàÿ ÷àñòü ðåñóðñà óáåãàþùåãî, òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî � � �( ), t Tm m� � , ïîëó÷àåì, ÷òî | ( ) |� � � �2 d

t

T

m

m

m

�
 . Òîãäà â ñèëó
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ëåììû 2 è ïðåäïîëîæåíèÿ 1 èç ïîëîæåíèÿ zm
* m-é ïðåñëåäîâàòåëü äî ìîìåíòà çà-

âåðøåíèÿ ïðåñëåäîâàíèÿ çàòðà÷èâàåò âðåìÿ T tm m� . Ñëåäîâàòåëüíî, èãðà (4)

ñ îãðàíè÷åíèÿìè (2), (3) äëÿ ñëó÷àÿ à) èç òî÷êè z 0 çàâåðøàåòñÿ çà âðåìÿ

T z T t zm m m( ) ( , )*0 � (îãðàíè÷åííîñòü ýòîãî âðåìåíè ñëåäóåò èç ëåììû 1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.4. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ â ñëó÷àå á). Ïóñòü zi
0 �

�  ( , , )z z z M
i i i i
1 2 3

0 0 0 ïðè âñåõ i m�1, . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó äëÿ

i k�1 2, îïðåäåëÿåòñÿ ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ âèäà

 � � � � � � � � �i i i i i i it t z b t c t( , , , ) max , ( ) ( )( ,� � � � �0 0 00 2{ i i i it z t z( , )) / | ( , ) |0 0 2} � .

Äëÿ i k m� �1 2 , ñ÷èòàåòñÿ  i � 0 . Çäåñü � � �i i i
A t

i i i i
t z e z z t zi( , ) ( )0 0 0 0

1 2

� � � �

�� i i
t z( )

3

0 ; �
�

�
�

� �

i

t

i
i

t

i

t
e

t
ei i

( ) , ( )�
�

�
�� �

1 1
; � � �
i i i� � äëÿ i k�1 1, ; �i � 0

äëÿ i k k� �1 21, .

Äëÿ èçó÷àåìîãî ñëó÷àÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

1 0
0 1

0

02

– inf max ( , , ( ), )
) [ , ] ,�� �

 � � � �
� � �

� �
V t i k

i i

t

t t z d
 . (11)

Òåîðåìà 2. Â èãðå (4) â ñëó÷àå á) èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z z z zm
0

1
0

2
0 0� { }, , ...,

ïðè z M i mi i
0 1 �, , , âîçìîæíî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ

T T z� ( )0 , ãäå T z( )0 — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (11). Ïðè

ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

T z T z
i k

i( ) min ( )
,

0

1

0

1

�
�

, (12)

ãäå T zi( )0 — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

1 0
0

0

0

� �
� � 
inf ( , , ( ), )

( ) [ , ]� �

 � � � �
V t

i i

t

t z d . (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (11). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

1
0 1

0

02

– inf max ( , , ( ), )
( ) [ , ] ,� �

 � � � �
� � �

� �

V t i k

i i

t

t t z d

� �
� � � 
min – inf ( , , ( ), )

, ( ) [ , ]i k V t
i i

t

t t z d
1 0

0

02

1
� �

 � � � �
�



�
�

�

�

�
�
. (14)

Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, íåòðóä-

íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî i k�1 1, è z Mi i
0  óðàâíåíèå (13) èìååò êî-

íå÷íûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü T T zi i� ( )0 . Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ âñåõ

i k�1 1, âåëè÷èíà �i 	 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî min ( )
,i k

iT z
�1

0

1

— ïåðâûé ïîëîæè-

òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

min – inf ( , , ( ), )
, ( ) [ , ]i k V t

i i

t

t t z d
� � �

�
�



1 0

0

01

1
� �

 � � � �



�
�

�

�

�
�
� 0 .
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Â ñèëó ýòîãî è íåðàâåíñòâà (14) íàõîäèì òðåáóåìóþ îöåíêó (12).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå á) ïðåñëåäîâàíèå çàâåðøàåòñÿ â èãðå (4) çà

âðåìÿ T T z� ( )0 . Ïóñòü óáåãàþùèé ïðèìåíÿåò ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâ-

ëåíèå � � � �� � �( ), 0 T . Òîãäà êàæäûé i-é ïðåñëåäîâàòåëü, ãäå i k�1 2, , âûáèðàåò

óïðàâëåíèå

u T

c T

b T
T T

i

i i

i i
i

( , ( ))

( )

( )
( ) ( , , ( )*

� �

�

�
� �

� � �

� �

� �
� �  � � � , ) ( , ) ,

( )

( )
( )

*z T z t

c T

b T

i i i

i i

i i

0 0 0� �

� �

� �
� �

ïðè

ïð

� �

�

�
è t T* ,� �

�

�
��

�
�
�

�

ãäå

 � � �i iT T z* ( , , ( ), )� �0

� � �
�

�

1
0 2

0 2| ( , ) |
max , ( )

( )

( )�
� � �

� �

� �
i i

i i i
i i

i iT z
b T

c T

b T
( ( ), ( , ))� � � i iT z 0�

�
�

�
�
�

,

à t * — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

1 0
1

0

02

� � �
�

max ( , , ( ), )

,i k
i i

t

T T z d � � � � .

Äîïóñòèìîñòü ýòîãî óïðàâëåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â

ëåììå 2 äëÿ óïðàâëåíèÿ (9).

Åñëè óïðàâëåíèÿ u T T i ki ( , ( )) , ,� � � �� � � � 1 2 , è � � � �� � �( ), 0 T , ïîäñòà-

âèòü â óðàâíåíèÿ (4) è ó÷åñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ z zi i( )0 0� , òî áóäåì èìåòü

� � � � � � � � �i i i
TA

i i i i i iz T e z b T u T c Ti( ) [ ( ) ( , ( )) ( )� � � � � �0 � � � �( )] ( , )d T zi i

T

� �

0

0

� � � � � ��  � � � � � i i i i i i iT z T T z d T z T T( , ) ( , , ( ), ) ( , ) ( ,0 0 0 1 � � � �, ( ), )

**

z di

tt
0

00




�



�
��

�

�

�
��
.

Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî 1 00

0

� � 	
  � � � �i i

t

T T z d( , , ( ), )

*

äëÿ âñåõ i k�1 2, ïðîòè-

âîðå÷èò òîìó, ÷òî

min ( , , ( ), )
,

*

i k
i

t

iT T z d
�

� �
�



�
��

�

�

�
��
�


1 0

0

2

1 0 � � � � .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå i0 èíäåêñà i k�1 2, , ÷òî

1 0
0 0

0

0

� � �
  � � � �i i

t

T T z d( , , ( ), )

*

.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî � i iz T
0 0

0( ) � èëè z T Mi i0 0
( )� .

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

2. ÃÐÓÏÏÎÂÎÅ ÏÐÅÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈ ÏÐÎÑÒÎÌ ÄÂÈÆÅÍÈÈ ÈÃÐÎÊÎÂ.
ÑËÓ×ÀÉ l-ÏOÈÌÊÈ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåëè ïðèìåð äîñòàòî÷íî îáùåãî õàðàêòåðà. Â íàñòî-

ÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðóïïîâîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ïðè ïðîñòîì

äâèæåíèè èãðîêîâ äëÿ ñëó÷àÿ l-ïoèìêè. Ïðè ýòîì èññëåäóåòñÿ äâà ýôôåêòà, ñâÿ-

çàííûå ñ ÷èñëîì ïðåñëåäîâàòåëåé: 1) âðåìÿ ïîèìêè ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé

ìåíüøå âðåìåíè ïîèìêè îòäåëüíîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ; 2) ãðóïïà ïðåñëåäîâàòåëåé

çàâåðøàåò ïðåñëåäîâàíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ, à êàæäûé èç íèõ, äåéñòâóÿ â îäè-
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íî÷êó, íå â ñîñòîÿíèè çàâåðøèòü èãðó. Àíàëîãè÷íûå ýôôåêòû äëÿ ñëó÷àÿ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé èçó÷åíû â ðàáîòàõ [5, 6, 8, 9, 12, 18, 19, 23–29] è äð.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü òî÷êè x i mi , ,�1 , è y ïåðåìåùàþòñÿ â ïðîñò-

ðàíñòâå R n ñî ñêîðîñòÿìè u i mi , ,�1 , è � ñîîòâåòñòâåííî. Èõ äâèæåíèÿ îïèñûâà-

þòñÿ óðàâíåíèÿìè

� , , , �x u i m yi i� � �1 �, (15)

ãäå u i mi , ,�1 , è � âûáèðàþòñÿ â âèäå ôóíêöèé u i mi ( ), , , ( )� � �1 � èç ïðîñòðàí-

ñòâà L2 0[ , )� è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

u d i mi i i( ) | , , ,� � � �2

0

0 1� 	 �
�


 , (16)

� � � � �( ) | ,2

0

0d � �
�


 . (17)

Òàêèå óïðàâëåíèÿ íàçîâåì äîïóñòèìûìè â èãðå (15).

Òî÷êè x i mi , ,�1 , ïðåñëåäóþò òî÷êó y. Ïðîöåññ ïðåñëåäîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ çà-

âåðøåííûì, åñëè â íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî

i m�1, áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî | | ,x y l li i i� � � 0 . Ïóñòü x i mi
0 1, ,� , è y0 —

ìåñòîïîëîæåíèå òî÷åê x i mi , ,�1 , è y â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ( )t � 0 . Ñ÷è-

òàåòñÿ, ÷òî | |x y li i
0 0� 	 ïðè âñåõ i m�1, .

Äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ ââîäÿòñÿ ïåðåìåííûå z x yi i� � . Òîãäà óðàâíå-

íèÿ (15) ïðèíèìàþò âèä

� , ( ) , ,z u z z i mi i i i� � � �� 0 10 , (18)

ãäå z x y z li i i i
0 0 0 0� � 	, | | , à òåðìèíàëüíûå ìíîæåñòâà M i ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âè-

äå M z R z l li i
n

i i i� � � �{ }:| | , 0, i m�1, .

Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ñòðàòåãèè ïðåñëåäîâàòåëÿì ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè òîëüêî òåêóùåå çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ �( )t è ïîñòîÿí-

íûå zi i
0 , ,� � è li .

Ïðåäïîëîæåíèå 2. Äëÿ èãðû (15)–(18) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

� � � �1 2� � � 	� m . (19)

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (19), êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ðàññìàòðè-

âàåòñÿ â îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ:

à) � �i 	 äëÿ íåêîòîðûõ i m�1, ;

á) � �i � ïðè âñåõ i m�1, .

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ èãðó ìîæíî íàçâàòü «Ëüâû ïðîòèâ áóéâîëà», à äëÿ âòîðîãî —

«Ãèåíû ïðîòèâ áóéâîëà». Ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëó÷àå êàæäûé èç «ëüâîâ» ìî-

æåò ïîéìàòü «áóéâîëà», îäíàêî èõ ñòàÿ áûñòðåå äîñòèãàåò öåëè. Âî âòîðîì

ñëó÷àå êàæäàÿ èç «ãèåí» íå â ñîñòîÿíèè ïîéìàòü «áóéâîëà», à ñòàÿ «ãèåí», ïî-

î÷åðåäíî ïðåñëåäóÿ, ñíà÷àëà îáåññèëèâàåò åãî, à çàòåì äîñòèãàåò öåëè.

2.2. Ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü � �i 	 äëÿ íåêîòîðûõ i m�1, . Òîãäà

îïðåäåëèì ôóíêöèþ

 �    �i i i i iz M z U( , ) max : ( ) ( , )0 00� � � # �${ },

ãäå U Si i i( , ) (| | ) ,/ � � � � � � �� � � � �2 1 2 , S — øàð ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íó-
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ëå ïðîñòðàíñòâà R n . Íàéäåì òå  � 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

  �( ) ( , )l S z Ui i i� # �$0 , ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (ñì. [22])

 � � �W W
l S z U
i i i�

� � �0 0( ) ( )( , )

äëÿ âñåõ � �R n ïðè | |� �1. Îòñþäà

 � � � � � � �(( , ) | | ) ( | | ) | | ( , )/z li i i
0 2 1 2 0� � � � �

èëè

 � � � � l zi i i� � � �(| | ) ( , )/2 1 2 0 .

Îäíàêî max ( , ) | |
| |�

� �  � 
�

� � �
1

0 0z zi i . Òîãäà ïîëó÷àåì  � �li i� � �(| | ) /2 1 2

� �| |� zi
0 . Âûïîëíèâ ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, íàõîäèì, ÷òî

0 2 2 2 22 2 0 2 0� � � � � �   � � � � �[ ( ( ( , )) ) ( ( , ))h h z l zi i i i i i i i
2 2 24� li | | ]� ,

ãäå h z li ii � � 	| |0 2 0 0 . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî 0 0 0� � �  �max , ( , ){ }i iz , ãäå

 � � � � � �i i i i i i i i i i iz h z l z h l� � � � � �( , ) ( ( ( , )) | | )0 0 2 02 2 2 / hi
2 .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé çàäà÷å ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ  �i iz( , )0 îïðåäåëÿåì

â âèäå

 �  �i i i iz z( , ) max , ( , )0 00� �{ }.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

 �
� � �

�
i i

i i i

i

z
z l

( , )
, ( , ) | | ,

,

0
00 2 2 0

0
�
	 � � 	åñëè

åñëè � � �

�
�
�

�� 2 2 00( , ) | | .� �z li i

2.3. «Ëüâû ïðîòèâ áóéâîëà». Ïóñòü � �i 	 äëÿ i k i� �1 1, , � � äëÿ

i k k� �1 21, è � �i � äëÿ i k m� �2 1, . Òîãäà ñ ïîìîùüþ ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè

 �i iz( , )0 , îïðåäåëåííîé â ï. 2.2, íàõîäèì ñòðàòåãèþ äëÿ êàæäîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ

ñ èíäåêñàìè i k�1 2, âèäà

u z z m z zi i i i i i i( , ) ( , )( ( , ) )� �  � �0 0 0 0� � � , (20)

ãäå m z
z z

z z
li i

i i i

i i i

i( , )
( , )

| ( , ) |
�

�  �

�  �

0
0 0

0 0
� �

�

�
. Äëÿ i k m� �2 1, ïîëîæèì  i ! 0.

Èç âèäà ñòðàòåãèè (20) ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî

| ( , ) | | | ( , )u z zi i i i i� � �  �0 2 2 0� � . (21)

Çàòåì ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

�( , ( )) max ( ( ), )
,

t z d
i k

i i

t

�  � � �� � � �
�


1 0
1

0

02

(22)

îòíîñèòåëüíî t, t � 0. Ïóñòü T T z� �( , ( ))0 � — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

ýòîãî óðàâíåíèÿ, ãäå �( )� — ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå óáåãàþùåãî

è z z z zm
0

1
0

2
0 0� " "( , )� — íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå èãðû. Ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè-

÷åííîñòü òàêîãî êîðíÿ äîêàçûâàåòñÿ ïðè óñòàíîâëåíèè ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäó-

þùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 3. Â èãðå (18) â ñëó÷àå à) èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z 0 ñ ïîìîùüþ

ñòðàòåãèè (20) âîçìîæíî çàâåðøåíèå ïðåñëåäîâàíèÿ çà âðåìÿ T z( , ( ))0 � � �

�
�

�

�



�
�

�

�

�
��

min
| |

,i k

i i

i

z l

1

0
2

1 � �
ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ óáåãàþùåãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü è ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ

T z( , ( ))0 � � óðàâíåíèÿ (22). Äëÿ ýòîãî, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèÿ � �� ( )t ,

t � 0, â âèäå (17) è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

�( , ( )) min max , ( ( ( ), ))
,

t
h

h z
i k i

i i i� � � �� � � � �
�1 2

0

2

1
1

0 2{ 2 22 0

0

l l z h di i i i i i

t

� � � � �� �
�



�
�

�

�

�
�
�
 | ( ) |}

� � � �
�
min max , ( ) ( ( ), )

,i k i

i i i i i
h

t h l h z d
1

2

2 0

2

1
1

0 2 2{ � � � �

0

0

0

2

t

i i i i

t

l z h d
 
� �
�



�
�

�

�

�
�
�| ( ) |� � � �}

� � � �
�
min max , ( ) | ( )| | |

,i k i

i i i i i
h

t h l h z d
1

2

2 0

2

1
1

0 2 2{ � � � � � � � �

0

0

0

2

t

i i i i

t

l z h d
 
� �
�



�
�

�

�

�
�
�(| | | ( )| ) }

� � � � �
�
min max , ( | | ) (|

,i k i

i i i i i i i
h

t h l l z h z
1

2

2 0

2

1
1

0 2 2 2� 0

0

| ) | ( ) |�
�
�
�

��

�
�
�

��

�



�
�

�

�

�
�
�
l di

t

� � �

� � � � �
�
min max , (| | ) (| | )

,i k i

i i i i i i
h

t z l h z l t
1

2

0 2 0

2

1
1

0 2� | ( ) |

/

� � �2

0

1 2
t

d

�



�
�

�

�

�
�

�

�
�

��

�

�
�

��

�



�
�
�

�

�

�
�
�
�

� � � � �
�
min max , ( )(| | ) (|

,i k i

i i i i i
h

t z l h t z
1

2

0 2

2

1
1

0 2{ � � � 0 | )�
�



�
�

�

�

�
�

li } .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü â ýòîé öåïî÷êå íåðàâåíñòâ îáðàùà-

åòñÿ â íóëü â ìîìåíò âðåìåíè t � � , ãäå �
� �

�
�

�

�



�
�

�

�

�
��

min
| |

,i k

i i

i

z l

1

0
2

1

. Ñëåäîâàòåëü-

íî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè �( , ( ))t � � ïî t , t � 0, èìååì �( , ( ))� � � � 0.

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî �( , ( ))0 1� � � , íàõîäèì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìîìåíòà

T T z� �( , ( ))0 � , ÷òî �( , ( ))T � � � 0. Ïðè ýòîì T z( , ( ))0 � �� � , ÷òî è òðåáîâàëîñü

ïîêàçàòü.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z z z zm
0

1
0

2
0 0� " "{ }� ïðè

| |z li i
0 	 äëÿ âñåõ i m�1, ïðåñëåäîâàíèå çàâåðøàåòñÿ èìåííî â ìîìåíò âðåìåíè

T z( , ( ))0 � � . Äëÿ ýòîãî ïðåñëåäîâàòåëè äîëæíû ïðèäåðæèâàòüñÿ ðåàëèçàöèè ñòðà-

òåãèé âèäà (20). Òîãäà óðàâíåíèÿ (18) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

� ( ( ), )( ( ( ), ) )z t z m t z zi i i i i i� � � �0 0 0 ,

z z i k t Ti i( ) , , ,0 1 00
2� � � � .

Îòñþäà ïî ôîðìóëå Êîøè ïîëó÷àåì

z t z z m z z di i i i i i i

t

( ) ( ( ), )( ( ( ), ) )� � �

0 0 0 0

0

 � � � � �,

ãäå 0 � �t T . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî �( , ( ))T � � � 0 è âèä ôóíêöèè m zi i( ( ), )� � 0 ,
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íàõîäèì

min (| ( ) | )
,i k

i iz T l
�

� �
1 2

� � �
�


 
min ( ( ), ) ( ( ), )
,i k

i i i

T

i i

T

iz z z d z
1

0 0

0

0

0

0

2

 � � �  � � m z d li i i( ( ), )� � �0 �
�



�
�

�

�

�
�
�

� �
�



�
�

�

�

�
�
� �

�

min | | ( ( ), )

,i k
i i

T

i i iz z d l
1

0

0

0

02

1 1 � � � 
T

iz d

�



�
�

�

�

�
�

�



�
�

�

�

�
�
�( ( ), )� � �0

� �
�



�
�

�

�

�
�

� �
�


min ( ( ), ) (| | )
,i k

i

T

i i iz d z l
1 0

0 0

2

1 0 � � � .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî i0 , ÷òî | ( ) |z T li i0 0
� .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü äîïóñòèìîñòü ñòðàòåãèè (20). Èç ðàâåíñòâà (21) íàõîäèì

| ( ( ), ) | | ( ) | ( ( ),u z d d zi

T

i

T

i i

T

i

0

0 2

0

2

0

0

 
 
� �� � � � � � �  � � ) ( ( ), )d z di i

T

i� � �  � � �� � 

0

0 .

Òàê êàê T — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22), òî äëÿ âñåõ i k�1 2, èìååì  � � �i

T

iz d

0

0 1
 �( ( ), ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ i k�1 2, ïîëó÷àåì | ( ( ), ) |u z di

T

i i i

0

0 2

 � � �� � � � � � ,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, i-é ïðåñëåäîâàòåëü, äëÿ i k�1 2, â îòäåëüíîñòè, ìî-

æåò çàâåðøèòü ïðåñëåäîâàíèå íå ïîçæå, ÷åì çà âðåìÿ �
� �

i
i i

i

z l
�

�

�

�



�
�

�

�

�
�

| |0
2

.

2.4. «Áóéâîë â îêðóæåíèè ëüâîâ». Òåïåðü ðàññìîòðèì îñîáûå ñëó÷àè, â êî-

òîðûõ âðåìÿ ïîèìêè ãðóïïû ïðåñëåäîâàòåëåé ñòðîãî ìåíüøå âðåìåíè ïîèìêè

îòäåëüíîãî ïðåñëåäîâàòåëÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âñåõ i k�1 2, âûïîë-

íåíû ñîîòíîøåíèÿ � � �i i il l z R l� 	 � � � 	, , | |0 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòåãèÿ ïðå-

ñëåäîâàòåëåé ïðèíèìàåò âèä

u z z m z zi i i i( , ) ( , )( ( , ) )� �  � �0 0 0 0� � � , (23)
ãäå

 � � � � � �( , ) max , ( ( , )) | | /z h z l l z h hi i i
0 0 2 0 20 2 2 2� � � � �{ } ,

h R l m z
z z

z z
i

i i

i i

� � � � � �
�

�

2 2 0
0 0

0
, , ( , )

( , )

| ( , )
� � � �

�  �

�  � 0 |
l .

Òåîðåìà 4. Åñëè 0
1
0

2
0 0� " "ño { }z z zm, � , òî ïðè ïðîèçâîëüíîì äîïóñòèìîì

óïðàâëåíèè óáåãàþùåãî ïðåñëåäîâàòåëè, ïðèìåíÿÿ ñòðàòåãèþ (23), çàâåðøàþò

ïðåñëåäîâàíèå èç çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ z 0 çà âðåìÿ T T z
R l

� � �
�

�
( ( ), )

( )
�

� �

0
2

,

ãäå T z( ( ), )� � 0 — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

�( , ( )) max ( ( ), )
,

t z d
i m

i

t

�  � � �� � � �
�

1 0

1

0

0

. (24)



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè÷åííîñòü

T T z� �( ( ), )� 0 . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

�( , ( )) max max , ( ) ( ( ), )
,

t
h

t h l h z
i m

i� � � �� � � � �
�

1
1

0 2 2
2

1

2 0 d l z h d

t

i

t

� � � � �� �
�
�
�

��

�
�
�

��
�
 
2

0

0

0

| ( ) |

� � � � �
�


1
1

0 2 2 2
2

1

2 0

0h
t h l h z d l t

i m
i

t

max max , ( ) ( ( ), )
,

� � � � z h di

t
0

0

� � � ��
�
�
�

��

�
�
�

��
�
 ( )

� �

�

�
�

�
�

� �
�

�

1

1
0 2 2

2
1

2

0

0

h
t h l h d z

i m

t

imax max , ( ) ( ) ,
,

� � � �



�
�

�

�

�
�
�

� �
�



�
�

�

�

�
�
�

�



�
 
2 22 2 2 0

0

2

0

l t R t h d z h di

t t

� � � � � � � �( ) , ( )
�

�

�

�
�

�



�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

�
�
� � � �

2
1 2

2

21 2 2

/

( )
t

h
h l Rl

�
.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç óñëîâèÿ 0
1
0

1
0 0� " "ñî { }z z zm, � , òàê êàê

â êàêîì áû ïîëîæåíèè íå íàõîäèëèñü òî÷êè zi
0 , âñåãäà ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò

òàêîå z j mj
0 1, ,� , ÷òî � � �( ) , ( ( ) , )d z y t y zj

t

j
0

0

0 0 0

�



�
�

�

�

�
�
� � � . Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíê-

öèÿ 1 2 2
2

2� � �
t

h
h l Rl

�
( ) îáðàùàåòñÿ â íóëü â ìîìåíò âðåìåíè t

R l
�

�

�

( )2

� �
.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè �( , ( ))t � � ïî t âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

òàêîãî ìîìåíòà T T z� �( ( ), )� 0 , ÷òî �( , ( ))T � � � 0 , è îöåíêà äëÿ ýòîãî âðåìåíè

T z R l( ( ) ) ( ) \� �� � �0 2 .

Ïîñêîëüêó äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì, ïðèâåäåííûì ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 çàâåðøàåì.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ êàæäûé ïðåñëåäîâàòåëü

çàâåðøàåò èãðó çà âðåìÿ
R l�

�

�



�
�

�

�

�
�� �

2

, ïðåâûøàþùåå
( )R l�

�

2

� �
.

2.5. «Áóéâîë çà îêðóæåíèåì ëüâîâ». Òåîðåìà 5. Åñëè 0
1
0

2
0 0 " "co { }z z zm, � ,

òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû ïàðà òàêèõ òî÷åê z
i1

0 è z
i2

0 , ÷òî z z i i m
i i1 2

0 0
1 2 1� �, , , , è ïðåñëå-

äîâàòåëè, ïðèìåíÿÿ ñòðàòåãèþ (23), çàâåðøàþò èãðó çà âðåìÿ T T z� � �( ( ), )� 0

�
�

�

�



�
�

�

�

�
�

R l

� �

2

, ãäå T z( ( ), )� � 0 — ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (24).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó z z
i i1 2

0 0� , òî è ( ( ), ) ( ( ), )� � � � � �z d z d
i

t

i

t

1 2

0

0

0

0

�
 
 .

Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç i1 èëè i2 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

� � � � � �( ) , | ( ) |d z R di

t t
0

0 0


 

�



�
�

�

�

�
�
	 � . Â ñèëó ýòîãî è èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåäóøåé òåî-

ðåìû èìååì

�( , ( )) max max , ( ) | ( ) |
,

t
h

t h l hR d
i m

� � � � �� � � � �
�

1
1

0 2 2
1

2

2

0

t t

l R d
 
� �
�
�
�

��

�
�
�

��
�2

0

( | ( ) | )� � � �

� � � � �1
1

0 2
2

2

h
t R l h t R lmax , ( ) ( ){ }� � .
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Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü ýòèõ íåðàâåíñòâ îáðàùàåòñÿ â íóëü â ìîìåíò âðå-

ìåíè �
� �

�
�

�

�



�
�

�

�

�
�

R l
2

, òî ïîëó÷àåì, ÷òî T z( ( ), )� �� �0 . Òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî

î âîçìîæíîñòè çàâåðøåíèÿ èãðû è äîïóñòèìîñòè ðåàëèçàöèè ñòðàòåãèè (23) ïðî-

âîäèòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå 3, òî ýòèì è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.

2.6. «Ãèåíû ïðîòèâ áóéâîëà». Ïóñòü � �i � äëÿ âñåõ i m�1, , íî

� � � �1 2� � � 	� m . Â òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíó � ïðåäñòàâèì â âèäå

� � � �� � � �1 2 � m , ãäå � �� � � �i i m i m� � � � �/ ( ), ,1 2 1� . Î÷åâèäíî, ÷òî

� �i i	 . Çäåñü, êàê è â ï. 2.3, ïðåñëåäîâàòåëè ïðèìåíÿþò ñòðàòåãèþ â âèäå (20), ò.å.

u z z m z z i mi i i i i i( , ) ( )( ( , ) ), ,* * * *� �  � �� � � �1 , (25)

ãäå â ðàçðåøàþùåé ôóíêöèè  �i iz( , )* âåëè÷èíà �i èìååò âèä � � �i i i� � ïðè

âñåõ i m�1, è z z ti i i
* ( )� — ïîëîæåíèå zi -ãî îáúåêòà â ìîìåíò ti , ò.å. â ìî-

ìåíò âñòóïëåíèÿ â «àêòèâíîå» äåéñòâèå.

Êàê îòìå÷åíî â ïîñòàíîâêå èãðû «Ãèåíû ïðîòèâ áóéâîëà», â ýòîì ñëó÷àå

«ãèåíû» ïîî÷åðåäíî áóäóò ïðèìåíÿòü ñòðàòåãèþ (25), ò.å. êîãäà j-é ïðåñëåäîâà-

òåëü ïðèìåíÿåò ýòó ñòðàòåãèþ, òî äëÿ i j m� �1, ïîëàãàåòñÿ ui ! 0 .

Òåîðåìà 6. Åñëè | ( ) |� � � �

�
2 d i

ti

i

�
 , ãäå � � �i i iz� �( ( ), )* — ïåðâûé ïîëîæèòåëü-

íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ 1 0� �
  � � �i i

t

t

z d

i

( ( ), )* , òî èç òî÷êè zi
* i-é ïðåñëåäîâàòåëü,

ïðèìåíÿÿ ñòðàòåãèþ (25), çàâåðøàåò ïðåñëåäîâàíèå çà âðåìÿ �
� �

i
i i

i i

i

z l
t�

�

�

�



�
�

�

�

�
�
�

| |*
2

.

Åñëè â òåîðåìå 3 ïîëîæèòü k1 1� , òî ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî è äëÿ ýòîé òåî-

ðåìû. Ïîýòîìó ïîâòîðÿòüñÿ íå áóäåì.

Òåîðåìà 7. Â èãðå (18) â ñëó÷àå á) ïðåñëåäîâàòåëè, ïðèìåíÿÿ ñòðàòåãèè (25)

ïîî÷åðåäíî, çàâåðøàþò ïðåñëåäîâàíèå èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z 0 çà îãðàíè÷åí-

íîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èç òî÷êè z z z l
1
0

1 1
0

1� 	* , | | , ñ ìîìåíòà âðåìåíè t1 0�

ïåðâûé ïðåñëåäîâàòåëü íà÷èíàåò ïðèìåíÿòü ñòðàòåãèþ u z1 1
0( ( ), )� � (ñì. (25)).

Åñëè äî ìîìåíòà âðåìåíè T
z l

1
1
0

1

1 1

2

�
�

�

�



�
�

�

�

�
�

| |

� �
ñî ñòîðîíû óáåãàþùåãî íå èçðàñ-

õîäîâàí ðåñóðñ �
1

, òî â ñèëó òåîðåìû 6 èãðà çàâåðøàåòñÿ íå ïîçæå ýòîãî âðåìå-

íè. Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t t t T� �2 2 1, , âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå | ( ) |� � � �2
1

0

2

d

t

�
 , ïðè ýòîì | ( ) |� � � �2
1

0

d

t

	
 äëÿ t t	 2 . Ñ ìîìåíòà t2

âòîðîé ïðåñëåäîâàòåëü èç òî÷êè z z t z d

t

2 2 2 2
0

0

2
* ( ) ( )� � � 
 � � � íà÷èíàåò ïðèìåíÿòü

ñòðàòåãèþ u z2 2( ( ), )*� � . Åñëè æå íåðàâåíñòâî | ( ) |� � � �2
2

0

d

t

�
 âûïîëíåíî äî ìî-

ìåíòà âðåìåíè T
z l

t2
2 2

2 2

2

2�
�

�

�



�
�

�

�

�
�
�

| |*

� �
, òî óáåãàþùèé áóäåò ïîéìàí âòîðûì
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ïðåñëåäîâàòåëåì íå ïîçæå, ÷åì çà âðåìÿ T2 . Ïóñòü äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè t T3 2� óáåãàþùèé îñòàåòñÿ íåïîéìàííûì è âòîðûì ïðåñëåäîâàòåëåì, è äëÿ

ýòîãî ìîìåíòà t3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî | ( ) |� � � �2
2

2

3

d

t

t

�
 . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî

| ( ) |� � � �2
2

2

d

t

t

	
 äëÿ t t	 3 . Òåïåðü ñ ìîìåíòà t3 èç òî÷êè z z t3 3 3
* ( )� �

z d

t

3
0

0

3

� 
 � � �( ) íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü òðåòèé ïðåñëåäîâàòåëü è ò.ä.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè òàêîì ñïîñîáå äåéñòâèÿ ïðåñëåäîâàòåëåé ñ èíäåêñà-

ìè îò 1 äî m�1ïîèìêà íå îñóùåñòâëåíà. Òîãäà ñî ñòîðîíû óáåãàþùåãî áóäåò èç-

ðàñõîäîâàí ðåñóðñ � � �1 2 1� � � �� m . Çíà÷èò, êîãäà î÷åðåäü äîõîäèò äî m-ãî ïðå-

ñëåäîâàòåëÿ, ó óáåãàþùåãî îñòàåòñÿ òîëüêî � � � � �m m� � � � � �( )1 2 1� ðåñóðñà.

Ïîñêîëüêó � �m m	 , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 6 m-é ïðåñëåäîâàòåëü, ïðèìåíÿÿ ñòðà-

òåãèþ u zm m( ( ), )*� � èç íà÷àëüíîé òî÷êè z z t z dm m m m

tm
* ( ) ( )� � � 


0

0

� � �, çàâåðøàåò

ïðåñëåäîâàíèå íå ïîçæå, ÷åì çà âðåìÿ T
z l

tm
m m
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. Èòàê, îãðàíè÷åííîñòü âåêòîðà zm
* è

âðåìåíè tm ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè âåêòîðà zm�1
* è âðåìåíè tm�1, à âåêòî-

ðà zm�1
* è âðåìåíè tm�1 — èç îãðàíè÷åííîñòè zm�2

* è tm�2 è ò.ä. Â èòîãå ïî-

ëó÷àåì, ÷òî âåêòîð z2
* è âðåìÿ t2 îãðàíè÷åíû, ÷òî î÷åâèäíî èç îãðàíè÷åííîñòè

z z1 1
0* � è t1. Îòñþäà ñëåäóåò è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè T zm ( ( ), )� � 0 íåêîòîðûì

âðåìåíåì T z( )0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.À. Àçà-
ìîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ï î í ò ð ÿ ã è í Ë . Ñ . Èçáðàííûå íàó÷íûå òðóäû. — Ì.: Íàóêà, 1988. — T. 2. — 576 c.

2. Ï î í ò ð ÿ ã è í Ë . Ñ . Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ // Ìàò. ñá. — 1980.

— 112, ¹ 3. — C. 308–330.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 6 135



3. Ê ð à ñ î â ñ ê è é Í . Í . , Ñ ó á á î ò è í À . È . Ïîçèöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. — Ì.:

Íàóêà, 1974. — 455 ñ.

4. À é ç å ê ñ Ð . Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. — Ì.: Ìèð, 1967. — 480 ñ.

5. Ï ø å í è ÷ í û é Á . Í . Ïðîñòîå ïðåñëåäîâàíèå íåñêîëüêèìè îáúåêòàìè // Êèáåðíåòèêà. —

1976. — ¹ 3. — C. 145–146.

6. Ï ø å í è ÷ í û é Á . Í . , × è ê ð è é À . À . , Ð à ï ï î ï î ð ò È . Ñ . Ãðóïïîâîå ïðåñëåäîâàíèå

â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ // Wiss. Z. Techn. Hochsch. — 1982. — 6, N 2. — P. 13–27.

7. Ï ø å í è ÷ í û é Á . Í . , Î í î ï ÷ ó ê Þ . Í . Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ñ èíòåãðàëü-

íûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Òåõí. êèáåðíåòèêà. — 1968. — ¹ 1. — Ñ. 13–22.

8. Ï ø å í è ÷ í û é Á . Í . , Î ñ ò à ï å í ê î Â . Â . Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû. — Êèåâ: Íàóê. äóì-

êà, 1992. — 260 ñ.

9. × è ê ð è é À . À . Êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû. — Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1992. — 384 ñ.

10. × è ê ð è é À . À . Á å ç ì à ã î ð û ÷ í û é Â . Â . Ìåòîä ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé â ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Àâòîìàòèêà. — 1993. — ¹ 4. —

Ñ. 26–36.

11. × è ê ð è é À . À . , Á å ë î ó ñ î â À . À . Î ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñ èíòåãðàëü-

íûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Òð. Èí-òà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ. — 2009. — 15, ¹ 4. —

Ñ. 290–301.

12. Ï å ò ð î ñ ÿ í Ë . À . Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ. — Ë.: ËÃÓ, 1977. — 224 ñ.

13. Ï å ò ð î â Í . Í . «Ìÿãêàÿ» ïîèìêà â ïðèìåðå Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè //

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. — 2003. — 67, âûï. 5. — Ñ. 759–770.

14. Ï å ò ð î â Í . Í . Íåñòàöèîíàðíûé ïðèìåð Ïîíòðÿãèíà ñ ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Ïðîáëå-

ìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. — 2000. — ¹ 4. — Ñ. 18–24.

15. Á ë à ã î ä à ò ñ ê è õ À . È . , Ï å ò ð î â Í . Í . Êîíôëèêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ãðóïï óïðàâëÿå-

ìûõ îáúåêòîâ. — Èæåâñê: Óäìóðò. óí-ò, 2009. — 266 ñ.

16. Í è ê î ë ü ñ ê è é Ì . Ñ . Ïðÿìîé ìåòîä â ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñ èíòåãðàëüíû-

ìè îãðàíè÷åíèÿìè // Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû. — 1969. — Âûï. 2. — Ñ. 49–59.

17. Ñ à ò è ì î â Í . , Ô à ç û ë î â À . Ç . , Õ à ì ä à ì î â À . À . Î çàäà÷å ïðåñëåäîâàíèÿ è óêëî-

íåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ è äèñêðåòíûõ èãðàõ ìíîãèõ ëèö ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. — 1984. — 20, ¹ 8. — Ñ. 1388–1396.

18. Ñ à ò è ì î â Í . Þ . Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåñëåäîâàíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð.

— Òàøêåíò: Èçä-âî ÍÓÓç., 2003. — 296 ñ.

19. Ã ð è ã î ð å í ê î Í . Ë . Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ íåñêîëüêèìè äèíàìè÷åñêèìè

ïðîöåññàìè. — Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1990. — 198 ñ.

20. Ó ø à ê î â Â . Í . Ýêñòðåìàëüíûå ñòðàòåãèè â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñ èíòåãðàëüíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. — 1972. — 36, ¹ 1. — Ñ. 15–22.

21. Ñ ó á á î ò è í À . È . , × å í ö î â À . Ã . Îïòèìèçàöèÿ ãàðàíòèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ. — Ì.:

Íàóêà, 1981. — 288 ñ.

22. Á ë à ã î ä à ò ñ ê è õ Â . È . Ââåäåíèå â îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. — Ì.: Âûñø. øê., 2001. —

239 ñ.

23. À ç à ì î â À . Î çàäà÷å êà÷åñòâà äëÿ èãð ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì // Ñåðäèêà.

Áúëãàð. ìàò. ñïèñ. — 1986. — ¹ 12. — Ñ. 38–43.

24. È á ð à ã è ì î â Ã . È . Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ìíîãèõ ëèö ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

íà óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ // Èçâ. âûñø. ó÷åá. çàâ. Ìàòåìàòèêà. — 2004. — ¹ 4. — Ñ. 48–52.

25. Ñ à ì à ò î â Á . Ò . Ïîñòðîåíèå %-ñòðàòåãèè â èãðå ïðîñòîãî ïðåñëåäîâàíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè // Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. —

Òàøêåíò: Ôàí, 1986. — Ñ. 402–412.

26. Ñ à ì à ò î â Á . Ò . Î çàäà÷å ïðåñëåäîâàíèÿ-óáåãàíèÿ ïðè ëèíåéíîì èçìåíåíèè ðåñóðñà ïðåñëå-

äîâàòåëÿ // Ìàò. òð. — 2012. — 15, ¹ 2. — Ñ. 159–171.

27. Õ à é ä à ð î â Á . Ê . Ïîçèöèîííàÿ l-ïîèìêà â èãðå îäíîãî óáåãàþùåãî è íåñêîëüêèõ ïðåñëåäî-

âàòåëåé // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. — 1984. — 48, âûï. 4. — Ñ. 574–579.

28. A z a m o v A . A . , S a m a t o v B . T . The %-strategy: analogies and applications // The Fourth In-

tern. Conf. Game Theory and Management, June 28–30, 2010, St. Petersburg, Russia (Col. papers).

— St. Peterburg, 2010. — Ð. 33–47.

29. A z a m o v A . A . , S a m a t o v B . T . %-strategy. An elementary introduction to the theory of dif-

ferential games. — Tashkent: Nat. Univ. of Uzb., 2000. — 32 p.

Ïîñòóïèëà 26.11.2012

136 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2013, ¹ 6


