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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
íåïàðàìåòðè÷åñêîãî òèïà, â êîòîðîé íåëüçÿ âñêðûòü îáúåêòèâíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþ-
ùèé ïîñëåäñòâèÿ ðåøåíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîé íåîïðåäåëåííîñòè îïèñàíû êëàññû ìàò-
ðè÷íûõ ñõåì, ñîäåðæàùèå òå è òîëüêî òå ñõåìû, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ îïðåäåëåííîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè, äîêàçàíà ôîðìóëà äëÿ ìîùíîñòè
êëàññà. Óñòàíîâëåíî, â êàêèõ ñëó÷àÿõ åñòü îñíîâàíèÿ äëÿ âûáîðà ìàòðè÷íîé ñõåìû ñ íà-
èìåíüøåé â ñâîåì êëàññå ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, ïðèíÿòèå ðåøåíèé, ëîòåðåéíàÿ ñõåìà, ìàò-
ðè÷íàÿ ñõåìà, ïàðàìåòðèçàöèÿ.

Ñèñòåìîé ðåøåíèé (àíàëîãè÷íî òåðìèíó «ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ» â òåîðèè óï-

ðàâëåíèÿ) áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðó, âîçíèêàþùóþ âñåãäà, êîãäà òîò, êòî

ïðèíèìàåò ðåøåíèå (ÒÏÐ), îêàçûâàåòñÿ â ñèòóàöèè, òðåáóþùåé ïðèíÿòèÿ ðå-

øåíèÿ (ÑÏÐ)1, ò.å. âûáîðà åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà U . Ëþáîå ðå-

øåíèå u U� â ñèñòåìå ðåøåíèé âëå÷åò íåêîòîðîå íåîïðåäåëåííîå åäèíñòâåí-

íîå ïîñëåäñòâèå c èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ C Cu � .

Âûäåëÿþò äâà òèïà ÑÏÐ: ïàðàìåòðè÷åñêèå è íåïàðàìåòðè÷åñêèå. Â ñëó÷àå ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü «îáúåêòèâíûé» ïàðàìåòð ���, ñîâìåñòíî

ñ ðåøåíèåì îáóñëîâëèâàþùèé ïîñëåäñòâèå; â ñëó÷àå íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè

ýòîãî ñäåëàòü íåâîçìîæíî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïàðàìåòðè÷åñêîé ÑÏÐ ìîæíî ïðèâåñ-

òè íåêîîïåðàòèâíóþ èãðó, à íåïàðàìåòðè÷åñêîé ÑÏÐ — âûáîð ìåæäó ëîòåðåÿìè.

Äâà òèïà ÑÏÐ ñîîòâåòñòâóþò äâóì òèïàì ìîäåëåé ýòèõ ñèòóàöèé: ìàòðè÷-
íîé è ëîòåðåéíîé. Ëîòåðåéíàÿ ìîäåëü èìååò âèä S Z Il l l� ( , ) , ãäå Zl — ëîòåðåé-
íàÿ ñõåìà ÑÏÐ. Ïîä ëîòåðåéíîé ñõåìîé ïîíèìàåì òðîéêó Z U Cl � ( , , ( . ))� , ãäå

� : \U C� �2 { }, �( )u Cu� , — ñòðóêòóðà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé â ÑÏÐ

â âèäå ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, I l — èíôîðìàöèÿ î ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîì
ìåõàíèçìå ãåíåðàöèè ïîñëåäñòâèé ñîãëàñíî ëîòåðåéíîé ìîäåëè.

Ìàòðè÷íàÿ ìîäåëü èìååò âèä S Z Im m m� ( , ) , ãäå Zm — ìàòðè÷íàÿ ñõåìà
ÑÏÐ. Ïîä ìàòðè÷íîé ñõåìîé ïîíèìàåì ÷åòâåðêó Z U C gm � ( , , , (. , . ))� , ãäå
g U C:�� � — ñòðóêòóðà ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé â ÑÏÐ â ôîðìå îäíî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, I m — èíôîðìàöèÿ î ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîì ìåõàíèçìå
ãåíåðàöèè ïîñëåäñòâèé ñîãëàñíî ìàòðè÷íîé ìîäåëè.

Äëÿ àíàëèçà íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ëîòåðåé-
íóþ ìîäåëü, à äëÿ àíàëèçà ïàðàìåòðè÷åñêîé — ìàòðè÷íóþ. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ
ìàòðè÷íîé ìîäåëè, ýêâèâàëåíòíîé ëîòåðåéíîé ìîäåëè íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóà-
öèè, è ëîòåðåéíîé ìîäåëè, ýêâèâàëåíòíîé ìàòðè÷íîé ìîäåëè ïàðàìåòðè÷åñêîé ñè-
òóàöèè, îïèñàíà â [1, 3]. Ìåæäó òåì, õîòÿ íà ïðàêòèêå íåïàðàìåòðè÷åñêèå
ñèòóàöèè âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå, ïîñëå ïóáëèêàöèè L. Savage [4] â òåîðåòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ ïðåèìóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ìîäåëü (íàïðè-
ìåð, [5–8]), îñîáåííî â ñâÿçè ñ ñóáúåêòèâíîé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòüþ. Êðîìå
òîãî, åñëè äî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñèòóàöèè, ôîðìóëû äëÿ ïåðåñ÷åòà èí-
ôîðìàöèè I l â ëîòåðåéíîé ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ôîðìóëû â ìàòðè÷íîé ìîäåëè [1].

Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíà íåîáõîäèìîñòü äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ âîïðîñà î ïî-
ñòðîåíèè ìàòðè÷íîé ìîäåëè íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè, ÷òî òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ
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èñêóññòâåííîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðèðîäû �. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [5] îòìå÷àåòñÿ,
÷òî â êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî äàåòñÿ åñòåñòâåííûé ïåðå÷åíü âîçìîæíûõ ñîñòî-
ÿíèé ïðèðîäû, îäíàêî íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â íåé
ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Ïîýòîìó èñêóññòâåííîå ââåäåíèå ýòèõ ñîñòîÿíèé ñòàíîâèòñÿ
â íåêîòîðîé ìåðå ïðîèçâîëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ëîòåðåé-
íîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ñðàçó íåñêîëüêî ìàòðè÷íûõ. Ìîæíî ïåðåõîäèòü îò îäíîé
ìàòðè÷íîé ìîäåëè ê äðóãîé, íî ïðè ýòîì çíàòü, â êàêîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ
è èñêàæåíèå àêòóàëüíîé èíôîðìàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò øèðîêèé êðóã âîï-
ðîñîâ, îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ èç íèõ: êàêèå ìàòðè÷íûå ìîäåëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îïðåäåëåííîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè è â êàêèõ ñëó÷àÿõ
åñòü îñíîâàíèÿ äëÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíîé ìàòðè÷íîé ìîäåëè äðóãîé.

Äàëåå ïðèâåäåíû îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äëÿ ñëó÷àÿ òàê íàçûâàåìîé ïîëíîé
íåîïðåäåëåííîñòè (strict uncertainty), êîãäà ìîäåëü ñèòóàöèè ñâîäèòñÿ ê åå ñõåìå,
ò.å. êîãäà S Z� �( , ) . Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ îáîáùåíû ðåçóëüòàòû [1, 3]
è ïðåäëîæåíà ôîðìóëà äëÿ ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ìàòðè÷íûõ
ñõåì, à íà âòîðîé — óêàçàíû âîçìîæíîñòè óìåíüøåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé èñêóññòâåííîãî ïàðàìåòðà � . Ïîñëåäíåå óñëîæíÿåòñÿ äëÿ íåïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ÑÏÐ, â êîòîðûõ èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ [9, ch. 2].

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïåðâîãî âîïðîñà. Îãðàíè÷èìñÿ ñõåìàìè ñ êîíå÷-
íûìè ìíîæåñòâàìè U è C. Èññëåäóåì ìàòðè÷íûå ñõåìû ñ «íåèçáûòî÷íûì»
ìíîæåñòâîì �, ò.å. òàêèå ( , , , )� U C g , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå: åñëè
g u g u( , ) ( , )� �� ' äëÿ âñåõ u U� , òî � �� 	. Òîãäà � òîæå êîíå÷íî. Îáîçíà÷èì � l
è �m ëîòåðåéíûå è ìàòðè÷íûå ñõåìû ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðè÷íûå ñõåìû
( , , , )�1 1 1 1U C g è ( , , , )�2 2 2 2U C g íàçîâåì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò òà-
êèå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ f � :� �1 2� , f U Uu : 1 2� è
f C Cc : 1 2� , ÷òî g f f u f g uu c2 1( ( ), ( )) ( ( , ))� � �� äëÿ ëþáûõ ���1 è u U� 1. Äà-
ëåå áóäåì ðàçëè÷àòü ìàòðè÷íûå ñõåìû ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ïóñòü èìååòñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ, îïèñàííàÿ â òåðìèíàõ ëîòåðåé-

íîé ñõåìû ( , , )U C � . Ïîñòðîèâ (èñêóññòâåííîå) ìíîæåñòâî �� è ôóíêöèþ �g :

� � ( ) : � ( ) ( ),� � � � � �{ }� � �U C u u u U , (1)

� (�, ) � ( )g u u� �� , (2)

ïîëó÷èì ìàòðè÷íóþ ñõåìó � ( � , , , � )Z U C gm � � , îïèñûâàþùóþ òó æå ÑÏÐ,

÷òî è ( , , )U C � . Òîãäà ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà �� è ïðÿìîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ �( )u

u U�

 ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ïîýòîìó

| � | | ( ) |� �
�

 � u

u U

, ãäå | |X — ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X . Âûðàæåíèÿ (1) è (2) îï-

ðåäåëÿþò ïðîöåäóðó ïàðàìåòðèçàöèè, ñ êîòîðîé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí-
íî îòîáðàæåíèå � : � �l m� . È íàîáîðîò, ïî ïîëó÷åííîé ìàòðè÷íîé ñõåìå �Zm

âñåãäà ìîæíî âîññòàíîâèòü íà÷àëüíóþ ëîòåðåéíóþ, ïîëîæèâ

� � �( ) � (�, ), � �u g u� �{ }� (3)

äëÿ âñåõ u U� .

Äàííàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ñæàòèåì. Ñ íåé ñâÿçàííî îòîáðàæåíèå

� : �� � �m l� , ãäå � ( ) :� �m l l lZ Z� �{ }� . Îòîáðàæåíèÿ � è �� âçàèìíî îäíîçíà÷-

íûå. Áîëåå òîãî, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ��� � e
l� , ��� �� e

m�
, ãäå e X XX : � —

òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå [9, p. 20].

Îòîáðàæåíèå �� îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå ìàòðè÷íûõ ñõåì �� �m m� , ïîëó-

÷åííûõ ïóòåì ïàðàìåòðèçàöèè âñåõ ëîòåðåéíûõ ñõåì � l . Ðàñïðîñòðàíèì �� íà âñå
�m , ïîëîæèâ àíàëîãè÷íî (3)

� � �( ) ( , ),u g u� �{ }� (4)
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äëÿ âñåõ ( , , , )� U C g m�� è u U� , è ïîëó÷èì òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå
� : � �m l� . Îòîáðàæåíèå � èíòåðïðåòèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: Zm m��

è �( )Zm l�� ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè îäíîé è òîé æå íåïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè. Äàííîå îòîáðàæåíèå, ÿâëÿÿñü ðàñïðîñòðàíåíèåì ��, åñòü
ñþðúåêöèÿ, íî íå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-

íóþ ëîòåðåéíóþ ñõåìó Z U Cl � ( , , )� . Äëÿ ìàòðè÷íîé ñõåìû � ( � , , , � )Z U C gm � �

òàêîé, ÷òî � ( )Z Zm l� � (ïðè ýòîì, êîíå÷íî, �( � )Z Zm l� ), èìååì | � | | ( ) |� �
�

 � u

u U

.

Îäíàêî âñåãäà, çà íåáîëüøèì èñêëþ÷åíèåì, ñóùåñòâóþò ñõåìû Zm , ñîäåðæàùèå

ìíîæåñòâî � çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ìåíüøåé ìîùíîñòè, ÷åì | � |� , íî òåì íå ìåíåå

ñæèìàþùèåñÿ â òó æå ëîòåðåéíóþ ñõåìó, ò.å. �( )Z Zm l� . Ïîä âîçìîæíîñòüþ
óìåíüøåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà � çíà÷åíèé èêóññòâåííîãî ïàðàìåòðà ïîíèìà-

åì âûáîð Zm , à íå �Zm ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóåò ëîòåðåéíàÿ ìîäåëü Z Z Zl m m� �� �( � ) ( ). Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ

�� � e
l� , íî �� � e

m� , ÷òî âèäíî òàêæå èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð. Èìååòñÿ ëîòåðåéíàÿ ñõåìà Z U Cl
* ( , , )� � , ãäå U u u� { }1 2, ,

C c c c� { }1 2 3, , , �( ) ,u c c1 2 3� { } è �( ) ,u c c2 1 3� { }. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìàò-

ðè÷íûå ñõåìû: � ( � , , , � )Z U C g� � , ãäå � , , ,� � { }� � � �1 2 3 4 è �g çàäàíî òàáë. 1, à òàê-

æå Z U C g� ( , , , )� , ãäå � � { }� �1 2, è g çàäàíî òàáë. 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî � �( � ) ( ) *Z Z Zl� � , îäíàêî �( ) �*Z Zl � . Ñëåäîâàòåëüíî,

� �[ ( )] �Z Z Z� � . Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà �Z èìååò íàèáîëüøóþ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñðåäè âñåõ ìàòðè÷íûõ ñõåì, ñæèìàþùèõñÿ â Zl
* . Â äðóãèõ

ñõåìàõ ýòîãî êëàññà (êàê, íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîé Z) íåêîòîðûå ïîñëåäñòâèÿ

ïðè íåêîòîðûõ ðåøåíèÿõ ÿâëÿþòñÿ «íåñîâìåñòíûìè».

Ôîðìàëèçóåì òåïåðü ïîíÿòèå êëàññà ìàòðè÷íûõ ñõåì. Ââåäåì íà �m áèíàð-

íîå îòíîøåíèå ~ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ Z Z m1 2, �� èìååì Z Z1 2~ òîã-

äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � �( ) ( )Z Z1 2� . Î÷åâèäíî, áèíàðíîå îòíîøåíèå ~ åñòü îò-

íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìåæäó ýëåìåíòàìè ôàêòîðìíîæåñòâà �m / ~ è ýëåìåí-

òàìè ìíîæåñòâà ëîòåðåéíûõ ñõåì � l ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå, à èìåííî êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ~ ñîîòâå-

òñòâóåò ëîòåðåéíàÿ ñõåìà, â êîòîðóþ ñæèìàþòñÿ âñå ýëåìåíòû ýòîãî êëàññà. Êëàñ-

ñû ýêâèâàëåíòíîñòè H m�� / ~ îáîçíà÷èì H Zl( ), ãäå Zl — ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëî-

òåðåéíàÿ ñõåìà. Èíòåðïðåòèðóåì ýòó ñâÿçü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíòû H Zl( ),

è òîëüêî èõ ñðåäè ìàòðè÷íûõ ñõåì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåïà-

ðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè, íåïîñðåäñòâåííî ñîîòâåòñòâóþùåé ëîòåðåéíîé ñõåìå Zl .

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ìîùíîñòè ïðîèçâîëüíîãî êëàññà H Zl( ). Î÷å-

âèäíî, îòâåò çàâèñèò ëèøü îò õàðàêòåðèñòèê ñõåìû Z U Cl � ( , , )� , à èìåííî îò êîëè-

÷åñòâà ðåøåíèé | |U è êîëè÷åñòâà ïîñëåäñòâèé ïðè êàæäîì ðåøåíèè | ( ) |� u , u U� .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å: îïðåäåëèòü, ñêîëüêî

ñóùåñòâóåò òàêèõ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ X X X� � �1 2 ��X m , ãäå X 1,

X X m2 � �� — êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, ÷òî { }x x x x X Xj j m j: ( )1� � � � � �� � äëÿ

ëþáîãî j m�{ }1 2, , ..., . Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ïðèíöèï âêëþ÷åíèé–èñêëþ÷åíèé.
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Ò à á ë è ö à 1. Îòîáðàæåíèå �g

â ìàòðè÷íîé ñõåìå �Z

�1 �2 �3 �4

u1 c3 c3 c2 c2

u2 c3 c1 c3 c1

Ò à á ë è ö à 2. Îòîáðàæåíèå g

â ìàòðè÷íîé ñõåìå Z

�1 �2

u1 c3 c2

u2 c3 c1



Òåîðåìà 1. Äëÿ ëîòåðåéíîé ñõåìû Z m Cl � ( , , ..., , , ){ }1 2 � ïðè | ( ) |� j n j� ,

j m�{ }1 2, , ..., , ìîùíîñòü h n nm( , ..., )1 ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà H Zl( ) ìàòðè÷-

íûõ ñõåì ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

h n n
n

i
m

n i
i j

jj

mj j
j

m

j( ) ( )

( )

1

1

2 11� � �


�
�



�

�

�
��

�

�
��

�

�

� 
�
�

�
�� , (5)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì èíäåêñàì ( , ..., ) , , ...,i i nm j

j

m

1

1

0 1�
�

 { }.

Ñèììåòðè÷íîñòü ôîðìóëû (5) îòíîñèòåëüíî n nm1� �� îòðàæàåò òîò ôàêò,

÷òî êîëè÷åñòâî ìàòðè÷íûõ ñõåì, êîòîðûå ñæèìàþòñÿ â íåêîòîðóþ ëîòåðåéíóþ,

íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè ðåøåíèé â ýòîé ëîòåðåéíîé ñõåìå. Ïðåæäå ÷åì ïå-

ðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó, îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, íàïðèìåð, m � 2, ôîðìó-

ëà (5) èìååò âèä

h n n
n

i

n

ii

n
i i n

( , ) ( )
(

1 2

0

1

1

2

2
2

2

1 2 11 2� �
�

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

� �� i n i

i

n
1 2 2

1

1

0

)( )�

�
� . (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A — ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

{ ({ , , , } ) : ( ) ( ) }� � �� � �1 2 � m C j j jäëÿ ëþáîãî , çäåñü è äàëåå j m�{ }1 2, , ..., .

Ýëåìåíò ��A áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì B ìíîæåñòâî òà-

êèõ ñèñòåì ôóíêöèé ��A, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå (4): { }� � �( ) : ( )j j� �� äëÿ ëþáîãî j.

Ñèñòåìà ôóíêöèé ��B îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìàòðè÷íóþ ñõåìó èç êëàññà
H Zl( ) è íàîáîðîò, ïîýòîìó çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B.
Ïðîíóìåðóåì îòäåëüíî ïîñëåäñòâèÿ âíóòðè êàæäîãî �( )j òàê, ÷òî òåïåðü
�( ) , , ...,j n j� { }1 2 . Äëÿ ëþáîãî k nj j�{ }1 2, , ..., îáîçíà÷èì C jkj

ìíîæåñòâî òàêèõ

ñèñòåì ��A, ÷òî k jj � �{ }� �( ) : � . Òîãäà ìíîæåñòâî C C

j k

jk

j

j
�

,

� âêëþ÷àåò âñå

ñèñòåìû ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ïîñëåäñòâèå k j îêàçûâàåòñÿ íåïîê-
ðûòûì çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé èç ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî A B C� � , B C� ��, îòêóäà

| | | | | |B A C� � . (7)

Ìíîæåñòâî { ({ , , , } ) : ( ) ( ) }� � �� � �1 2 � m C j j jäëÿ ëþáîãî èìååò âñåãî

j

jn
 ýëåìåíòîâ, ÷òî äàåò | |A

nj
j�



2 . ×òîáû íàéòè

j k

jk

j

j
C

,

� , âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé–èñêëþ÷åíèé, ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
D D Dw1 2, � �� ñïðàâåäëèâî

D D D D
w

�

� �
�

� �
� �1

1 1

1

1 2

1 2

1� �

� � � �� �� | | | |

� � � � � � � � �
� �

�� | | ( ) | |D D D D D Dw
w� � �

� � �
1 2 3

1 2 3

1 1
1 2� � .

Îáùèé ÷ëåí âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ñóììa ìîùíîñòåé âñåâîçìîæíûõ
ïåðåñå÷åíèé íåêîòîðîãî ÷èñëà (ñêàæåì, i  1) ìíîæåñòâ, â äàííîì ñëó÷àå C jkj

.

Ýòó ñóììó ìîæíî ðàçáèòü íà ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ k j
ïðè-

íèìàåò ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî i j çíà÷åíèé, ïðè ýòîì

j

ji i� � . Òèïè÷íîå ïåðå-

ñå÷åíèå, ÷üÿ ìîùíîñòü âõîäèò â òàêîå ñëàãàåìîå, ñîñòîèò èç âñåõ ñèñòåì
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��A ôóíêöèé �( )j , ñðåäè çíà÷åíèé êîòîðûõ â òî÷êàõ j íåò îïðåäåëåííûõ i j
ïîñëåäñòâèé èç �( )j . Êîëè÷åñòâî òàêèõ ôóíêöèé, î÷åâèäíî, ( )n ij j

j

�
 , a ñèñ-

òåì ôóíêöèé — áóäåò 2

( )n ij j
j

�

. Êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé â îäíîì ñëàãàåìîì

ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü íåçàâèñèìî i1 ïîñëå-

äñòâèé èç n1, …, im ïîñëåäñòâèé èç nm , ò.å.
n

i

j

jj

�

�
��

�

�
��
 , îíè èìåþò îäèíàêîâóþ

óêàçàííóþ âûøå ìîùíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, îáùèé ÷ëåí â ôîðìóëå âêëþ÷å-
íèé–èñêëþ÷åíèé ïîñëå îïèñàííîãî äàëüíåéøåãî ðàçáèåíèÿ è çàòåì ãðóïïèðî-

âàíèÿ áóäåò èìåòü âèä ( )
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�

 �

�
��

�

�
��

�
�


1 21i
n i

j

jj
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, ãäå i nj j�{ }0 1, , ..., , i ij
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i n j
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�
!
"
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$
%
&

�1 2, , ..., , ÷òî ìîæíî ïåðåïèñàòü áåç i :
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�
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�
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�
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C
n
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j
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n i
i j

jj

m

2 11

1

, (8)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî èíäåêñàì ( ) , , ...,i i nm j

j

m

1

1

0 1� � �
�

� { }, íå ðàâíûì îäíî-

âðåìåííî íóëþ.
Ïîäñòàâëÿÿ, íàêîíåö, (8) â (7), äåëàåì âûâîä, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ | |A òàêæå

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ÷ëåíà ñóììû (8) ïðè i i im1 2 0� � � �� . Òåì ñàìûì ôîð-

ìóëà (5) äîêàçàíà.

Èç óñëîâèÿ (4) âûòåêàþò î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìîùíîñòåé
ìíîæåñòâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â ìàòðè÷íûõ ñõåìàõ èç îäíîãî êëàññà. Â îáîçíà-
÷åíèÿõ òåîðåìû 1 èìååì

min | | : ( , , , ) ( ) max : , , ...,{ } { { }}� � U C g H Z n j ml j� � � 1 2 , (9)

max | | : ( , , , ) ( ){ }� � U C g H Z nl j

j

m

� �
�



1

. (10)

Èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî äàæå â ñëó÷àå íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè ñ
äâóìÿ ðåøåíèÿìè êîëè÷åñòâî ìàòðè÷íûõ ñõåì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü, áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì n1 è n2 .

Ïîäâîäÿ èòîã, çàìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íûå ñõåìû èç êëàññà H Zl( ), è òîëüêî èõ, ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè, êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî

ñîîòâåòñòâóåò ëîòåðåéíàÿ ñõåìà Zl . Ìîùíîñòü êëàññà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà åñòü îñíîâàíèå äëÿ ïðåäïî÷òåíèÿ îäíîé ìàòðè÷-
íîé ñõåìû äðóãîé. Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (10) âèäíî, ÷òî åñëè n cj � äëÿ ëþáîãî
j m�{ }1 2, , ..., , òî ìàêñèìàëüíàÿ | |� â êëàññå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷å-
íèåì m , òîãäà êàê ìèíèìàëüíàÿ | |� îñòàåòñÿ ðàâíîé c . Åñëè íà ìíîæåñòâå ðåøå-
íèé ìàòðè÷íîé ñõåìû çàäàí íåêîòîðûé äåéñòâèòåëüíûé êðèòåðèé, òî ìîæåò ñëó-
÷èòüñÿ (â çàâèñèìîñòè îò ñàìîãî êðèòåðèÿ), ÷òî îí ïîðîäèò îäèíàêîâîå
óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé âî âñåõ ñõåìàõ èç îäíîãî êëàññà. Ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâóåò ïðåäïîñûëêà ê âûáîðó ìàòðè÷íîé ñõåìû ñ íàèìåíüøåé â äàííîì êëàññå
ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà �, âåäü â ýòîì ñëó÷àå íèêàêèå àêòóàëüíûå äàííûå íå áó-
äóò ïîòåðÿíû ïî ñðàâíåíèþ ñ âûáîðîì äðóãèõ ìàòðè÷íûõ ñõåì èç ýòîãî êëàññà.

Ïóñòü L C R: � — ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ïðåäïî÷òåíèåì ïî-
ñëåäñòâèé èç C è ïðèñâàèâàþùàÿ èì ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûì ïîäõîäÿùèì
ñïîñîáîì. Ðàññìîòðèì äëÿ ìàòðè÷íîé ñõåìû Z U C gZ Z� ( , , , )� ñåìåéñòâî êðèòå-

ðèåâ ïåññèìèçìà–îïòèìèçìà { }U
Z
� �, [ ; ]� 0 1 , îïðåäåëåííûõ íà U :

U u L g u L g u
Z Z Z Z
� � � � � � �( ) min [ ( , )], ( ) max [ ( , )],� � � �{ } {� 1 ��Z }.
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Ýòè êðèòåðèè íå íóæäàþòñÿ â èíôîðìàöèè I m , ïîýòîìó èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ìîäåëåé, ñîâïàäàþùèõ ñî ñõåìàìè, ò.å. â óñëîâèÿõ ïîëíîé íåîïðåäåëåííîñòè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî êëàññà H m�� / ~ è ìàòðè÷íûõ ñõåì Z Z H1 2, �

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî U u U u
Z Z1 2

� �( ) ( )� äëÿ ëþáûõ u U� è � �[ ; ]0 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõåìû Z1 è Z2 , ïîïàäàÿ â îäèí êëàññ H , èìåþò îáùåå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé U , ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàíî êîððåêòíî. Âû-

ïîëíåíèå Z Z1 2~ è (4) âëå÷åò { } { }g u g uZ Z Z Z1 1 2 2
( , ), ( , ),� � � �� � �� � äëÿ ëþ-

áîãî u U� , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äàåò { }L g uZ Z[ ( , )],
1 1

� �� ��
� �{ }L g uZ Z[ ( , )],

2 2
� � � , îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ íóæíîå ðàâåíñòâî.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè � �1 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå äëÿ ìàêñèìèííîãî êðèòåðèÿ.

ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ðåøåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü è áåç ïàðàìåòðè-

çàöèè, ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî êðèòåðèÿ ê èñõîäíîé ëîòåðåéíîé ñõåìå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÒÏÐ äëÿ óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé èñïîëüçóåò

ìàêñèìèííûé êðèòåðèé ëèáî îäèí èç êðèòåðèåâ ïåññèìèçìà–îïòèìèçìà, òî ðåçóëüòàòû

ýòîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ â ñõåìàõ èç îäíîãî êëàññà ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, ñîâïàäóò è

ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàçëè÷íûõ ñõåìàõ èç îäíîãî êëàññà.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2 óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ íå-

êîòîðûõ êðèòåðèåâ. Íàïðèìåð, îíî ëîæíî äëÿ êðèòåðèÿ ìèíèìàêñíîãî ñîæàëå-

íèÿ (Ñåâèäæà) è êðèòåðèÿ íåäîñòàòî÷íîãî îñíîâàíèÿ (Ëàïëàñà).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íåïàðàìåòðè÷åñêîãî

òèïà íåîáõîäèìî îïèñàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðà, òî âîçíèêàåò ïðîáëåìà

íåîäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òàêîé ñèòóàöèè â âèäå ìàòðè÷íîé ìîäåëè. Ïðîá-

ëåìà óñëîæíÿåòñÿ äëÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ÑÏÐ, â êîòîðûõ èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïîëíîé íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà ìîäåëü ñèòóàöèè ñâîäèòñÿ ê åå ñõåìå,

îïèñàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ìàòðè÷íûõ ñõåì íà êëàññû, ïðè êîòîðîì â îäèí

êëàññ ïîïàäàþò òå è òîëüêî òå ñõåìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü

îïðåäåëåííóþ íåïàðàìåòðè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ìàòðè÷íûõ ñõåì

áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ðåøåíèé è âîçìîæíûõ ïîñëåäñòâèé, ïðåä-

îñòàâëÿåìûõ íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèåé. Â óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àÿõ â çàâèñè-

ìîñòè îò êðèòåðèÿ îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé ìîæíî âûáðàòü ìàòðè÷íóþ ñõåìó ñ íàè-

ìåíüøåé â äàííîì êëàññå ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.
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