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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ 3D îáúåêòîâ â ìíîãîñâÿç-
íîé îáëàñòè, îáðàçîâàííîé êðóãîâûì öèëèíäðîì è çîíàìè çàïðåòà â âèäå ïðÿìûõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ ïðèçì. Ïðè ýòîì íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è èñïîëüçîâàí
ìåòîä �-ôóíêöèé. Â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê ïðåäëîæåí ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ óâåëè÷åííîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, çàäà÷à êîìïîíîâêè, îïòèìèçàöèÿ,
3D îáúåêòû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè ñðåäè èíòåíñèâíî ðåøàåìûõ â ïîñëåäíèå

äåñÿòèëåòèÿ çàäà÷ ìîæíî âûäåëèòü çàäà÷è ïîèñêà íàèáîëåå âûãîäíîãî âçàèìíî-

ãî ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, à èìåííî çàäà÷è àâòîìàòèçèðî-

âàííîé êîìïîíîâêè ðàçëè÷íîãî îáîðóäîâàíèÿ [1], êîìïîíîâêè ïðèáîðîâ îòñåêîâ

ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ [2], àâòîìàòè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ãåíåðàëüíûõ ïëà-

íîâ íà ýòàïå êîìïîíîâêè è îáúåìíî-ïëàíèðîâî÷íîãî ðåøåíèÿ öåõîâ ïðîìûø-

ëåííûõ ïðåäïðèÿòèé [3], êîíñòðóêòîðñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òåïëîýíåðãåòè÷åñêèõ

êîìïëåêñîâ è ìíîãèå äðóãèå. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàêèå çàäà÷è, êàê ïðàâè-

ëî, îòëè÷àþòñÿ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äîïóñòèìûõ ðå-

øåíèé, íåèçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íàèëó÷øåãî âàðèàíòà ðåøåíèÿ, áîëü-

øèì îáúåìîì èñõîäíîé èíôîðìàöèè è ò.ï.

Àíàëèç ðàáîò [1–6], â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû óïàêîâêè òðåõìåðíûõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà îòñóòñòâèåì àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ. Èç-çà âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñ-

òè çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ äëÿ èõ ðåøåíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóþòñÿ ýâðèñ-

òè÷åñêèå ïîäõîäû, ò.å. âìåñòî ïîëíîãî ïåðåáîðà âàðèàíòîâ, çàíèìàþùåãî

ñóùåñòâåííîå âðåìÿ (èëè òåõíè÷åñêè íåâîçìîæíîãî), ïðèìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî

áîëåå áûñòðûé, íî íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûé òåîðåòè÷åñêè, àëãîðèòì. Ïîñêîëü-

êó ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû íå ïîëíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàíû, îíè íå ãàðàí-

òèðóþò íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ

ïîñòðîåíèå àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à òàêæå ñîâåðøåíñòâîâàíèå ñó-

ùåñòâóþùèõ è ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íåîáõîäèìî âû-

ïîëíèòü, êàê ìèíèìóì, òðè ýòàïà: îïèñàòü îáúåêòû êîìïîíîâêè; ïðåäëîæèòü

êðèòåðèé îïòèìèçàöèè; ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è. Îò êîððåê-

òíîãî îïèñàíèÿ îáúåêòîâ êîìïîíîâêè âî ìíîãîì çàâèñèò âðåìÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è è åãî êà÷åñòâî.
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t t t t tX x y z R a x a b y b z h� � � � � � � � � � �{ ( , , ) : , , }3 0 — ïðÿ-

ìûå ïðÿìîóãîëüíûå ïðèçìû, ÿâëÿþùèåñÿ çîíàìè çàïðåòà íà ðàçìåùåíèå îáúåê-

òîâ. Êîíòåéíåð � âûñîòû h îáîçíà÷èì �( )h . Íà÷àëî ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîð-
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Îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ êîìïîíîâêè ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ðàñïîëî-

æåíèÿ îáúåêòîâ âíóòðè îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ, à òàêæå îáúåêòîâ íà ìèíèìàëüíî

äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèÿõ (äëÿ óñòðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ, òåïëîâûõ, ýëåêòðè÷åñ-

êèõ è äðóãèõ âîçäåéñòâèé îäíîãî îáúåêòà íà äðóãîé). Ïîëàãàåì, ÷òî ìèíèìàëüíî

äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáúåêòàìè À è Â îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: d A B x y
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� � �
� �
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,
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C, C , C — ñîîòâåòñòâåííî áîêîâàÿ, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè öèëèíäðà Ñ.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: íàéòè âåêòîð u R n� 3 òàêîé, ÷òî îáúåêòû Oi , i I� , ñî-

äåðæàòñÿ â êîíòåéíåðå �( )h ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ìèíèìàëüíûõ ðàññòîÿíèé è åãî

âûñîòà h äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÇÀÄÀ×È È ÅÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âîñïîëüçóåìñÿ àïïàðàòîì

íîðìàëèçîâàííûõ �-ôóíêöèé [7–11]. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîñòàâëåí-
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O uk k( ) â îáëàñòè �( )h , ïðè êîòîðîì ñîáëþäåíû óñëîâèÿ íà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ýòèì îáúåêòîì è áîêîâîé, íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿìè öèëèíäðà C ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïîñòðîåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå îñî-

áåííîñòè, îáóñëîâèâøèå âûáîð ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è:

� çàäà÷à (3), (4) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îáðàòíî-âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [12],

ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû (4) çàäàþò äîïîëíåíèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ

äî R n3 1� ;

� ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ, ôîðìèðóþùèå îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çà-

äà÷è, ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè;

� äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ, ôîðìèðóþùèõ ñèñòåìó (4), íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü õîòÿ áû îäíà èç ñòðóêòóð íåðàâåíñòâ, îáðàçóþùèõ

ñîîòâåòñòâóþùèå �-ôóíêöèè [8–11];

� îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (3), (4) â îáùåì ñëó÷àå åñòü íåñâÿç-

íîå ìíîæåñòâî, à êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîãîñâÿçíà è èìååò «îâðàæ-

íûé» õàðàêòåð;

� îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êî-

íå÷íîãî ÷èñëà íåâûïóêëûõ ïîäîáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ â îáùåì

ñëó÷àå ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè; òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îáëàñòè

òåîðåòè÷åñêè ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîäçàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà êàæäîé ïîäîáëàñòè (ïðè ýòîì

êàæäàÿ òàêàÿ ïîäçàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîãîýêñòðåìàëüíà);
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� äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî íàéäåííàÿ òî÷êà — òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðå-

ìóìà äëÿ âñåé îáëàñòè, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëî-

êàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè, êîòîðîé ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò;

� ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ìîãóò áûòü íåñòðîãèìè;

� ìàòðèöà ñèñòåì íåðàâåíñòâ áëî÷íàÿ è èìååò ðàçðåæåííûé âèä;

� çàäà÷à (3), (4) îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ [13].

ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Ðàçðàáîòàííûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä ê ïîèñêó ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäïîëàãà-

åò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ýòàïîâ: ïîñòðîåíèå íà÷àëüíûõ òî÷åê, ïîèñê ëîêàëü-

íûõ ýêñòðåìóìîâ è èõ ïåðåáîð.

Ïðè ðåøåíèè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ òî÷åê, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå «æàä-

íûå» àëãîðèòìû. Îäíàêî ýòè àëãîðèòìû íå ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèÿ ëþáûõ íà-

÷àëüíûõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíûõ

òî÷åê çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàþò â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ

ñëåäóþùèé ïîäõîä.

Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíûõ òî÷åê è ïîèñê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ çàäà÷è
(3), (4). Ïîëîæèì, ÷òî ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ

ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè. Ñôîðìèðóåì âåêòîð ýòèõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê:

� � � � � �
�� � �( , , ) (�� , , �� )1 1� �n R , ãäå � i — âåêòîð ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

îáúåêòà Oi ; � i ir� , åñëè i I� 1; � i i ir h� ( , ), åñëè i I� 2 ; � i i i ia b c� ( , , ), åñëè

i I� 3 ; � �i i iw� ( , ), åñëè i I� 4 èëè i I� 5 ; � i i i i ir h w w� ( , , , )1 2 , åñëè i I� 6 ,

� � � � � � �n n n n n n1 2 3 4 5 62 3 2 2 4 . Òîãäà ( , ) ( , , )X h u h R n� � � �� �3 1 — âåêòîð

ïåðåìåííûõ.

Îáîçíà÷èì � i
0 âåêòîðû èñõîäíûõ çíà÷åíèé ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

îáúåêòîâ Oi , i I� , ò.å. � � � � � �
�0

1
0 0

1
0 0� � �( , , ) (�� , , �� )� �n R .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè çàäàäèì âûñîòó h h� 0 (ïðè ýòîì âåëè÷èíà h0

âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáúåêòû ãàðàíòèðîâàííî ðàçìåùàþòñÿ â îáëàñòè

�( )h0 ). Ñôîðìèðóåì òî÷êó � � �X u( , )	 , ãäå âåêòîð �u ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûì

îáðàçîì òàê, ÷òî � � �u h i Ii �( ) ,0 , è 0 01 00, ,� � � �� 	i i i I .

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

F F X R n(~ ) max ( ),� � �� � 
 �� 3 , (5)
ãäå

F i

i I

( ) ��� �

�

�
�
� , I � �� { }1 2, , ,� ,

� � � �� � � � �{ X u R u u d un
ij
OO

i j i j ij kt
O

k( , ) : ( , , , ) , (� � ��3 0 , )� k k
td�  0,

�
k
O

k k k k
O

k k k
L

k
O

k k k
Uu d L u d U u d( , ) , ( , ) , ( , )� � ��  �  � 0 0 0,

�� �� , ��� � �q q q
0 0 0�   , (6)

� � �� � � � � �1 1 2 2 1 11 1 1 1 2 20 0 0�  �  � w w w, , ,

w r w r ws s s s� ��
2 22 2 1 20 0 0�  �  � , , ,

0 6 1 4
1

2 4
2

1 5
1

2 5
2� � � � � � � � � �i j I k I q I s I I I I I, , , , , , , ,� � � � � t I� � }.

Öåëü ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è — ïîèñê òàêîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â îáëàñ-

òè, ïðè êîòîðîì ñóììà èõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.
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Åñëè ( , )� �u h W0 , òî ðåøàåì çàäà÷ó


 
 
� �* max , ( ,� � 
 � �X R n� 3 1, (7)
ãäå

� �� � � � � � �{( , ) ( , , ) : ( , , , )X u R u u dn
ij
OO

i j i j ij
 � 
 � � 
�3 1 0,

� �
kt
O

k k k
tu d( , )� 
� �  0, �

k
O

k k ku d( , )� 
� �  0 ,

L u d U u d
k
O

k k k
L

k
O

k k k
U( , ) , ( , )� 
 � 
� �  � � 0 0,

�� �� , ��� � �q q q
0 0 0�   , (8)

� � �� � � � � �1 1 2 2 1 11 1 1 1 2 20 0 0�  �  � w w w, , ,

w r w r ws s s s� �� 

2 22 2 1 20 0 0 0�  �  �  � , , , ,

0 6 1 4
1

2 4
2

1 5
1

2 5
2� � � � � � � � � �i j I k I q I s I I I I I, , , , , , , ,� � � � � t I� � },


 — ìèíèìàëüíîå îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ëå-

âûõ ÷àñòÿõ íåðàâåíñòâ, ôîðìèðóþùèõ ñèñòåìó (6). Â ñèëó óñëîâèÿ � 
 0 òî÷-

êà ( , )*X 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (7), (8). Âçÿâ òî÷êó

X *â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé, ðåøèì çàäà÷ó (5), (6) è ïîëó÷èì òî÷êó ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà
~

(~, ~ )X u� � . Òîãäà åñëè F (~ )� �� , ãäå � �

�

�
�
� �� i

i I

0 , òî
~
X — òî÷êà

ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (5), (6) è (~, )u h W0 � . Ïîñêîëüêó çàäà÷è (3), (4)

è (5), (6) èìåþò ðàçëè÷íûå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, òî òî÷êà (~, )u h W0 � â îá-

ùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàäà÷è (3), (4). Âçÿâ

íà÷àëüíóþ òî÷êó (~, )u h0 , âû÷èñëèì òî÷êó ( , )* *u h W0 0 � ëîêàëüíîãî ìèíèìó-

ìà çàäà÷è (3), (4).

Äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ çàäà÷ (3), (4), (5), (6) è (7), (8) èñïîëüçó-

åòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè íà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîäîáëàñòåé [14]. Ïðè ýòîì ïîèñê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íà êàæäîé

ïîäîáëàñòè îñóùåñòâëÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè IPOPT. Â äàííîé áèá-

ëèîòåêå ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû âíóòðåííåé òî÷êè, êîòîðûå äëÿ ïîèñêà âåêòîðà

äâèæåíèÿ èñïîëüçóþò ìàòðèöó Ãåññå ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, îïèñû-

âàþùåé îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, áèáëèîòåêà äåìîíñòðèðóåò

ýôôåêòèâíîñòü íà çàäà÷àõ ñ ìàòðèöàìè, èìåþùèìè áëî÷íóþ ñòðóêòóðó è âûñî-

êóþ ñòåïåíü ðàçðåæåííîñòè, à òàêæå íà ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çàäà÷àõ.

Ïîèñê ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó çàäà÷è (3), (4). Â ïðåäëà-

ãàåìîì ïîäõîäå âûïîëíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ïîèñê ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó

ìèíèìóìó çàäà÷è (3), (4).

Ðàññìîòðèì i-þ èòåðàöèþ. Ïóñòü íà ïðåäûäóùåé i�1-é èòåðàöèè ïîëó÷åíà

òî÷êà ( , )* *u h Wi i� � �1 1 ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (3), (4). Ýòà òî÷êà ñîõðàíÿ-

åòñÿ â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ ( , )* *u h W� ê òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíè-

ìóìà çàäà÷è (3), (4).

Íà êàæäîé i-é èòåðàöèè íà îñíîâå òåêóùåé âåëè÷èíû h* âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå

çíà÷åíèå âûñîòû îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ ñîãëàñíî âûðàæåíèþ

h hi j� �* ,0 5 � , j� �� { }0 1 2, , , ,�  , (9)

ãäå � � 0 2, *h .
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Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â îáëàñòè ñ íîâûì çíà÷åíè-

åì âûñîòû. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà ( , )*u h Wi � âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî â íåé íå âûïîëíå-

íû íåêîòîðûå èç óñëîâèé âèäà L u h d q Iq
O

q
i

q
L( , ) ,* �  �0 , è U u h dq

O
q

i
q
U( , )* �  0 ,

q I� . Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè íà÷àëüíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè W, ðåøèì

ïîñëåäîâàòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è (7), (8) è (5), (6). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé

òî÷êè äëÿ çàäà÷è (7), (8) áåðåì òî÷êó ( , )*X 
0 ��, ãäå X u* *( , )� � 0 ,


 � �0 0 0� � � �min ( , , ) , ( , , ) ,* *{ }L u h d U u h d q Iq
O

q
i

q
L

q
O

q
i

q
U . Ïóñòü ( , )X 0 — ðåøå-

íèå äàííîé çàäà÷è. Âçÿâ òî÷êó X â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé, âû÷èñëèì òî÷êó ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà
~

(~, ~ )X u� � çàäà÷è (5), (6), â êîòîðîé âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: F (~ )� �� è

F (~ )� �� .

Åñëè F (~ )� �� , òî òî÷êà (~, )u h Wi � . Òîãäà, âçÿâ íà÷àëüíóþ òî÷êó

(~, )u h Wi � , âû÷èñëèì ëîêàëüíûé ìèíèìóì ( , )* *u hi i çàäà÷è (3), (4), êîòîðûé

ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ ( , )* *u h W� ê ãëîáàëüíîìó ìè-

íèìóìó çàäà÷è (3), (4). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (9) âû÷èñëÿåì íîâîå çíà÷åíèå âûñîòû

îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ (ïðèíÿâ j � 0) è âûïîëíÿåì ïîèñê ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ

â îáëàñòè ñ íîâûì çíà÷åíèåì âûñîòû. Äëÿ ýòîãî áåðåì òî÷êó ( , )*X 
0 �� è ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ðåøàåì çàäà÷è (7), (8) è (5), (6). Îïèñàííûé èòåðàöèîííûé ïðî-

öåññ ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì F (~ )� �� .

Åñëè F (~ )� �� , òî äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè íà÷àëüíóþ òî÷êó (~, )u h Wi � , îñóùå-

ñòâëÿåì ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (5), (6) äëÿ òåêóùåé âûñîòû hi .

Â ñëó÷àå åñëè äëÿ âûñîòû hi íà÷àëüíàÿ òî÷êà íå áóäåò íàéäåíà, òî âîçâðàùàåìñÿ

ê òî÷êå ( , )* *u h ïîñëåäíåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó çàäà÷è (3), (4).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (9) âû÷èñëÿåì íîâîå çíà÷åíèå âûñîòû îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ,

ïðèíÿâ j j� �1. Äëÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ hi ñíîâà âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê íà÷àëüíîé òî÷êè

çàäà÷è (3), (4), ò.å. ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (7), (8)

è (5), (6). Ïðîöåäóðà ïîèñêà íà÷àëüíîé òî÷êè äëÿ çàäà÷è (3), (4) âûïîëíÿåòñÿ äî

òåõ ïîð, ïîêà h hi* � � �, ãäå � — òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Â ðåçóëüòàòå òî÷êà ( , )* *u h ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ãëîáàëü-

íîìó ìèíèìóìó çàäà÷è (3), (4), íàéäåííîãî ïîñëå ãåíåðàöèè ïåðâîé ñëó÷àéíîé

òî÷êè � � �X u( , )	 . Ïðîöåññ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ òî÷åê âèäà � � �X u( , )	 ïðîäîë-

æàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) äëÿ ñãåíåðèðîâàííûõ

ïîäðÿä ïÿòè òî÷åê íå ïðîèçîéäåò óëó÷øåíèå öåëåâîé ôóíêöèè (3). Â èòîãå ëó÷-

øèé íàéäåííûé ìèíèìóì ( , )* *u h ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4).

Ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé ïîäçàäà÷è (5), (6).
Îòìåòèì ñëåäóþùóþ îñîáåííîñòü çàäà÷è (5), (6). Åñëè â òî÷êå

~
(~, ~ )X u� � ëî-

êàëüíîãî ìàêñèìóìà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå F (~ )� �� , òî îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëî-

áàëüíîãî ìàêñèìóìà. Åñëè F (~ )� �� , òî òî÷êà
~
X ìîæåò áûòü êàê òî÷êîé ëîêàëü-

íîãî, òàê è ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Îäíàêî, ïîñêîëüêó çàäà÷à (5), (6) ÿâëÿåòñÿ

NP-òðóäíîé, îñóùåñòâèòü ïîëíûé ïåðåáîð ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ âîçìîæíî

òîëüêî òåîðåòè÷åñêè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (5), (6) ïðåäëàãàåì

ñïåöèàëüíûé ïîäõîä, êîòîðûé ìîæåò îáåñïå÷èòü ïëàâíûé ïåðåõîä îò îäíîãî ëî-

êàëüíîãî ìàêñèìóìà ê äðóãîìó ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïóñòü h hi� è
~

(~, ~ )X u� � — ëîêàëüíûé ìàêñèìóì çàäà÷è (5), (6) òàêîé, ÷òî

F (~ )� �� . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ~� ìåíü-
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øå ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû âåêòîðà � 0 . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò õîòÿ

áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà ~� , óäîâëåòâîðÿþùàÿ îäíîìó èç íåðàâåíñòâ:

~ ,r r i T Ii i� � 
0
1 1,

~ , ,
~

,r r i T I h h i T Ii i i i� � 
 � � 
0
21 2

0
22 2 , T T T2 21 22� 	 ,

~ , ,
~

, ,a a i T I b b i T Ii i i i� � 
 � � 
0
31 3

0
32 3

~ , ,c c i T I T T T Ti i� � 
 � 	 	0
33 3 3 31 32 33 ,

~ , , ~ ,� �i i i ii T I w w i T I� � 
 � � 
0
41 4

0
42 4 , T T T4 41 42� 	 ,

~ , , ~ ,� �i i i ii T I w w i T I� � 
 � � 
0
51 5

0
52 5 , T T T5 51 52� 	 ,

~ , ,
~

, , ~ ,r r i T I h h i T I w w i Ti i i i i i
� � 
 � � 
 � � 
0

61 6
0

62 6 1 1
0

63 I 6 ,

~ , ,w w i T I T T T T Ti i2 2
0

64 6 6 61 62 63 64� � 
 � 	 	 	 , T Ti

i

�
�1

6

� .

Äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïåðåõîä îò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
~

(~, ~ )X u� �

ê äðóãîìó ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó
~~

(~
~

, ~~)X u� � òàêîìó, ÷òî F F(~
~

) (~ )� �� , ðåøèì

âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

F F X R n( ) max ( ),
~*� � �� � 
 �� 3 , (10)

ãäå

~
( , ) : ( , , , ) , (� � � �� � � � �{X u R u u d un

ij
OO

i j i j ij kt
O� � ��3 0 k k k

td, )� �  0,

�
k
O

k k k k
O

k k k
L

k
O

k ku d L u h d U u h( , ) , ( , , ) , ( , , )� � ��  �  �0 00 0 d
k
U

q 0 0, ��� ,

0� � � � � �i j I k I q I t I, , ,� � }. (11)

Çàäà÷à (10), (11) îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è (5), (6) îòñóòñòâèåì îãðàíè÷åíèé íà

ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ.

Èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé è ñòðàòåãèþ �-àê-

òèâíûõ îãðàíè÷åíèé [14], âû÷èñëÿåì âåêòîð Y 0 íàèáîëüøåãî ðîñòà ôóíê-

öèè (10) â òî÷êå
~

(~, ~ )X u� � . Äëÿ ýòîãî ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

max
( , )




Y G0 �

, (12)

ãäå

G Y R F X Y X Y wn
j j� � ��  � � �{( , ) : ( (

~
), ) , ( (

~
), )
 
�0 3 1 0 0� ,

j y i nk i� � � � � � �1 2 1 1 1 2 3 10, , ..., ( ), , , , ,	 � �� }, (13)

0 � �� j X(
~

) � — �-àêòèâíûå íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû (11),

w
X

X
j

j

j

�
 
!
"0, (

~
)

, (
~

)

åñëè ëèíåéíîå,

åñëè íåëèíåéíîå.

�

�
#"

Âûáîð âåëè÷èíû � ìîæåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò ðåøå-

íèÿ çàäà÷è. Ïîëàãàåì � �� 2~, ãäå ~� — òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà òî÷-

êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
~
X ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (5), (6).

Åñëè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷èì òî÷êó, â êîòîðîé 
 � 0, òî ìîæíî

ïîñòðîèòü òî÷êó X X Ym m� �
~

,0 5 0 òàêóþ, ÷òî F Fm( ) (~ )� �� è X m �
~
� . Ïîëîæè-

òåëüíûå ýëåìåíòû âåêòîðà Y 0 , ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðàâëåíèþ èçìåíåíèÿ ìåòðè÷åñ-

êèõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ, ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îáúåêòû, ðàçìåðû êîòîðûõ ìî-
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ãóò áûòü óâåëè÷åíû â òåêóùåì ëîêàëüíîì ìàêñèìóìå
~

(~, ~ )X u� � . Ñëåäîâàòåëüíî,

â îêðåñòíîñòè òàêèõ îáúåêòîâ ñóùåñòâóåò «ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî», êîòîðîå ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ óëó÷øåíèÿ çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Íåêîòîðûå êîìïîíåíòû âåêòîðà X m ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü îäíîìó èç

íåðàâåíñòâ:

r r i T Ii
m

i� � 
�~ ,
1 1,

r r i T I h h i T Ii
m

i i
m

i� � 
 � � 
� �~ , ,
~

,
21 2 22 2 , T T T

2 21 22
� � �� 	 ,

a a i T I b b i T Ii
m

i i
m

i� � 
 � � 
� �~ , ,
~

, ,
31 3 32 3

c c i T Ii
m

i� � 
�~ ,
33 3 , T T T T

3 31 32 33
� � � �� 	 	 ,

� �i
m

i i
m

ii T I w w i T I� � 
 � � 
� �~ , , ~ ,
41 4 42 4 , T T T

4 41 42
� � �� 	 ,

� �i
m

i i
m

ii T I w w i T I� � 
 � � 
� �~ , , ~ ,
51 5 52 5 , T T T

5 51 52
� � �� 	 ,

r r i T I h h i T Ii
m

i i
m

i� � 
 � � 
� �~ , ,
~

, ,
61 6 62 6

w w i T I w w i T I
i
m

i i
m

i1 1 63 6 2 2 64 6� � 
 � � 
� �~ , , ~ , ,

T T T T T
6 61 62 63 64
� � � � �� 	 	 	 .

Îáîçíà÷èì T T
kk

� �
�

�
1

6
� . Åñëè card ( )T � � 0, òî íà îñíîâàíèè òî÷åê X m

è
~
X ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷êó X u

� � �
� ( , )� ,

òåì ñàìûì îñóùåñòâèâ «ïåðåñòàíîâêó» îáúåêòîâ, íîìåðà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó T � , ñ îáúåêòàìè, íîìåðà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó T .

Äëÿ êðàòêîñòè èäåþ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè X u
� � �
� ( , )� ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå

äâóõ öèëèíäðîâ. Ïóñòü i T j T i j I� � ��, , , 2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

~r rj i
m� , ~r ri j

m� ,
~
h hj i

m� ,
~
h hi j

m� . (14)

Òîãäà ïîñòðîèì òî÷êó
� � �

X u� ( , )� òàêóþ, ÷òî
� � � �
u u u u r r r r r ri j

m
j i

m
i i j

m
j j i

m� � � �, , min , , min , ,{ } { }0 0

� �
h h h h h hi i j

m
j j i

m� �min , , min ,{ } { }.0 0
(15)

Âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà
�

X ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåí-

òàì âåêòîðà X m .

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

� � � � �
d d d d d d d d d djk jk j

t
j
t

j j j
L

j
L

j
U

j
U    , , , , ,

� � � � �
d d d d d d d d d dik ik i

t
i
t

i i i
L

i
L

i
U

i
U    , , , , , (16)

k I i j t I� �\ , ,{ } � ,

òî X X
� �
� . Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî j, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óêàçàííûå

óñëîâèÿ, òî u u u u r r r r h h h hi i
m

j j
m

i i
m

j j
m

i i
m

j j
m� � � � � �

� � � � � �, , , , , .

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êå X X m
�

$ ñîîòâåòñòâóåò «ïåðåñòàíîâêà» íåêîòîðûõ îáú-

åêòîâ Oi , i I� , â ðàçìåùåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
~
X .
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè X X m
�

$ , òî X
�

è X m íàõîäÿòñÿ â çîíàõ ïðèòÿæåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ [15].

Òåîðåìà. Åñëè X X m
�

$ è
~~
X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì, ïîëó÷åííûì

èç òî÷êè X
�

, òî F F(~
~

) (~ )� �� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû ïóñòü X
�

è X m îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿìè ïåðå-

ìåííûõ � �j i ju, , è ui , 0� �j i, i j I, � 2 , ò.å. X u u um m
j

� �
� �� % % %( ,

1 2
% % %u ui n

m�
� ,

� � � � �
1 2
m m

j i n
m, )% % % % % %� � �

� �
, ãäå u u u uj i

m
i j

m� �
� �, . Ïðè ýòîì �

� � �

j j jr h� ( , ) è

�
� � �

i i ir h� ( , ) ïîëó÷åíû ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (15). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî O Ci j� ,

à O Cj i� , ò.å. îáúåêòû «ïîìåíÿëè» ñâîå ìåñòîïîëîæåíèå è ïðèíÿëè ðàçìåðû, îáåñ-

ïå÷èâàþùèå óñëîâèå X
�

�
~
� . Ïîñêîëüêó X X m

�

$ , òî÷êà X
�

íå ëåæèò â îáëàñòè

«ïðèòÿæåíèÿ» ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
~
X . Èñõîäÿ èç âûðàæåíèé (15), (16), òî÷êà

X
�

�� . Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (14), ïîëó÷àåì F F( ) (~ )� �
�

� . Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

F F(~
~

) (~ )� �� , åñëè
~~
X ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, ïîëó÷åííîé èç íà-

÷àëüíîé òî÷êè X
�

.
Óñëîâèÿ òåîðåìû îáåñïå÷èâàþò ïåðåõîä îò îäíîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

ê äðóãîìó, â êîòîðîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F ( )� èìååò áîëüøåå çíà÷åíèå. Îäíàêî

îíè íå âñåãäà ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü òàêîé ïåðåõîä, äàæå åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàñøèðèòü âîçìîæíûå ïåðåõîäû, îñëàáèâ óñëîâèÿ òåî-

ðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì îñëàáëåíèÿ îãðàíè÷åíèé ìîæíî ïîñòðîèòü íà÷àëü-

íûå òî÷êè äëÿ çàäà÷è (3), (4) è ïîëó÷èòü èç íèõ ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, ñðåäè êî-

òîðûõ ìîæåò áûòü ìàêñèìóì, â êîòîðîì çíà÷åíèå F ( )� áóäåò áîëüøå. Ïîñêîëüêó

ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû â îáùåì ñëó÷àå íå ãàðàíòèðó-

þò óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèÿ F ( )� , òî òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ íà÷àëüíûìè äëÿ èõ ïîèñêà,

íàçîâåì «ïåðñïåêòèâíûìè». Äëÿ ïîëó÷åíèÿ «ïåðñïåêòèâíîé» òî÷êè âìåñòî

òî÷êè X m ïîñòðîèì òî÷êó X k ñëåäóþùèì îáðàçîì (íà ïðèìåðå öèëèíäðîâ):

u u i Ii
k

i
m� �, , r

r i T

r i T
i
k i

m

i
k

�
�

� �

 
!
"

#"

�

� �
, ,

~ , , ,

åñëè

åñëè0 5 1 �

h
h i T

h i T
i
k i

m

i
k

�
�

� �

 
!
"

#"

�

� �
, ,

~
, , ,

åñëè

åñëè0 5 1 �

ãäå k K i I i Ii i� � � � � �{ } { } { }.1 2 0 0, , ... , max �� , min �� ,� � � Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà K

îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè õîòÿ áû îäíîé ïàðû îáúåêòîâ.

Ïåðâîíà÷àëüíî â êà÷åñòâå òî÷êè «áàçîâîãî» ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, íà

îñíîâàíèè êîòîðîãî áóäóò ñòðîèòüñÿ «ïåðñïåêòèâíûå» òî÷êè X k , k K� , ïðèíè-

ìàåòñÿ òî÷êà
~
X , ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñïîìîãà-

òåëüíûõ çàäà÷ (7), (8) è (5), (6) . Åñëè èç «ïåðñïåêòèâíîé» òî÷êè X k , k K� , áóäåò

ïîëó÷åíà òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
~~

(~
~

, ~~)X u� � òàêàÿ, ÷òî � � �� �F F(~
~

) (~ ) , òî

îíà áåðåòñÿ â êà÷åñòâå òî÷êè íîâîãî «áàçîâîãî» ìàêñèìóìà äëÿ ïîèñêà «ïåðñïåê-

òèâíûõ» òî÷åê.

Îáùàÿ ñõåìà ïîèñêà íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (3), (4) ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷èñëåííûé ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ðàçìåùàåìûõ

îáúåêòîâ O Ri �
3 , i I I

k k� �
�1

6
� , ãäå I1 1 2 3� { }, , , I 2 4 5 6� { }, , , I 3 7 8 9� { }, , ,

I 4 10 11 12� { }, , , I 5 13 14 15� { }, , , I 6 16 17 20� { }, , ,� . Ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñ-
òèêè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Çàäàíà òàêæå öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ (1), îáðàçîâàííàÿ èç ñëå-

äóþùèõ îáúåêòîâ: öèëèíäðà C ðàäèóñà r � 38; çîíû çàïðåòà, ïîëó÷åííîé îáúåäè-

íåíèåì ïðèçì � t , t �1 2 3, , , ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè: a
1

8� � , b
1

8� � , u
1

0 0 0� � ( , , );

a
2

4� � , b
2

18� � , u
2

0 0 0� � ( , , ); a
3

18� � , b
3

4� � , u
3

0 0 0� � ( , , ).

Íà ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ â âèäå ìèíèìàëüíî äîïóñòè-

ìûõ ðàññòîÿíèé (2), ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 2–4 (ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàñ-

ñòîÿíèÿ dij ìåæäó îáúåêòàìè Oi è O j , j i I� � ; ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòî-

ÿíèÿ di
t ìåæäó îáúåêòàìè Oi , i I� , è çîíàìè çàïðåòà � t t, , ,�1 2 3; ìèíèìàëüíî

äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè Oi , i I� , è ãðàíÿìè öèëèíäðà C ).
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Íà÷àëüíàÿ òî÷êà
çàäà÷è (3), (4)

íàéäåíà

Ïîèñê ãëîáàëüíîãî

ìàêñèìóìà çàäà÷è (7), (8)
Ïîèñê ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìà çàäà÷è (5), (6)

Ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13)

è îïðåäåëåíèå

ïåðñïåêòèâíîé òî÷êè

Ïîëó÷åííûé ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì ïðèíèìàåòñÿ
â êà÷åñòâå áàçîâîãî äëÿ

ïîèñêà íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ
ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ

Ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì
ÿâëÿåòñÿ

ãëîáàëüíûì

Äà

«Ïåðñïåêòèâíàÿ»
òî÷êà íàéäåíà

Çíà÷åíèå ôóíêöèè
öåëè â ëîêàëüíîì

ìàêñèìóìå áîëüøå,
÷åì â áàçîâîì

ëîêàëüíîì ìàêñèìóìå

Íà÷àëî

Íåò

Íåò

Äà

Êîíåö
Íà÷àëüíàÿ òî÷êà

çàäà÷è (3), (4)
íå íàéäåíà

Íåò

Äà

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïîèñêà íà÷àëüíîé òî÷êè çàäà÷è (3), (4)

Ò à á ë è ö à 1

i

Çíà÷åíèå ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
îáúåêòîâ O i Ii , � i

Çíà÷åíèå ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
îáúåêòîâ O i Ii , �

ri hi wi1 wi2 ai bi ci ri hi wi1 wi2 ai bi ci

1 5 — — — — — — 11 6 — 9 — — — —

2 7 — — — — — — 12 7 — 13 — — — —

3 9 — — — — — — 13 8 — — 5 — — —

4 6 9 — — — — — 14 5 — — 8 — — —

5 10 6 — — — — — 15 8 — — 11 — — —

6 5 5 — — — — — 16 5 7 3 1 — — —

7 — — — — 7 4 8 17 10 8 6 6 — — —

8 — — — — 9 4 3 18 6 9 5 3 — — —

9 — — — — 5 10 7 19 8 0 3 6 — — —

10 9 — 6 — — — — 20 7 0 4 4 — — —



Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷åíà òî÷êà X u h* * *( , )� ïðèáëèæåíèÿ

ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Êîîðäèíàòû âåêòîðà u* ïðèâåäåíû â òàáë. 5, ïðè ýòîì

h* ,� 56 243926. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçìåùåíèå
îáúåêòîâ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2.

Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì

êîìïüþòåðà íà áàçå ïðîöåññîðà Intel Core i5

ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 3,2 Ghz è îïåðàòèâíîé ïà-

ìÿòüþ 4 Gb ñîñòàâèëî 22 ìèí (ïðîãðàììà ñãåíå-

ðèðîâàëà äåâÿòü ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ

áðîñêîâ).

Â ñâÿçè ñ íåâîçìîæíîñòüþ îïèñàíèÿ èñõîä-

íûõ äàííûõ äëÿ âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ðåøåííûõ

÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû èçî-

áðàæåíèÿ íàéäåííûõ êîìïîíîâîê îáúåêòîâ

â îáëàñòè ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè. Íà ðèñ. 3, à

ïîêàçàíà ïëîòíàÿ óïàêîâêà 100 îáúåêòîâ â öè-
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Ò à á ë è ö à 2

i
j

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

2 7 — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

3 10 10 — — — — — — — — — — — — — — — — — —

4 12 9 5 — — — — — — — — — — — — — — — — —

5 10 9 11 7 — — — — — — — — — — — — — — — —

6 9 8 5 8 9 — — — — — — — — — — — — — — —

7 11 7 8 9 10 10 — — — — — — — — — — — — — —

8 7 10 10 6 8 5 6 — — — — — — — — — — — — —

9 12 8 10 10 7 8 8 8 — — — — — — — — — — — —

10 7 7 11 12 9 11 7 11 5 — — — — — — — — — — —

11 10 12 8 9 7 9 6 11 8 10 — — — — — — — — — —

12 11 11 8 11 9 12 12 8 12 12 10 — — — — — — — — —

13 6 9 12 7 12 12 12 12 5 8 11 9 — — — — — — — —

14 6 5 9 9 6 9 5 11 12 6 10 8 11 — — — — — — —

15 6 9 9 12 11 6 7 5 5 7 9 5 5 6 — — — — — —

16 5 9 11 6 8 12 10 5 11 11 7 10 9 10 10 — — — — —

17 5 8 11 5 5 6 12 10 12 11 11 11 6 9 10 12 — — — —

18 11 9 12 7 6 9 9 10 10 6 12 11 6 10 6 9 6 — — —

19 5 9 7 5 7 11 7 9 6 8 10 5 6 10 6 7 5 12 — —

20 10 9 10 6 5 12 5 5 7 6 5 8 11 12 7 12 11 11 8 —

Ò à á ë è ö à 3

i d
i

t
i d

i

t

1 1,71 11 1,85

2 0,93 12 1,98

3 1 13 1,3

4 0,83 14 1,85

5 1,21 15 0,1

6 1,74 16 0,93

7 0,69 17 0,29

8 1,25 18 0,15

9 1,7 19 0,33

10 1,42 20 0,91

Ò à á ë è ö à 4

i di d
i

U
d

i

L
i di d

i

U
d

i

L

1 1,22 1,95 0,52 11 1,68 0,21 1,11

2 0,23 1,68 0.84 12 1,52 1,75 1,91

3 1,41 1,75 1,29 13 0,73 0,71 0,18

4 0,52 0,76 1,56 14 1,45 1,13 1,7

5 1,75 1,45 0,69 15 0,64 0,84 0,31

6 0,89 0,16 1,4 16 1,32 1,56 1,47

7 0,28 1,28 1,95 17 0,95 0,42 0,89

8 0,96 0,18 1,58 18 0,78 1,48 2,01

9 0,91 0,19 1,58 19 1,54 1,2 1,05

10 2,06 0,12 0,79 20 0,73 0,13 1,33

Ðèñ. 2. Ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùåå òî÷êå X *



ëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü áåç çîí çàïðåòà (âñå ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ

ðàâíû íóëþ), íà ðèñ. 3, á ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàçìåùåíèÿ 30 îáúåêòîâ â îáëàñòè

ñ äâóìÿ çîíàìè çàïðåòà, íà ðèñ. 3, â–ä ïðîèëëþñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòû ðàçìåùå-

íèÿ 50, 70 è 100 îáúåêòîâ â îáëàñòÿõ ñ ÷åòûðüìÿ çîíàìè çàïðåòà ñîîòâåòñòâåííî.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷ êîìïîíîâêè ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî ðåàëèçîâàòü íà êîìïüþòåðå òàêèå çàäà÷è,

êàê ïîèñê ïàðàìåòðîâ ðàçìåùåíèÿ, îïòèìèçèðóþùèõ çàäàííûé êðèòåðèé êà÷åñòâà

êîìïîíîâêè, îöåíêó ïîëó÷àåìîãî ðàçìåùåíèÿ ïî âûáðàííîìó êðèòåðèþ, îöåíêó

îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåùåíèå (íåïåðåñå÷åíèå ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ, ðàñïîëîæå-

íèå íà çàäàííûõ ðàññòîÿíèÿõ, ðàçìåùåíèå âíóòðè îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ).

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà �-ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

çàäà÷è êîìïîíîâêè äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü íà âñåõ ýòàïàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è
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Ðèñ. 3. Ïðèìåðû ðåøåííûõ çàäà÷ êîìïîíîâêè îáúåêòîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ

à á

â ã ä

Ò à á ë è ö à 5

i

Êîîðäèíàòû ïîëþñîâ îáúåêòîâ
â òî÷êå X u h

& & &� ( , ) i

Êîîðäèíàòû ïîëþñîâ îáúåêòîâ
â òî÷êå X u h

& & &� ( , )

xi yi zi xi yi zi

1 �22,27114 22,670794 21,171963 11 �20,03042 �22,09105 �1,328037

2 �10,86778 28,786876 7,259485 12 22,389472 16,972395 2,438037

3 13,691357 20,465277 �17,83196 13 �27,17407 10,876718 11,260732

4 30,139755 9,087659 �17,56196 14 5,809568 30,438037 4,445216

5 �19,47108 �17,6051 20,671963 15 26,190352 �12,20885 7,148859

6 �31,62402 �5,565367 �6,927841 16 �6,575277 �30,99013 �13,26344

7 4,7 �31,85957 18,365547 17 �22,7344 13,460262 �13,23196

8 7,449877 29,123926 24,768315 18 13,239401 �28,27378 �13,74428

9 24,7 �12,21662 20,931963 19 �27,82977 5,956146 23,921504

10 �22,5053 �14,80794 �27,33097 20 28,621992 �9,851623 �21,39481



(ïîèñê íà÷àëüíûõ òî÷åê, ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è èõ ïåðåáîð) ñîâðåìåííûå

ìåòîäû íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè.

Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ðàñøèðåíèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è

çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïåðåìåííûõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó-

÷àòü ëþáûå íà÷àëüíûå òî÷êè. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðåàëèçàöèè

ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåíåíèé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ïðè îñóùå-

ñòâëåíèè íåïðåðûâíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè. Ïîýòàï-

íîå óëó÷øåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ,

ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàäà÷è (3), (4), â îáùåì ñëó÷àå íå

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷è (5), (6) è íàîáîðîò.

Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óìåíüøåíî çà ñ÷åò ïðèìå-

íåíèÿ ïðè ðàçðàáîòàííîì ïîäõîäå ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíûõ

âû÷èñëåíèé.
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