
M.C. ËÜÂÎÂ

ÓÄÊ 004.421.6 ÌÅÒÎÄ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÈ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ ÄËß ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÖÈÊËÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâ äëÿ èòåðàòèâíûõ öèêëîâ, îïðåäåëåííûõ íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ëè-

íåéíûì îïåðàòîðîì â òåëå öèêëà. Ìåòîä ó÷èòûâàåò ïðåäóñëîâèå öèêëà â âèäå ñèñòåìû

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðåíèÿ îãðàíè÷åíû ñëó÷àåì, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåííû. Ìåòîä îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ÷èñëà èòåðàöèé

öèêëà, ïîñëå âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ èíâàðèàíòíîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ëèáî

îáåñïå÷èâàåòñÿ, ëèáî îïðîâåðãàåòñÿ. Ìåòîä èñïîëüçóåò ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíîãî îïåðàòî-

ðà â åãî æîðäàíîâîé ôîðìå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòè÷åñêèé àíàëèç ïðîãðàìì, ëèíåéíûå èíâàðèàíòû öèêëîâ, èíâàðè-

àíòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîáëåìà ïîèñêà èíâàðèàíòîâ â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàìì

ïîñòàâëåíà â ðàáîòàõ Ð. Ôëîéäà [1] è Ñ. Õîàðà [2] êàê êëþ÷åâàÿ ïðîáëåìà

àíàëèçà ñâîéñòâ ïðîãðàìì. Îñíîâíîå âíèìàíèå â èññëåäîâàíèÿõ óäåëÿëîñü

ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ òèïà ðàâåíñòâ. Ìíîæåñòâî

èíâàðèàíòîâ òèïà ðàâåíñòâ îáðàçóåò ïîëèíîìèàëüíûé èäåàë, êîíå÷íûé áàçèñ

êîòîðîãî íóæíî ïîñòðîèòü. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òàêîãî áàçèñà

åùå íå ðåøåíà. Â [3] ïðåäëîæåíû îáùèå èòåðàòèâíûå ìåòîäû ãåíåðàöèè ïðî-

ãðàììíûõ èíâàðèàíòîâ, ïðèìåíèìûå äëÿ ìíîãèõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé. Â [4–7]

ïðèâåäåí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ïîëèíîìà è ïîñòðîåíèÿ áàçèñà

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè.

Â [8] äàíî ðåøåíèå çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëèíî-

ìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ êëàññà ïðîãðàìì c ïðîöåäóðàìè, âñå âû÷èñëåíèÿ

â êîòîðîé ëèíåéíû. Ìíîãèå ðàáîòû, íàïðèìåð [9–13], ïîñâÿùåíû áîëåå ÷àñò-

íîé, íî êëþ÷åâîé çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ðàâåíñòâ äëÿ èòåðàòèâíûõ

öèêëîâ. Â ÷àñòíîñòè, â [11–13] èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ áàçèñà èäåàëà

ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ðàâåíñòâ äëÿ ëèíåéíûõ öèêëîâ.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ èíâàðèàíòíûõ íåðàâåíñòâ ìåíåå èçó÷åíà. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü
çäåñü — áåñêîíå÷íîñòü áàçèñà ìåòàèäåàëà ïîëèíîìèàëüíûõ íåðàâåíñòâ [12, 13].
Èòåðàòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ èíâàðèàíòíûõ íåðà-
âåíñòâ ðàññìàòðèâàëàñü â [14–17]. Â [14] ðåøåíà çàäà÷à ãåíåðàöèè ïðîñòåéøèõ
èíâàðèàíòíûõ íåðàâåíñòâ. Â [15, 16] ê çàäà÷å ïîèñêà ëèíåéíûõ èíâàðèàíòíûõ
íåðàâåíñòâ ïðèìåíÿþòñÿ îáùèå èòåðàòèâíûå ìåòîäû.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [19, 20].
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü Q n — n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è Q — àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Q .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X x xn� ( , ..., )1 , b b bn� ( , ..., )1 — äâà âåêòîðà ïåðå-

ìåííûõ. Ëèíåéíûì öèêëîì ñ ïðåäóñëîâèåì íàçûâàåòñÿ ôðàãìåíò èìïåðàòèâíîé
ïðîãðàììû âèäà

X b: � ; // S b( ) — ïðåäóñëîâèå

While U X b( , ) do X A X: *� . (1)

Çäåñü âåêòîð b óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè S b( ), U X b( , ) — áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ïðèêëàäíîé ëîãèêè ëèíåéíûõ

ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, A — ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Q Qn n� .

Çàìå÷àíèå 1. Îïåðàòîðû X b: � , X A X: *� èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îäíîâðå-

ìåííûå ïðèñâîåíèÿ ïåðåìåííûì ëåâûõ ÷àñòåé çíà÷åíèé ïðàâûõ ÷àñòåé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî P X b Q X b( , ) [ , ]� 1 íàçûâàåòñÿ èíâàðè-

àíòíûì äëÿ öèêëà (1) ñ ïðåäóñëîâèåì S b( ), åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ âñÿêèé ðàç â ðå-

çóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òåëà öèêëà: P X b a x a x a b a b
df

n n n n( , ) � � � � � � � �1 1 1 1� � . Òà-

êèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë:

S b P b b( ) ( , )� , // èíâàðèàíò âûïîëíÿåòñÿ ïðè âõîäå â öèêë,
U b b P Ab b( , ) ( , )� , // èíâàðèàíò âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå 1-é èòåðàöèè,

U Ab b P A b b( , ) ( , )� 2 , // èíâàðèàíò âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå 2-é èòåðàöèè,
…

U A b b P A b bk k( , ) ( , )� �1 , // èíâàðèàíò âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå k-é èòåðàöèè,

� �U A b b P A b bk k( , ) ( , ) , // èíâàðèàíò âûïîëíÿåòñÿ ïðè çàâåðøåíèè öèêëà.

Òåîðåìà 1. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 	 � �( , ..., ),� � �1 n i Q îïåðàòî-

ðà A âåùåñòâåííû, ïðîáëåìà äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè P X b( , ) äëÿ öèê-
ëà (1) àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó èíâàðèàíòíîñòè êàæäîãî
èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû. Ïîýòîìó â ëåììàõ 1–5 èçëîæåí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà èí-
âàðèàíòíîñòè ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

a x a x a x cn n1 1 2 2� � � 
� , c c b� ( ) . (2)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü èíâàðèàíòíîñòü ýòîãî íå-
ðàâåíñòâà äëÿ öèêëà (1). Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â òåëå
öèêëà äèàãîíàëèçèðóåì. Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ åãî ìàòðèöà è åå m-ÿ
ñòåïåíü áóäóò èìåòü âèä
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Çàìå÷àíèå 2. Ïîñëå ïåðåõîäà ê áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êîýôôèöè-
åíòû íåðàâåíñòâà èçìåíÿòñÿ. Åñëè S ( )	 — ìàòðèöà ïåðåõîäà, òî íîâûå çíà÷åíèÿ

âåêòîðîâ a b, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì a SaSS( ) � �1, b SbSS( ) � �1. ×òîáû íå

ïåðåãðóæàòü òåêñò íîâûìè îáîçíà÷åíèÿìè, èñïîëüçóåì ñòàðûå.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àáñîëþòíî íåäåòåðìèíèðîâàííûé öèêë

X b: � ; // S b( ) — ïðåäóñëîâèå,

While True | False do X A X: *� . (3)
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Ëåììà 1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ öèêëà (3) ïðè S b b( ) � { }.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Q n . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

S b b( ) � { }. Ïåðåä âõîäîì â öèêë èíâàðèàíòíîñòü (2) îçíà÷àåò, ÷òî

a b a b a b cn n1 1 2 2� � � 
� . (4)

Ïîñëå m èòåðàöèé öèêëà èíâàðèàíòíîñòü (2) îçíà÷àåò, ÷òî

� � �
1 1 1 2 2 2
m m

n
m

n na b a b a b c� � � 
� . (5)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî | | max (| | | | )� � �1 2� � �� n , à òàê-
æå a b1 10 0� �, , ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ x1 â âû÷èñëåíèÿõ
íå ó÷àñòâóåò. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè.

1. Ïóñòü | |�1 1
 . Îòîáðàæåíèå A Q Qn n: � ñæèìàþùåå.

1.1. Åñëè �1 0� , íåðàâåíñòâî (4) ïåðåïèøåì â âèäå

a b a b a b cm m
n
m m

n n
m

1 1 2 1 2 2 1 1
� � � 
( / ) ( / ) /� � � � �� . (6)

Ïîñêîëüêó � �j
m m

m
/

1
0�

��
, c m

m
/ �

1
� �
��

, ïðè c � 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-

íîå M 0 , ÷òî ïðè m M� 0 (5) âûïîëíÿåòñÿ. Ïðè c� 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-
ðàëüíîå M 0 , ÷òî ïðè m M� 0 (6) ëîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ èí-
âàðèàíòíîñòü (2) ìîæíî óñòàíîâèòü êîíå÷íûì ÷èñëîì m M
 0 ïðîâåðîê.

1.2. Åñëè �1 0� , íåðàâåíñòâî (6) ïåðåïèøåì â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ —
÷åòíîì è íå÷åòíîì ÷èñëå ïîâòîðåíèé öèêëà

a b a b a b c

a b

m m
n
m m

n n
m

1 1 2
2

1
2

2 2
2

1
2

1
2

1 1

� � � 
( / ) ( / ) / ,� � � � ��

� � � �� � � � �( / ) ( ) /� � � � � �
2
2 1

1
2 1

2 2
2 1

1
2 1

1
2m m

n
m m

n n
ma b a b c�

1.
(7)

Ïðè c � 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå M 0 , ÷òî ïðè m M� 0 ñèñòåìà (7) âû-
ïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíòíîñòü (2) ìîæíî óñòàíî-
âèòü êîíå÷íûì ÷èñëîì m M
 0 ïðîâåðîê. Ïðè c� 0 ñèñòåìà (7) ëîæíà.

2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî | |�1 1� . Êàê è â ï. 1, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

2.1. Ïóñòü �1 0� . Ïðèâåäåì íåðàâåíñòâî (5) ê âèäó

a b a b a b cm m
n
m m

n n
m

1 1 2 1 2 2 1 1
� � � 
( / ) ( / ) ( / )� � � � �� . (8)

Äàëåå,
a b c a b a bm m m

n
m m

n n1 1 1 2 1 2 2 1

 � � �( / ) ( / ) ( / )� � � � �� . (9)

Ïîñêîëüêó | / |� �j 1 1� è | |�1 1� , � �j
m m

m
/

1
0�

��
, c m

m
/ �

1
0�

��
, ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m è êàæäîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè, è ìîäóëü ïðàâîé ÷àñ-
òè íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûìè:

| ( / ) ( / ) ( / ) |c a b a bm m m
n
m m

n n� � � � � �
1 2 1 2 2 1

� � � �� .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè m M� 0 ( )� èìååì

| |a b1 1 
 � . (10)

2.1à. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a b1 1 0� , � ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî
a b1 1 0� �� . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (6). Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (2) íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì, ïîñêîëüêó îíî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè m M� 0 ( )� .

2.1á. Åñëè æå a b1 1 0� , íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ m M� 0 ( )� . Òàêèì
îáðàçîì, èíâàðèàíòíîñòü (2) ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ïðîâåðêàìè êîíå÷íîãî ÷èñëà M
ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ èíâàðèàíòíîñòü íåðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ 3.

3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé �1 0� . Êàê è â ï. 1.2á, ïðè ÷åòíûõ m èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî (6), ïðè íå÷åòíûõ m — íåðàâåíñòâî

a b c a b a bm m m
n
m m

n n1 1 1 2 1 2 2 1
� � � �( / ) ( / ) ( / )� � � � �� ,
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ò.å. a b1 1 � � . Ïîñêîëüêó â öèêëå ÷åòíûå è íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ m ÷åðåäóþòñÿ,
(2) íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

Ëåììà 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ öèêëà (3) ïðè

S b BoundPolygon b b k( ) ( , ..., ).( ) ( )� 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S b( ) — îãðàíè÷åííàÿ ìíîãîãðàí-

íàÿ îáëàñòü Q n , íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðû b b k( ) ( ), ...,1 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð èç S b( ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

b b bk
k� � �� �1

1( ) ( )
� , � j � 0 , � �1 1� � �� k .

Òîãäà ñëó÷àé 2.1á äîëæåí èìåòü ìåñòî äëÿ êàæäîãî b j j k( ), , ...,�1 : ïðè
m Mj j� 0 ( )� âûïîëíÿåòñÿ a b j

1 1
0( ) � . Ïðè ýòîì èç b b bk

k� � �� �1
1( ) ( )

� ñëå-

äóåò, ÷òî b b bk
k

1 1 1
1

1
� � �� �

( ) ( )
� è ïðè m M M k� max [ ( ), ..., ( )]01 0� � èìååò

ìåñòî a b1 1 0� .
Ëåììà 3. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ öèêëà (3) ïðè

S b UnboundPolygon b b k( ) ( ).( ) ( )� � �1
�

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü S b( ) íå îãðàíè÷åíà. Âû÷èñëèì

Max P x b X S b� �max ( ( , ), ( )) . Ýòîò ìàêñèìóì ëèáî êîíå÷åí è äîñòèãàåòñÿ â îä-
íîé èç âåðøèí S b( ), ëèáî áåñêîíå÷åí. Âû÷èñëåíèå Max îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäà-
ìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ èíâàðèàíòíîñòè (4) íåîáõîäèìî, ÷òîáû
Max c� ïðè âû÷èñëåíèÿõ, ïðèâåäåííûõ â ëåììå 2.

Äëÿ ïîëíîòû äîêàçàòåëüñòâà â ñëó÷àå äèàãîíàëèçèðóåìîé ìàòðèöû îïåðàòî-
ðà A îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íåñêîëüêî ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ:

| | | | max (| | | | )� � � �1 1� � � � ��� �k k n .

Íåðàâåíñòâî (5) èìååò âèä a b a dk k1 1 � � 
� �, è âñå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ
ïðåæíèìè.

Ëåììà 4. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû öèêëà (3) ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå, êîãäà îïå-
ðàòîð A â æîðäàíîâîé ôîðìå èìååò íåòðèâèàëüíûå æîðäàíîâû êëåòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà îïåðàòîðà A â æîðäàíîâîé ôîðìå èìååò íå-
òðèâèàëüíûå æîðäàíîâû êëåòêè. Íàïîìíèì, ÷òî æîðäàíîâîé êëåòêîé íàçûâàåòñÿ
n n� -ìàòðèöà

J ( )�

� � �

� � �

� � �

� � �

�

�

�







�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

�

(11)

è ìàòðèöà îïåðàòîðà A èìååò âèä A J Jl l� � �1 1( ) ( )� �� , ò.å. ñîñòàâëåíà èç íå-
ñêîëüêèõ æîðäàíîâûõ êëåòîê, ðàïîëîæåííûõ ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷åì êàæ-
äàÿ æîðäàíîâà êëåòêà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A.
Êàæäîé êëåòêå J j i( )� ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ãðóïïà ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó äîêàçà-
òåëüñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òîëüêî äëÿ îäíîé êëåòêè ðàçìåðà k, îáîçíà÷åííîé
â (11). Ïóñòü X x xk� ( , ..., )1 , m — íàòóðàëüíîå ÷èñëî è b b bk� ( , ..., )1 — âåê-

òîð ïåðåìåííûõ (íà÷àëüíèõ çíà÷åíèé). Âû÷èñëèâ m-þ èòåðàöèþ X b( )0 � ;

X AXm m( ) ( )� â ÿâíîì âèäå X A Xm m( ) � : X J bm m( ) ( )� � , ïîëó÷èì

X

C m C m

C m

C m

m

m
k

m
k

m

m

( )

( ) ( )

( )

( )
�

�

�





�

�

�

�

�

�

1 1

2

1

0

0

0 0

�

�

�

�




�

�

�
�
�
�
�

�

�







�

�

�
�
�
�
�

b

b

bk

1

2

�

, (12)

ãäå C m C
m m m j

j
j m

j m j m j( )
( )... ( )

!
� �

� � �� �
� �

1 1
, j k� � �1 1.
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Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå j-é ñòðîêå ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà

x b
C m

b
C m

bj
m m

j j
k j

k j k

df
m( ) ( ) ( )

� � � �
�

�
�
�

�

�
�
��

�

�
�

� �

� �1
1 � g m bj ( , , )� . (13)

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó, êàæäîå ñëàãàåìîå êî-
òîðîé îïðåäåëåíî ãðóïïîé ïåðåìåííûõ êëåòêè J j i( )� :

� � � �j
m

j
m

j
m

j j j j j jS g m b a g m b a g m( ) ( ( , , ) ( , , ) (� � � �1 1 1 2 2 2 � , , ) ).� j jk jkb a
j j

(14)

Àíàëîã íåðàâåíñòâà (5) èìååò âèä

� � �
1 1 2 2
m m m m

l
m

l
mS S S c( ) ( ) ( )� � � 
� . (15)

Ïóñòü �1 — ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå: | | max (| | | | )� � �1 1� � �� l . Òîãäà, ïî-

ñêîëüêó S j
m( ) — ìíîãî÷ëåí îò m, à ( / )� �j

m
1 — ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ îò m

è � �j / 1 1� , èìååì
�

�

j
m

j
m

m m

S ( )

1

0�
��

ïðè � �j � 1.

Ïîýòîìó ìåòîä, îïèñàííûé â ëåììàõ 1–3, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ (9) , ò.å.
â îáùåì ñëó÷àå. Íå ïîâòîðÿÿ ðàññìîòðåíèå âñåõ ñëó÷àåâ ëåììû 1, îãðàíè÷èì-
ñÿ ñëó÷àåì �1 1� . Êàê è â ëåììå 1, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èí-

âàðèàíòà S m
1

0( ) � çàïèøåì

S g m b a g m b a g m bm
k1 1 1 11 11 2 1 21 12 1 1

( ) ( , , ) ( , , ) ( , ,� � � �� � ��
1 11)a k ,

S m
1
( ) — ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé m. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü íåðàâåíñòâî

S m
1

0( ) � ïðè âñåõ m M� 0 , íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò Lc S m( )( )
1

ïðè

ñòàðøåé ñòåïåíè S m
1
( ) áûë ìåíüøå íóëÿ. Èç (12), (13) ñëåäóåò, ÷òî Lc S m( )( )

1
�

� Lc C m a bk k k( ( )
1 1 11 1 , íî Lc C m mk

k k
( ( ) /

1

1 1

1
0� �� . Ïîýòîìó a bk k1 11 1

0� — íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè íåðàâåíñòâà. Äëÿ öèêëà (3) òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî äëÿ öèêëà (1) (ðèñ. 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëèç öèêëà (1), èë-
ëþñòðèðîâàííûé áëîê-ñõåìîé ðèñ. 1, ïîêà-
çûâàåò, ÷òî îáðàç ìíîîáðàçèÿ S b( ) ïîñëå
m-êðàòíîãî âûïîëíåíèÿ öèêëà â êîíòðîëü-
íîé òî÷êå Ñ1 îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðà-

âåíñòâ s A b U A b bm m( ) & ( , ) . Ñëåäîâàòåëü-

íî, ìåòîä ëåìì 1–4, ïðèìåíÿåìûé ê ïðåä-
óñëîâèþ s b U b b( ) & ( , ) , ðåøàåò çàäà÷ó
äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè íåðàâåí-
ñòâà â êîíòðîëüíîé òî÷êå Ñ1. Òàêèì îáðà-
çîì, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî M 0 , ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî m ïîâòîðåíèé
öèêëà ïðåâîñõîäèò M 0 èU X b( , ) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ k M� 0 1 0, , ..., , òîU X b( , ) âû-
ïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì m M� 0 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà òîëüêî îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà. Àëãîðèòìû
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð, ñ âû÷èñëåíèÿìè ìàòðèöû ïåðåõî-
äà ê áàçèñó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ S ( )	 , ïîñòðîåíèåì æîðäàíîâîé ôîðìû A,

âû÷èñëåíèåì a SaS b SbSS S( ) ( ),� �� �1 1, îöåíêàìè ÷èñëà m èòåðàöèé ìåòîäà,
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U(X, b)

A := A*X

S(A
m

b)�U(A
m
b , b)

S(A
m

b)��U(A
m

b, b)

Ñ1

Ñ2

Ñ*

Ðèñ. 1. Ñõåìà öèêëà (1) è èíâàðèàíòû åãî
êîíòðîëüíûõ òî÷åê



àëãîðèòìàìè îòäåëåíèÿ è óòî÷íåíèÿ êîðíåé 	 � �( , ..., ),� � �1 n i Q , õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïðîâåðêè èíâàðèàíòíîñòè ïåðâûõ m ñîòíîøåíèé
â îïðåäåëåíèè (3), çäåñü íå îáñóæäàþòñÿ. Èõ ìîæíî íàéòè â [20].

Ðåàëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è ê ïðîèçâîëüíûì
îïåðàòîðàì A (ñ êîìïëåêñíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè), à òàêæå ñëóæèòü
îñíîâîé îáùåãî àëãîðèòìà äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ äëÿ ëèíåéíî-îïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì, àíàëîãè÷íîãî ìåòîäó äîêàçà-
òåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ ðàâåíñòâ [5, 6].
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